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1
Ubungen zum Kapitel 1

1.1
Eingebettete Ubungen zu Kapitel 1

Ubung 12-1 Die Fiille von neuen Begriffen soll sogleich mit ein paar einfachen
Aufgaben gefestigt werden:

— Wieviele Freiheitsgrade (frei wihlbare Zahlen) hat eine allgemeine mxn Matrix?
— Wieviele Freiheitsgrade hat eine nxn Diagonalmatrix?
— Wieviele Freiheitsgrade hat eine obere nxn Dreiecksmatrix?
Welche Matrix erfiillt die Bedingungen einer oberen Dreiecksmatrix und gleich-
zeitig diejenigen einer unteren Dreiecksmatrix?
Stellt ein gewohnlicher Vektor eine ,,hohe* oder eine ,,breite* Matrix dar?
Wieviele Elemente enthalten die beiden Nebendiagonalen einer nxn-Matrix?
— Vervollstindigen Sie die englische Dimensionsdeklaration einer Matrix:
“The size of a matrix is indicated by the number of ... followed by the number of
.... (with an ’x’ in between)!”

Ubung 122 Welche Indizes haben die Elemente rechts oben, rechts unten, links
unten, sowie in der Mitte der untersten Zeile bei einer 4x5 Matrix?

Ubung 12-3 Geben Sie die Indizes der Diagonalelemente einer 4x4 Matrix der
Reihe nach von links oben beginnend an!

Ubung 12-4  Schreiben Sie die Transponiertenz’ des Zeilenvektorsz = (12 3 4)

sowie M’ der 2x3 Matrix M= L2 3 auf!
10 20 30

Ubung 12-5 Bilden Sie die Transponierte A’ der Matrix

A = und anschlieBend A’ + A, A—A', (A+ A), 2xA!

~N &~ =
co ot N
o O W



Ubung 12-6 Verwenden Sie die MatrixA =

ISR
o Ot N

3
i
9
"« A, A

und deren Transponierte A’ zum Bilden der Produkte A’ « A, Ax A’, Ax A

Ubung 13-1 - Diagonalmatrix:  Im obigen Beispiel war nur eine einfache Schlei-
fe notwendig, ebenso geniigt eine einfache Schleife zum Definieren einer Diagonal-
matrix mit den Werten 1,2, ... ndim in der Diagonalen. Versuchen Sie es und testen
Sie Ihr Mini-Programm mit verschiedenen Dimensionen!

Ubung 13-2 —Indexwertmatrix:  Ein kleines Doppelschleifenprogramm, das sehr
niitzlich ist zu Demonstrationszwecken, ist das folgende:

Fiillen Sie eine Matrix mit Zahlenwerten, welche gerade dem Indexpaar entsprechen,
aufgefasst als zweistellige Dezimalzahl. (Dieses Programm wird bein > 9 keine
sinnvollen Werte mehr liefern.) Die so definierte spezielle Matrix wird im Folgenden
unter dem Namen Indexwertmatrix mehrfach verwendet.

Ubung 13-3, Erstellen einer Distanztabelle  Uberlegen Sie sich, mit welchen
Befehlsfolgen von MATLAB-Befehlen Sie die obenstehende Differenzenmatrix er-
halten, wenn Sie vom Vektor der Hohenwerte v = [ 4634 4478 3820 1620
678 ]’ ausgehen!

Ubung 15-1 Zeichnen Sie die regulidren Polygone vom 3- bis 12-Eck mit einer
Ecke nach oben zeigend! Einzeln, und mehrere iibereinander mit verschiedenen Far-
ben.

1.2
Aligemeine Ubungen zum Kapitel 1

Einfache Berechnungen

10-1 Die Erde in Zahlen

In verniinftiger Nidherung betrigt der Erdumfang 40 000 km. Das Meter wurde so de-
finiert, dass ein Kilometer gerade einem ’c’, also einem Hundertstel eines Neugrades
auf dem Aquator entspricht. Ein “cc’ ist dann also 10 Meter. (Die Seemeile war als
eine Bogenminute der alten Grad-Einteilung definiert worden.)

Berechnen Sie die Oberfliche, das Volumen und die durchschnittliche Dichte der Er-
de (Die Masse der Erde betriigt5.97 = 1024 kg.)

Die darin zu verwendenden Formeln sindViygel = 4/3 - 7 - 1%, Ogygel = 4 - 7 - 72,
U=2-w-r, p=m/V.

Verwenden Sie in allen Berechnungen dieses Abschnittes die Befehl€ ormat

zur verstindlichen Darstellung der Resultate.

10-2 Mond und Sonne
Die mittlere Distanz von der Erde zum Mond betrigt 384 400 km, digjenige zur Sonne



150 Millionen km. Beide Himmelskorper werden von der Erde aus mit dem gleichen
totalen Offnungswinkel von 31 Winkelminuten gesehen. (Bei einer Sonnenfinsternis
passen beide genau iibereinander.)

Berechnen Sie daraus die ungefihren Durchmesser von Mond und Sonne!

10-3 Der Eiffelturm

Die Gitterkonstruktion des Eiffelturms, erbaut fiir die Weltausstellung 1889, ist er-
staunlich leicht, obwohl die Streben und Knotenelemente aus Stahl sind. Damals stan-
den noch keine Aluminium-, oder Magnesiumlegierungen zur Verfiigung und schon
gar kein mit Kohlefasern verstirkter Kunststoff. Als Demonstration der leichten Bau-
weise soll die Masse der Luft in dem, den Turm umfassenden Zylinder berechnet
werden und mit der Eisen-Masse des Bauwerks von 7000 t verglichen werden. Die
Seitenlinge der Grundfliiche betréigt 160 m und die H6he 320 m, die Dichte von Luft
kann als 1.2 kg/m® angenommen werden.

10-4 Physikalische Arbeitsleistung eines Bergwanderers

Bei Bergwanderungen wird als Richtwert fiir die Uberwindung einer Hshendifferenz
von 300 m eine Stunde eingesetzt. Welche durchschnittliche Leistung in Watt erbringt
ein 75 kg schwerer Wanderer fiir den reinen Hohengewinn? Die Erdbeschleunigung
betriigt 9.81 m/s%.

10-5 Wieviele Sekunden hat ein Jahr?
Durch einfache Multiplikationen erhélt man die Zahlen fiir die Anzahl Sekunden bzw.
Minuten pro Tag, Woche, Jahr sowie Stunden pro Woche und Jahr.

10-6 Wie weit kommt ein Tanklaster mit seiner eigenen Ladung?

Von einem Tanklastfahrzeug kann man im Langstreckenbetrieb annehmen, dass es
etwa 15 Liter Diesel-Treibstoff pro 100 km verbraucht. Fiir die volle Ladung kann
man einen Wert von ungefihr 20 000 Liter einsetzen. Wie weit kann er also mit der
eigenen Ladung fahren? Kdme er rund um die Erde, falls es eine Strafle giibe?

10-7 Berechnungs-Spass beim Essen

Versuchen Sie die Gesamtlinge aller Pommes-Frites, bzw. aller Spaghetti auf einem
Teller angenéhert zu bestimmen, wenn diese in Lingsrichtung geradegezogen anein-
andergereiht werden. Hinweis: Fiir eine Portion kann man von etwa 300 Gramm aus-
gehen, das spezifische Gewicht der meisten Speisen ist nahezd g/cm® und die Dicke
von Pommes-Frites ist ca. 6 mm wiihrend der Durchmesser von gekochten Spaghetti
etwa 2 mm betrigt.

Produktschreibweise mit ’* *’

10-8 Binomische Formeln

Die Binomischen Formeln eignen sich besonders gut zum Einiiben der in MATLAB
immer verlangten Verwendung des Multiplikationsoperators*’ zwischen zwei Fak-
toren.
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Wihlen Sie zwei Zahlenwerte fiira und b, z.B.a = 10, b = 3. Berechnen Sie
nun die Resultate fiir (a + )" und (a — b)™, mitn = 2, 3,4 je auf zwei Arten, nim-
lich direkt durch Bilden der Summe/Differenz und anschlieBendes Potenzieren, sowie
aufwendiger durch Summieren der einzelnen Terme der binomischen Formeln, wie
z.B.a® —3%a®*b+3xaxb>— b

Geben Sie diese Formeln im symbolischen Modus ein und testen Sie die Eingaben
durch Anwenden der Funktion factor(formel).

Implizite Schleifen und Summen
10-9 Summen von natiirlichen Zahlenreihen
Der Mathematiker Karl Friedrich Gauf} sollte als Primarschiiler mit der Aufgabe be-
schiftigt werden, alle Zahlen vonl bis und mit 100 zusammenzuzihlen. Da er sofort
das Prinzip herausfand, dass jede Zusammenfassung einer Zahl aus der unteren Hilfte
mit einer passenden aus der oberen Hélfte den Wert 01 ergab, und dass es50 solche
Paare gab, fand er sehr schnell das Resultats050 = 101 * 50.

Die allgemeine Formel fiir die Summe einer Reihe natiirlicher Zahlen vom bis b
lautet

s=1/2-(a+b)-(b—a+1).

Testen Sie diese Formel, indem Sie verschiedene Reihen mit dem Befeht = a:b
erzeugen und deren Summe mitsum (r), sowie mit der obigen Formel berechnen.

1010 Summen von allgemeinen arithmetischen Reihen
Eine allgemeine arithmetische Reihe ist definiert durch die Formel fiir das allgemeine
Element:ay = a1 +(k—1)-d ; k=1...n

Die zugehdrige Summenformel lautet:

s=1/2-n-(a1+an)=1/2-n-(2-a1 + (n—1) *d).

Verwenden Sie wiederum den impliziten Schleifenoperator: (diesmal in der Form
a:d:b), um verschiedene arithmetische Reihen zu erzeugen und anschlieend deren
Summe mit sum(r) zu berechnen. Vergleichen Sie jeweils den so bestimmten Sum-
menwert mit dem Resultat der Formelauswertung!

(Mogliche Beispielwerte sinda; = 1,0,10,—20,0.1,d = 2,3, —2,5,0.1 und

n = 101,12,11,10,10.) Trotz des Vorfaktors1/2 wird das Resultat fiir ganzzahlige
a1 und d immer ganzzahlig; ein ganz kleines mathematisches Wunder!

10-11 Summenwert von magischen Quadraten

Ein magisches Quadrat der Dimension nxn enthilt alle natiirlichen Zahlen zwischeh
und n?. Der Wert der iiberall gleichen Zeilen- und Spaltensummen liisst sich aus fol-
gender Uberlegung bestimmen: er muss: mal dem Durchschnittswert aller Elemente
entsprechen. Berechnen Sie diesen Summenwert fiin = 3,4, 6, 9!

Matrixdefinition
10-12 Jedes Element hat seinen Platz!
Geben Sie in MATLAB alle méglichen 2x2 Matrizen ein, welche die vier Zahlen 1



.. 4, aber an verschiedenen Plitzen enthalten. Nennen Sie diese A1, A2 etc. Die 24
Matrizen sind alle verschieden, das kdnnen Sie miegtest = Al == AZpriifen.
Suchen Sie in diesen Matrizen Paare, welche sich durch die Abbildungen ,,Trans-
ponieren (*)-Operator, sowief Liplr () bzw. £1ipud () ineinander iiberfiihren
lassen. (Spiegelung an vertikaler bzw. horizontaler Mittellinie.)

10-13 Zeilen und Spalten

Aus den Zahlen 1 bis 12, alle der Reihe nach eingefiigt, kann man auf verschiedene
Weise Rechtecksmatrizen erzeugen. Diese haben die Dimensionen 1x12, 2x6, 3x4,
4x3, 6x2, 12x1. Geben Sie alle diese Varianten in MATLAB ein, wobei die Defini-
tion der Namen E, Z, D, V, S, C ein nachtriigliches Abrufen zum Quervergleich der
verschiedenen Matrizen erlaubt.

Die Funktion reshape () erlaubt, die verschiedenen Matrizen ineinander zu ver-
wandeln. Finden Sie mit der MATLAB help Funktion selbst heraus, wie diese anzu-
wenden ist.

Testen Sie auch in diesem Fall, was passiert, wenn Sie versuchen zwei solche Matri-
zen zu addieren, zu subtrahieren oder zu vergleichen!

‘Wenden Sie die Funktionen length()und [m n] = size () aufdiese Matri-
zen an und iiberlegen Sie sich anhand der Resultate die Arbeitsweise dieser Funktio-
nen!

10-14 Matrizen als Bestandteile von Matrizen

Verwenden Sie die Moglichkeit, Matrizen selbst als Elemente in der Definition einer
Matrix einzusetzen!

Q=110 7; 01 JkananinH= [ Q Q ; Q Q] verwendet werden. Erwei-
tern Sie das Prinzip um eine 8x8-Matrix mit Schachbrettverteilung von 0 und 1 zu
erzeugen!

1015 Vektoren zu Matrizen zusammenfiigen
Erzeugen Sie eine Serie von 4 (bzw. n) Zeilenvektoren mit unterschiedlicher Anzahl

von EinseninderArt v1 = [ 1 0 0 0], v2 = [ 1 1 0 0],

v3 = [1110] vd =111 1 1].ZeigenSiedassdurch Aufeinander-
stapeln

L = [ vl ; v2 ; v3 ; v4] der Vektoren eine untere Dreiecksmatrix ent-
steht.

Wenn Sie die Vektoren einzeln transponieren, so erhalten Sie durch seitliches Anein-
anderfiigen eine obere Dreiecksmatrix. R = [ v1’ v2' v3' v4’]

10-16 Matrizen aneinanderfiigen

Starten Sie mit einer 6x6 EinheitsmatrixI6 = eye (6).

Erzeugen Sie geeignete Spalten- und Zeilenvektoren mit der Funktionze-—
ros (n, m), die Sie an I 6 anfiigen kénnen, um daraus je eine 7x7 Matrix zu erhalten,
welche dann die Einsen in der oberen, bzw. unteren Nebendiagonalen aufweist!

1
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10-17 Wiirfelkoordinaten

Erstellen Sie eine 3x8 Matrix W durch Nebeneinanderstellen der Eck-Koordinaten
eines Wiirfels ABCD EFGH mita=[0 0 0]’, B=[1 0 0]'’, C=[1 1 0]/
undE=[0 O 1]’ etc.. Setzen Sie die 3x16 Matrix W1 mit der Abfolge ABCDA E
FBF GCGHDHE inplot3 (W1 (1, :),Wl(2,:),W1l(3, :))einl,

10-18 Einmaleins-Tabelle

Erzeugen Sie eine Einmaleins-Tabelle durch untereinander Anordnen von Zeilenvek-
toren mit impliziter Schleife der Artk : k : 10*k, wobei k verschiedenen Werte an-
nimmt.

10-19 GroBter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches
Bestimmen Sie zu den Zahlen 4, 7, 13, 20, 36, 49, 64, 72 eine (symmetrische) Matrix,
welche die g.g.T. enthilt, sowie eine mit den k.g.V.-Werten. Die beiden Funktionen
in MATLAB heilengcd (a, b) (greatest common divider) und1cm (a, b) (least
common multiple).

Zeigen Sie mit Hilfe der Punkt-Multiplikation dieser Matrizen, dass giltycd (a, b)
.* lcm(a,b) = a .* b

Fachausdriicke zur Matrizentheorie
10-20 Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

— Eine symmetrische Matrix ist quadratisch.

— Eine antisymmetrische Matrix, addiert zur Transponierten ergibt die Nullmatrix.

— Eine Matrix mit lauter Nullen ist das Neutralelement der Matrixmultiplikation.

— Jede Diagonalmatrix ist regulir.

— Das Produkt quadratische Matrix mal Spaltenvektor ergibt wieder einen Spalten-
vektor, falls die Multiplikation moglich ist.

— Das Produkt einer Rechtecksmatrix mit ihrer Transponierten ist immer moglich
und ergibt eine quadratische Matrix.

— Jede symmetrische Matrix ist mit ihrer Transponierten identisch.

1021 Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Anteil
Berechnen Sie aus der MatrixT den Ausdruck T — T”! Suchen Sie eine Methode,
um den antisymmetrischenA und den symmetrischen AnteilS der Matrix 7' zu be-
stimmen, so dass giltA + S = T'!



10-22 Charakteristische Eigenschaften von speziellen Matrizen

Finden Sie je eine 3x3 Matrix der folgenden Typen: symmetrische Matrix, antisym-
metrische Matrix, Nullmatrix, Diagonalmatrix, Einheitsmatrix, obere Dreiecksma-
trix, untere Dreiecksmatrix. Bestimmen Sie von jedem Typ die Anzahl Freiheitsgra-
de. Suchen Sie moglichst viele Teilmengenrelationen der Art: ,,Die Einheitsmatrix
bildet eine Teilmenge der Diagonalmatrizen.*

Hilfsfunktionen zum Erzeugen von Matrizen

10-23 zeros(), ones(), eye()

Sehen Sie Sich die Resultate der MATLAB-Funktionen zeros(k), ones(k), eye(k) an
fiir verschiedene quadratische Dimensionszahlerk, z.B. k = 3,7, 10.

‘Wenden Sie zeros() und ones() zum Erzeugen einer nxm Rechtecksmatrix an.
Erzeugen Sie das Komplement zur Einheitsmatrix mit Nullen auf der Diagonalen und
Einsen an den anderen Plétzen.

10-24 diag()

Sehen Sie in der Hilfefunktion nach, wiediag () anzuwenden ist. Erzeugen Sie
anschliefend eine Diagonalmatrix der Dimension nxn z. Bn = 15 mit den fortlau-
fenden ungeraden Zahlenl, 3, 5 etc. in der Diagonalen.

10-25 Block-Diagonalmatrizen

Verwenden Sie das Prinzip, dass man Matrizen aus kleineren Matrizen Zusammen-
fligen kann, um quadratische Matrizen der Dimensiotk xn x kxn (k = 1,2, 3,4, 5),
(n = 2, 3,4) zu erzeugen, welche auf der Diagonalen und aufk parallelen Linien im
Abstand n dazu je Einsen haben und sonst Nullen. (Lauter Matrizen die mit eye(n)
erzeugt wurden, werden zusammengefiigt.)

Benutzen Sie die Funktion spy(M) zur grafischen Darstellung der von Null verschie-
denen Werte einer Matrix. Diese Funktion ist besonders beim Arbeiten mit diinn be-
setzten Matrizen (englisch: sparse matrices) wertvoll.

10-26 Quadrieren von magischen Quadraten

Lernen Sie die MATLAB-Demo iiber magische Quadrate (Demo — Matrizen —
Matrix-Manipulationen) kennen! Nehmen Sie daraus ein magisches Quadrat 3x3
oder 4x4 und probieren Sie das folgende Rezept aus: Ein magisches Quadrat der
Dimension nxn kann man wie folgt quadrieren: In die nxn Teilmatrix am Platz (j,k)
setzt man die Originalmatrix ein, plus den ,,.Sockelwert{m;, — 1) * n?: dies ergibt

ein magisches Quadrat der Dimensionenn? x n?.

Logische Operatoren angewandt auf Matrizen

10-27 Invertiertes Schachbrettmuster

Die in einer friiheren Ubung erzeugte Matrix mit 0- und 1-Belegung in einem Schach-
brettmuster soll durch Anwendung eines der logischen Vergleichsoperatoren==",
'<=",">=","<’,’>" mit einer Matrix ones(8) oder zeros(8) verglichen werden. Das
Resultat soll die in allen Elementen invertierte Matrix liefern (0 statt 1, 1 statt 0).
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Logische Operatoren liefern 1 als "true’ und 0 als "false’ mit der gleichen Dimension
wie die verglichenen Matrizen.

10-28 Negativbild durch logische Operatoren

Mit den Befehlen E = zeros(7); E(6,3:6)=ones(1,4); E(4,3:5)=
ones(1,3); E(2,3:6)= ones(l,4); E(2:6,2) = ones(5,1) ;er-
gibt sich eine Matrix, welche mit der Funktionspy (E) einen Buchstaben E zeigt.
DurchN = E == zeros (7) kann davon ein Negativbild erzeugt werden.

Ubungen zum Programmieren von Schleifen

10-29 Indexwert-Dreiecksmatrix

Fiillen Sie eine obere Dreiecksmatrix mit Zahlen welche gerade das eigene Indexpaar
als zweistellige Zahl anzeigen (dies funktioniert nur fiir n<10), also z. Ba;; = 11,
azq = 34, etc.

10-30 Fiillen einer Dreiecksmatrix
Erstellen Sie ein M-File mit einer Doppelschleife, welches eine obere (rechte) Drei-
ecksmatrix mit 1 fiillt fiir die allgemein vorgegebene Dimension 'n’.

10-31 Tridiagonalmatrix
Erstellen Sie ein M-File, das eine Tridiagonalmatrix mit den Werten 2 auf der Dia-
gonalen und den Werten -1 auf den beiden Nebendiagonalen erzeugt.

10-32 Streifenmuster

Erstellen Sie ein MATLAB-Skript, welches eine Matrix der Dimension n mit folgen-
dem Muster fiillt:

Auf der Diagonale Einsen, auf den Nebendiagonalen Nullen, anschlieBend auf den
nachfolgenden zu der Diagonalen parallelen Linien wieder Einsen, dann wieder Nul-
len etc.!

10-33 Spezielle untere Dreiecksmatrix
Fiillen Sie eine untere Dreiecksmatrix mit den Werten, welche der Summe der beiden
Indizes entsprechen.

»Turm“- und ,,Specht“-Matrizen

10-34 ,Spechtmatrizen” — Effekt der Matrixmultiplikation

Fiillen Sie eine 4x4 Matrix M der Reihe nach mit den Zahlen 1 .. 16.

Erzeugen Sie eine andere 4x4 Matrix S mit lauter Nullen, aufler einer einzigen Eins.
Beobachten Sie den Effekt, den die Multiplikationen S*M und M*S produzieren fiir
verschieden gewihlte Positionen der Eins innerhalb von S!



10-35 Spechtmatrizen — Zeilenselektion

Erstellen Sie als Testobjekt T eine 5x5 Indexwert-Matrix (mit zweistelligen Zahlen
die den Indizes entsprechen, z. B.ayj; = 11, agq = 34)

Multiplizieren Sie diese mit der geeigneten Spechtmatrix von links her, mit dem Ziel,
die erste Zeile von T in die 1., 2., 4. und 5. Zeile zu platzieren.

Bestimmen und testen Sie ebenso die notwendigen Spechtmatrizen fiir eine analoge
Platzierung der 4. und der 5. Zeile von T.

10-36 Spechtmatrizen — Spaltenselektion:

Verwenden Sie wieder als Testobjekt T eine 5x5 Indexwert-Matrix.

Multiplizieren Sie diese Matrix mit der geeigneten Spechtmatrix von rechts her, mit
dem Ziel, die erste Spalte von T in die 1., 2., 4. und 5. Spalte der Resultatmatrix zu
platzieren.

Bestimmen und testen Sie ebenso die notwendigen Spechtmatrizen fiir eine analoge
Platzierung der 4. und der 5. Spalte von T.

10-37 Durch Permutationsangabe definierte Turmmatrix

Erstellen Sie ein MATLAB-Programm (als Funktions-M-File), das einen Spalten-
vektor mit den Zahlen von1 bis n in beliebiger Reihenfolge als Eingabe bendtigt,
und daraus diejenige Turmmatrix produziert, welche die im Eingabevektor enthalte-
ne Permutation erzeugt. Als Test kann die Multiplikation der Turmmatrix von links
an einen Vektor mit der natiirlichen Abfolge der Zahlerl, 2, 3,. .., n dienen. Durch
diese Multiplikation soll der vorgegebene Vektor erzeugt werden.

10-38 Scroll-up- und Scroll-down-Matrizen

Spezielle Turmmatrizen sind die Scroll-up- (bzw. Scroll-down)-Matrizen (fast alle
Einsen direkt oberhalb/ unterhalb der Diagonalen). Bei der Multiplikation von links
schieben Sie alle Zeilen der rechts stehenden Matrix (alle Werte eines rechts stehen-
den Vektors) um einen Platz nach oben (bzw. unten). Wird das am Rand herausfallen-
de Element am anderen Rand eingefiillt, so nennt man die Scroll-up/down-Abbildung
zyklisch. Fillt das Element am Rand weg, so sind die Matrizen keine eigentlichen
Turmmatrizen mehr.

Erstellen Sie fiir die Dimension 5 alle 4 Typen: zyklische und nicht zyklische Scroll-
up- und Scroll-down-Matrizen und testen Sie deren Wirkung an einem Spaltenvektor
mit den Zahlen 1:5.

Uberlegen Sie sich, welchen Rang diese 4 Matrizen haben und kontrollieren Sie Ihr
Resultat mit der Funktionrank () von MATLAB.

10-39 Die Wirkung von Turmmatrizen

Testen Sie die Wirkung einiger Turmmatrizen (insbesondere der Sroll up/down Ma-
trizen) beim Multiplizieren der Index-Anzeige-Matrix von links her und von rechts
her.
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1040 Die Wirkung von Auswahl- und Permutationsmatrizen
Bestimmen Sie die MatrizenPl und Pr so, dass fiir beliebigeay, .. dj, gilt:

0O 0 0 0 ap a2 az a4

a4y a3 a2 aj b1 ba b3 by

dgy d3 do dj ¢l Cc2 €3 ¢4 "
0 0 0 O di dy d3z da

10-41 Turmmatrizen zu elementaren Permutationen

Turmmatrizen, welche sich nur an zwei Stellen von einer Einheitsmatrix unterschei-
den: Beinahe-EinheitsmatrizenB = I, auBerb;, = 1, by; = 1und b;; = 0, by, =0
bewirken nur eine einzige Permutation zwischen j und k. Aus Produkten von solchen
Elementarpermutationen kann man jede Turmmatrix herstellen. Fiir jede B-Matrix
gilt B2 = I. Testen Sie diese beiden Eigenschaften an einfachen Beispielen, z. B. an
der Permutation [4 3 2 1]Jaus [1 2 3 4], bzw. an den Paaren j,k = 1,2, oder
1,4, oder 2,4.

Multiplikation von Matrizen
1042 Matrixmultiplikation
Berechnen Sie von Hand die Matrizenprodukte

11 12 13 0 0 1 11 12 13 1 1 1
21 22 23 |« 0 1 O und 21 22 23 |x] 0 1 1
31 32 33 1 0 0 31 32 33 0 0 1

und kontrollieren Sie Thr Resultat mit Hilfe von MATLAB!

10-43 Indexwertmatrix mal allgemeine Matrix

Multiplizieren Sie mit Bleistift und Papier je eine 2x2 und eine 3x3 Matrix deren
Werte die Indizes als zweistellige Zahlen enthalten, jeweils von links und von rechts
mit einer allgemeinen Matrix mit den Wertema, b, ¢, d bzw. a bis 7.

10-44 Matrixmultiplikation ,,von Hand“

Multiplizieren Sie mit Hilfe von Bleistift und Papier eine 2x2 Matrix D mit den Zah-
len (1 .. 4) mit sich selbst (d. h. berechnen Sie D*D von Hand). Multiplizieren Sie
ebenso die 3x3 Matrix T mit den Zahlen (1 .. 9) mit sich selbst.

10-45 Formel fiir die Inverse einer 2x2 Matrix

Multiplizieren Sie mit Bleistift und Papier die zwei allgemeinen 2x2 Matrizen
[a b ; ¢ dlund [u v ; w x ].Bestimmen Sie aus der Forderung, dass das
Resultat die Einheitsmatrix [1 0; 0 1] ergeben muss vier Gleichungen, welche
die Parameteru, v, w, z als Funktion vona, b, ¢, d erfiillen miissen.

Durch Auflésen dieser vier Gleichungen nachu, v, w, « erhilt man eine geschlosse-
nen formelmiBige Losung fiir die Inverse einer 2x2 Matrix.

Im symbolischen Modus kann dieses Gleichungssystem als Matrizengleichung defi-
niert werden.
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1046 Legalitatsiiberlegung bei Matrizen- und Vektormultiplikationen
Mit den 4 Matrizen / Vektoren A 2x3, B 3x3, v 3x1, w 2x1 sollen die folgenden
Operationen auf ihre Legalitiit iiberpriift werden:

A+B A+A B+B v+w w-v

A*B B*A A*B B*A’

A*y v¥A v¥AT wEA vEFY yvFy BFv BFw A’y
A*A A*A A*A’ B*B

10-47 Legale und illegale Matrixmultiplikationen

Bilden Sie alle moglichen Rechtecksmatrizen, welche die Zahlen 1 bis 6 der Reihe
nach enthalten, also E 1x6, Z 2x3, D 3x2 und S 6x1.

Bilden Sie zusitzlich deren Transponierte Et=E’, Zt, etc. und suchen Sie alle lega-
len Multiplikationen, welche zwischen zwei von diesen 8 Matrizen moglich sind!
Bestimmen Sie jeweils die Resultat-Dimensionen.

10-48 Legale und illegale Matrizen- und Vektor-Multiplikationen

Erzeugen Sie die vier Matrizen. bzw. Vektoren A(4x3), N(3x3), v(3x1), w(1x4), so
dass die darin enthaltenen Zahlen den Index als zweistellige Zahl darstellen (z. B.
a12 = 12, ngz = 33). Priifen Sie mit MATLAB, welche der folgenden Multiplika-
tionen legal sind und iiberlegen Sie sich jeweils vorgingig, ob Sie den Fall als legal
eingestuft hiitten: (M’ steht fiird/”, d. h. M-transponiert)

WEA, WA, WEA, WEA, Atw, A*w, AFw, ATFwW
wEw, wEw’, wiEw, vy viEy, vEY

N*v, v¥N, v’ *N, N*vy’

A*N, A*N’, A*N, A’*N’

1049 Nachpriifen einer Matrizengleichung
Zeigen Sie durch Nachrechnen von Hand, dass gilt:

2 D U /A

c d T axd—bxc —c a
Formulieren von Gleichungssystemen in Matrizenform
10-50 In einzelnen Gleichungen vorgegebenes Gleichungssystem

Die folgenden Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem. Stellen Sie dieses
in Matrizenform dar und Isen Sie es mit MATLAB.

r+s+t+u=0, r—s=1, u+t—s=-—1, t—r=1.
10-51 Gleichungssystem, durch einzelne Gleichungen gegeben
Losen Sie das untenstehende Gleichungssystem mit MATLAB im Berechnungs- und

im symbolischen Modus:

T =2x%xy, y+2z=25, r—u=2, r+u=3*xy+1.
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10-52 In einem Schema vorgegebenes Gleichungssystem
Losen Sie das untenstehende Gleichungssystem mit MATLAB, nachdem Sie es in
Matrizenform gebracht haben.

Ty — T2 = 5
T2 — 23 + ®y = 3

r3 — x4 = 1

T + x4 = 3

10-53 Gleichungssystem in gewohnter Form

Beachten Sie das richtige Einsetzen von Matrixelementen mit den Werte®, 1 und
—1, dadiese Zahlen im Gleichungssystem nicht geschrieben werden. Losen Sie dieses
Gleichungssystem mit MATLAB, nachdem Sie es in Matrizenform gebracht haben.

3x + y — z =T
T + 2z = 3
y — =z = 0

Einfache Funktionsplots

10-54 Plot von geraden Potenzfunktionen

Erstellen Sie eine Grafik mit den Funktioneny; = 22, yp = 2%, y3 =28, yu =2
im Bereichz = 0..2, y = 0..2, alle in derselben Grafik, mit verschiedenen Farben.
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10-55 Gerade und ungerade Potenzfunktionen

Stellen Sie die ersten 5 Potenzfunktioneny; = z.y; = z etc. in einem gemeinsamen
Bild im Bereich—2 < z < 2und —2 < y < 2 dar. Wihlen Sie fiir die ungeraden
Potenzen die rote Farbe (’t’) und fiir die geraden schwarz (’k’).

10-56 Verschiedene Wurzelfunktionen
Erzeugen Sie eine gemeinsame Grafik der Funktionen

yi(z) ==z,  y2)=ve, ye)=Ve, ()= Ve
im Bereichz = (0..4]

MATLAB-Operatoren und Grundfunktionen

10-57 MATLAB-Operatoren

Stellen Sie alle Thnen bekannten Operatoren in MATLAB tabellarisch zusammen und
geben Sie bei den speziellen Operatoren stichwortartig deren Bedeutung an!

10-58 Spiegelungsoperationen an Matrizen

Fiillen Sie eine 3x3-Matrix mit den Werten von 1 bis 9. Testen Sie an dieser Matrix
die drei ,.Spiegelungsoperationen* Transponieren, flipud() und fliplr(). Suchen Sie
eine Kombination aus diesen, welche eine ,,falsche Transposition™ bewirkt, d. h. eine
Spiegelung an der von links unten nach rechts oben verlaufenden ,.falschen Diago-
nale.



Erarbeiten einer Funktion

10-59 Winkelfunktionen in Grad

Schreiben Sie selbst Funktions-M-Files sindeg(), cosdeg(), tandeg(), welche gleich
funktionieren wie sind(), cosd(), tand(). Multiplizieren Sie dazu die Eingabewerte mit
pi/180 und iibergeben Sie das Resultat an die normalen Winkelfunktionen. Testen Sie
die Anwendung von Matrizen und Vektoren als Eingabewerte.

10-60 Direkt aufrufbare Potenzfunktionen
Erzeugen Sie einige function-M-Files mit den Namen ’pow?2’, "pow3’, "pow4’, etc.,
welche die Funktionenx .~ 2, x . "3, etc. realisieren.

1061 Teilvolumen in Pyramiden-Trichter
Suchen Sie die Formel fiir das Teilvolumen als Funktion des Fliissigkeitspegels in
einem Trichter mit Pyramidenform. Die Neigung der Seitenwaide soll 4%betragen.

10-62 Teilvolumen in liegendem Zylinder

Suchen Sie die Formel fiir das Teilvolumen als Funktion des Fliissigkeitspegels in
einem liegenden Zylinder. Die Fliche des Kreis-Abschnittes in Funktion von h kann
entweder geometrisch als Sektor minus Dreieck oder als

Integral( Sekantenlénge(y)*dy ) bestimmt werden.
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13
Miniprojekte zum MATLAB Einstieg

101 Fadenstern

Zeichnen Sie mit MATLAB einen vierstrahligen ,,Fadenstern®, indem Sie die Punk-
te von —10 bis 10 auf der x-Achse mit passenden Punkten auf der y-Achse durch
Geraden verbinden.

102 Farbkreis

Benutzen Sie die Funktionen £i11 () oder patch (), um in einem Kreis an-
geordnete farbige Flichen mit den zu ihrer Winkelposition passenden Farben zu
fiillen. Die RBG-Werte zum Einfiigen in die Grafikaufrufe erhalten Sie aus den
Werten fiir Farbwinkel (hue), Sittigung (saturation) und Helligkeit (value) mit der
Bibliotheksprozedur [r, g, b]=hsv2rgb (h, s, v).



1.4
Selbsttests zum Kapitel 1

Diese Testserien dienen zur Selbstkontrolle der erworbenen Kenntnisse. Falls das ers-
te Kapitel sorgfiltig durchgearbeitet wurde, sollte es moglich sein, eine Serie in ca.
60 Minuten vollstindig zu 16sen.

Testserie 1.1
T111 Verstiandnisfragen

— Fiir welche arithmetischen Operatoren gibt es in MATLAB zugehdrige Punkt-
Operatoren und was ist die Bedeutung dieser Punkt-Operatoren?

— Geben Sie die notwendigen Befehle an, um mit einer Bibliotheksprozedur in

MATLAB eine 4x4 Einheitsmatrix zu erzeugen.

Wie erhiilt man in einer MATLAB-Grafik eine schwarze Linie?

— Wie extrahiert man die ganze 4. Zeile aus einer nxn Matrix (Annahme n ist min-
destens 4)?

T112 Erzeugen Sie eine grafische Darstellung der Sinusfunktion iiber drei ganze Peri-
oden mit gleich grofen Einheiten in der x- und y-Richtung!

T113 Geben Sie die ndtigen MATLAB-Befehle an, um eine 8x8 Matrix im Schachbrett-
muster mit 0 und 1 zu fiillen! Starten Sie mit der Eingabe einer 2x2-Matrix, fiigen
Sie vier davon zu einer 4x4 Matrix zusammen und dann 4 von diesen zur gesuchten
8x8 Matrix.

T114 Erzeugen Sie einen Vektor mit 505 Elementen, welcher 5 Perioden einer Ségezahn-
funktion enthiilt, wobei jedesmal die Werte von—10 bis 10 laufen.

T115 Schreiben Sie die MATLAB-Befehle auf zum Lésen des Gleichungssystems im
Berechnungs-Modus und im symbolischen Modus.

T+ z =4 Y+ z=2; 2% —4dxy=2.
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Testserie 1.2

T121

T122

T123

T124

T125

Verstindnisfragen

— Wie erhilt man in MATLAB die Losung x eines in Matrixform gegebenen li-
nearen Gleichungssystems A*x=b?

— Geben Sie die Befehle an zum Erzeugen der ausmultiplizierten Formel fiir
(a — b)® im symbolischen Modus.

— Wie erreicht man, dass nachfolgende plot-Aufrufe in dasselbe Bild gezeichnet
werden wie der vorangehende?

— Wie lautet der einzugebende Text, um in der Variablen E3 eine 3x3 Einheits-
matrix direkt einzugeben (ohne Verwendung einer Bibliotheksprozedur)?

Erzeugen Sie eine simultane Grafik der Funktionery, = \/z, y. = ¥z und

yg = v, mitdem Intervalle < x < 2.

Das File tempmess.dat’ enthalte in ASCII-Form eine Tabelle mit der Tages-
Nummer als erster Zahl in jeder Zeile, gefolgt von drei Temperaturmessungen.
Geben Sie die MATLAB-Befehle an, um dieses File einzulesen und anschlieBend
die Temperaturwerte gegen die Messzeit in einem gemeinsamen Zeichenfeld zu
plotten.

Programmieren Sie in MATLAB eine Schleife, welche mit einer if-Konstruktion
eine mit 201 Werten tabellierte Sinusfunktion bei Werten iibe.6 und unter —0.6
auf die Grenzwerte zuriicksetzt (Clipping)!

Berechnen Sie von Hand das nachfolgende Matrizenprodukt!

1 2 3 1 0 1
2 4 8 -1 0 2 0
0 5 0 1 3 0
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Ubungen zum Kapitel 2

21
Eingebettete Ubungen zum Kapitel 2

Ubungen zu Relationen und Funktionen
Einige Ubungsbeispiele dazu: (mit Hinweisen zum Arbeiten mit Ungleichungen)

Ubung 211  Definieren Sie als X die Menge der reellen Zahlen-10 < z < 10 und
als Y die Menge 0 < y < 10. Dies ergibt als Kartesische Produktmenge das Recht-
eck oberhalb der x-Achse und beidseits der y-Achse mit dem Querformat 20 mal
10. Zeichnen Sie diese Fliche auf ein Blatt Papier! In diese Fliche konnen Sie nun
verschiedene Teilflichen einzeichnen, welche je eine Relation charakterisieren. Als
Beispiele fiir die Bedingungen zur Definition von Relationen sollen die folgenden
Ungleichungen dienen:

Dy<z, by<z®,  oly-a<l. Dz + lyl| <5,
(beim Fall d) mit dem quadratischen Bereich-10 < z < 10 und —10 < y < 10).

a) Relation y<x auf -10<x<10 ; O<y<10 b) Relation y<x2 auf -10<x<10 ; 0<y<10
10y 10y

-10 -5 0 5 10 x -10 -5 0 5 10 x

Abbildung 2.1 Relationen: Teilmengen einer kartesischen Produktmenge, dargestellt als
Teilgebiete.

Erklirungen zu a) Fiir das Teilbeipiel a) bildet die Geradey = z die Trennlinie.
Alle y -Werte unterhalb dieser Linie erfiillen die Relationsbedingung. Somit wird die
Relation durch das Gebiet im Rechteck der Kronecker’schen Produktmenge sowie
unterhalb der Geradey = = (Winkelhalbierende des ersten Quadranten) dargestellt.
Erkldrungen zu b)Analog dazu ist die Relation des Teilbeispiels b) durch das Gebiet
unterhalb der Parabely = 22 repriisentiert.
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Erkldrungen zu ¢)Bei der Losung von c¢) spaltet sich die Relationsbedingung we-
gen der Betragsstriche in zwei Bedingungen auf, welche je in einem Teilgebiet gelten.

— Fallsy > zist,so gilty —z < 1
(Weglassen der Betragsstriche bei positivem Inhalt):
Trennliniey —x = 1bzw.y =z + 1,
Gebiet mit y-Werten unterhalb Trennlinie erfiillt die Relationsbedingung.
— Fallsy < zist,sogilt—y +x < 1
(Vorzeichen dndern vor Weglassen der Betragsstriche bei negativem Inhalt):
Trennliniex —y =1bzw.y =2z — 1,
Gebiet mit y-Werten oberhalb Trennlinie erfiillt die Relationsbedingung.

Erkldarungen zu d) Die Betragsstriche bei d) fiihren grundsitzlich zu einer Fall-
unterscheidung: abhiingig vom Vorzeichen des Inhaltes kdnnen die Betragsstriche
weggelassen werden (bei positivem Inhalt) oder sie miissen durch ein Minuszeichen
ersetzt werden.

L.Fall: z >0undy >0 (I. Quadrant): |z|+ |y|=z+y <5
Grenzliniey = 5 — x , Testpunkt (1/1) : im Gebiet.

2Fall: z <0undy >0 (IL Quadrant): |z|+ |y|=—2z+y <5
Grenzliniey = 5 + = , Testpunkt (—1/1) : im Gebiet.

3.Fall: z <O0undy <0 (III. Quadrant): |z|+ |y|=—2z—y <5
Grenzliniey = —5 — « , Testpunkt (—1/—1) : im Gebiet.

4Fall: z >0undy >0 (IV.Quadrant): |z|+ |y|=2z—y <5
Grenzliniey = —5 + z , Testpunkt (1/—1) : im Gebiet.

Ubung 21-2  Mit X definiert alsz > 0 und Y alsy > 0 wird die Produktmenge
gleich dem I. Quadranten. Einfache Beispiele von Relationen in dieser Kombination
sind gegeben durch die Bedingungeny > x, oder auch |y — 5| < 1.

In diesem Beispiel wiirde die Relationsbedingungy < —z keine Elemente zulassen.

Ubung 21-3  Relationen kénnen auch auf endlichen Mengen definiert werden. Sei
X die Menge der ganzen Zahlen—10 < x < 10 und Y enthalte die ganzen Zahlen
0 < y < 20. Dann umfasst die Relation (die bereits auch eine Funktion isty = 22
die Zahlenpaare (-4,16), (-3,9), (-2,4), (-1,1), (0,0) (1,1), (2,4), (3,9), (4,16)

Ubungen zu den komplexen Zahlen
Ubung 24-1 Schreiben Sie die folgenden reellen, rein imaginiiren oder kom-
plexen Zahlen ausfiihrlich, eventuell durch null ergénzt, in der kartesischen Form
und anschliefiend in der Polarkoordinatenform, und zeichnen Sie die Zahlen in der
Gaul’schen Zahlenebene ein:

1; =1; 05 55 =2

i 1x3; —1; —i%2;

14i; —1—i; 14+4%x+/3; 1—i%+/3.



Ubung 24-2 Fiihren Sie die folgenden Operationen in der kartesischen Form
durch und gleichzeitig vektoriell in der Gaul3’schen Zahlenebene!
44+ 2+3%3); 649 +ix2; (1+4)+(2+2%14);
(A4+i)+(—1—i%4); B+i*x2)+B—i%2); 3+i%2)—(3—i%2);
(I+i*2)+(-1—i%2); 3—i*x3)+(—2+1ix%2)

Ubung 24-3  Versuchen Sie mit Hilfe der GauB’schen Zahlenebene die Systematik
der vier unten angegebenen Zahlenfolgen zu erraten. Dabei sollten Sie die zwei
unmittelbar nachfolgenden Elemente aufschreiben und das allgemeine Element
dieser Folge ausgedriickt durch dessen Index 'k’ als Formel angeben. Falls die Folge
ein sinnvolles letztes Element aufweist, sollte dieses ebenfalls bestimmt werden.
AT+i%2, —3+i%x2, 64+ix2, —2+4ix2, 5+i 2, —14+i%x2 ...
b)6+ix4, —4+ix6, —6—i%x4, 4—ix6...
OV2, 1414, ixvV2, —1+1i...
dy1, —1—i, —i%2, —2—ix2, —4...

Ubung 24-4 Fiihren Sie die folgenden Berechnungen in der kartesischen und in
der Polarkoordinatenform durch und vergleichen Sie die Resultate durch gegenseiti-
ges Umwandeln der beiden Formen ineinander.

2% i%2; V2 x (34+ix3); (1+4) * (=1+14);

(V3+i) % (=3 —=14); i*x(=2—i%x2); —i%2 % (—4—4x1i);

24+1ix2)/(—i); 1/(4+ix3); (1+4)/(1—1)

Ubung 24-5 Driicken Sie die folgenden Funktionen bzw. Operationen durch
arithmetische Ausdriicke inz und 7z aus, ohne die ,.Bestandteile” (weder a, b noch r,
w) zu verwenden:

Beispiel: real(z) = (z + %) /2

imag(z)=7; |z| =7 arg(z)="7?

Und driicken Sie unter Zuhilfenahme der GauBi’schen Zahlenebene die folgenden
Operationen aus:

— Drehen eines zu einer komplexen Zahl gehdrenden Vektors umt-90°

— Punktspiegelung einer komplexen Zahl am Koordinatenursprung.

Ubung 246 Wo (Punkt, Linie, Teilfliche) in der Gauf’schen Zahlenebene
befinden sich die Punkte, deren zugehorige komplexe Zahlen jeweils die folgenden
Bedingungen erfiillen?

a)z=7% b)imag(z) >0 ¢)z| <2

darg(z) = 135°  €) 0 < arg(z2) < 180°

Ubung 24-7 Bestimmen Sie rechnerisch und grafisch jeweils alle Wurzeln aus
(—1) nacheinander fiir die Wurzelindizesn = 2, 3, 4, 5, 6 und priifen Sie die Resultate
fiir n < 5 durch Ausmultiplizieren von jeweils einer der Wurzeln in der arithmeti-
schen Form.

25
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2.2
Aligemeine Ubungen zum Kapitel 2

Funktionsplots

20-1 Grafische Demonstration von geraden und ungeraden Funktionen
Schreiben Sie ein Skript-M-File, das eine gerade (bzw. ungerade) Funktion grafisch
darstellt. Programmieren Sie darin mitv=1input (' Testwert-Eingabe’ )oder
[x, y]=ginput (1) die Abfrage eines x-Wertes. Zeichnen Sie aufgrund dieses x-
Wertes die Verbindungslinie zwischen den Punkten (-x/y) (0/y) (x/y) fiir die gerade
Funktion, bzw. (-x/-y) (0/0) (x/y) fiir die ungerade Funktion.

20-2 Darstellung der Periodizitatseigenschaft einer Funktion

Schreiben Sie ein Skript-M-File, das eine periodische Funktion iiber mehrere Peri-
oden der Liinge T grafisch darstellt. Programmieren Sie darin mit

v=input (' Testwert-Eingabe’ )die Abfrage eines x-Wertes. Basierend auf
diesem x-Wert demonstriert die Verbindungslinie zwischen den Punkten ( x /y ) und
((x+T)/ y) grafisch die Periodizititsbedingung.

20-3 Gemeinsamer Plot von Sinus und Kosinus
Stellen Sie die Sinus- und Kosinusfunktionen mit verschiedenen Farben in einem
gemeinsamen Plot dar.

20-4 Darstellung der Kombination von Sinus und Kosinus

Erstellen Sie ein M-File Skript, das die Sinus- und Kosinusfunktionen in einem
gemeinsamen Plot mit verschiedenen Farben darstellt. AnschlieBend sollen durch
zwei interaktive Abfragen der Arta = input (' cos—Faktor?’)die Gewich-
te a und b bestimmt werden und in einer dritten Farbef3 (w) = a*cos(w) +
b*sin (w) dazu gezeichnet werden.

20-5 Aligemeiner Plot mit parametrisierter Funktionswahl

Mit dem untenstehenden, speziellen M-File, einem sogenannten Funktions-M-File
kann man die zu zeichnende Funktion als String (Zeichenkettenparameter) in
Klammern eingeben z. B.genfcplot (' sin’ ).

function yv = genfcplot (fctnam)

x =0.01:0.01:5 ;

y
plot (x,y) ;

feval (fctnam, x) ;

20-6 Die klassische Funktionskurve ,.Versiera di Agnesi*
Zeichnen Sie die Funktionskurve der ,Versiera di Agnesi“y(z) = a3/(a® + 2?) fiir
a=2.



20-7 Verschiedene Glockenkurven

Mit verschiedenen Exponentenp > 1 erhiilt man aus der Formely = (1 — 22)? mit
—1 < z < 1 verschiedene Glockenkurven. Stellen Sie diese in einer gemeinsamen
Grafik dar!

Lissajous-Figuren

20-8 Elementare Lissajous-Figuren

Beim Zeichnen von Lissajous-Figuren iiberstreicht der Laufparameter 't natiirli-
cherweise den Bereich von 0 bis2w. Wihlen Sie eine Unterteilung mit ca. 500 bis
700 Zwischenwerten (z. B. 628). Zeichnen Sie zuerst verschiedene Varianten der 1:1
Lissajous-Figuren (aufrechte und schiefstehende Ellipsen, sowie doppelt belegte Ge-
raden, nach rechts oben bzw. nach rechts unten).

Wenden Sie sich dann den(f; : f, =)1 : 2 Figuren zu (liegende Acht, nach oben und
unten offene Parabel) und zum Schluss den 2:1 -Figuren (stehende Acht, nach links
und rechts offene Parabel).

20-9 Kompliziertere Lissajous-Figuren

Zeichnen Sie Lissajous-Figuren mit Startphasenverschiebungen von®) und 90° fiir
die Verhiltnisse 2:3, 3:4 und 5:7, sowie zu diesen ganz leicht phasenverschobene
Figuren!

20-10 Parameter zu einer Lissajous-Figur bestimmen

Suchen Sie die Parameter, welche zu einer Lissajous-Figur gehoren, mit einer Form,
die dem griechischen Buchstaben ’alpha’ entspricht, doppelt durchlaufen! Zeichnen
Sie mit diesen Parametern die Figur zur Kontrolle. Hinweis: Durchlaufen Sie die Fi-
gur zweimal und tabellieren Sie im Ablauf markante Punkte wie maximale/minimale
x/y-Werte und Schnittpunkte mit den Achsen, je in einer separaten Spalte fiir die x-
und die y-Funktion.

Spiralen

20-11 Links- und rechtslaufige Spiralen

Erzeugen Sie eine gemeinsame Grafik der beiden archimedischen Spiralen (links-
ldufig und rechtsliufig), welche durch die Punkte (2/0), (3/0) und (4/0) gehen! Der
Plot-Bereich soll in beiden Richtungen das Intervall [-5 ..5] umfassen.

20-12 Archimedische Spirale
Zeichnen Sie eine archimedische Spirale, welche durch die Punkte (x=/y=) (1/0) und
(0/3) geht.

20-13 Logarithmische Spirale

Bestimmen Sie die Parametera , k der logarithmischen Spiraler(6) = a - ¢*? so,
dass die Spirale rechtsdrehend durch die Punkte(1/0) (3/0) geht.

Zeichnen Sie die Spirale nachher mit dem Aufrufpolar (t, r) und nach der Um-
wandlung in Polarkoordinaten mitplot (x, y)!

27
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Kurven in Parameterdarstellung — mathematische Klassiker

20-14 Verschiedene Zykloiden

Erzeugen Sie eine Grafik, in der die normale, gestreckte und die verschlungene Zy-
kloide (Kreis an einer Geraden abrollend, mit verschiedenen Lichtpunktradien) ge-
meinsam, aber mit verschiedenen Farben dargestellt sind.

20-15 Epizykloide

Entwickeln Sie selbst die Formel fiir die Epizykloide, bei der ein Kreis vom Radius
r=1/2*R auflen auf einem Kreis vom Radius R abrollt und zeichnen Sie diese Figur
anschliefend mit MATLAB.

20-16 Hypozykloiden

Uberlegen Sie sich die Formeln fiir die 2:1 und 4:1 Hypozykloiden, bei denen ein
Kreis vom Radius r=1/2 bzw. r=1/4 im Innern eines Kreises vom Radius 1 abrollt.
Zeichnen Sie diese Kurven mit MATLAB.

20-17 Evolvente

Entwickeln Sie die Formel fiir die ,,Faden-Abwickelkurve®. Auf dem Einheitskreis
sei ein Faden aufgewickelt. Am Ende des Fadens sei der Schreibstift, so dass er am
Anfang im Punkt (1/0) steht. Die Evolvente ergibt sich als Kurvenverlauf des Schreib-
stiftes, wenn man den Faden beim Abwickeln immer gespannt ldsst. (Tangentenab-
schnittslinge = bisher abgewickelte Bogenlinge.)

20-18 Kepler-Ellipse

Zeichnen Sie eine Kepler-Ellipse. (Johannes Kepler, 1571-1630, war der Entdecker
der genauen mathematischen Form der Planetenbahnen):

r(¢) = o COZ @ —d0) Mit ¢ bestimmen Sie die Lage der Halbachse, mitz

die Abweichung von einem Kreis. Empfehlung zum Zeichnenz > 0.3. Mit echten
Werten vone (Erde 0.017, Mars 0.093) sehen Sie keinen Unterschied zu einem Kreis!

20-19 Spline-Interpolation

Benutzen Sie die 5 Punkte der cos-Funktion zu den Winkeln-1, —0.5,0, 0.5, 1 mit-
samt deren Ableitungen, um die Funktion in den 4 Intervallen durch kubische Splines
zu beschreiben. Wenden sie die Splines auf die Winkelwerte-1 : 0. 1 : 1 an und ver-
gleichen Sie die Werte mit der “echten” cos-Funktion.

20-20 MATLAB spline

Verwenden Sie von der Funktionl /(1 — z2) die 4 Punkte 0, 0.5, 1, 1.5 als Stiitzstel-
len/Stiitzwerte, um mit der Bibliotheksfunktion spline die interpolierten Werte fiir
x = 0:0.1:1.5zubestimmen. Zeichnen Sie die beiden Funktionen in derselbem
Skala tibereinander.

2021 Bezier-Viertelkreis
Zwischen den Punkten(0/5) und (5/0) mit den Kontrollpunkten(0/a) und (a/0) ist
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eine Bezierkurve in der Art eines Viertelkreises definiert. Experimentieren Sie mit
‘Werten von a zwischen 1.5 und 3, um die Annéherung an den echten Vierelkreis zu
verbessern.

Dreidimensionale Kurven in Parameterdarstellung

20-22 Einfache Schraubenlinien

Durch den Zusatz eines gleichmifigen Vorschubes in der z-Richtung entsteht aus
einer gleichmifBigen Drehbewegung in der x-y-Ebene (Kreislinie als Lissajous-Figur)
eine Schraubenlinie. Erzeugen Sie einen solchen Satz von 3 Vektoren x(w), y(w),
z(w) und stellen Sie diese Linie mit plot3(x,y,z) in 3D dar!

Uberlegen Sie, wie Sie beeinflussen kdnnen, ob die Schraubenlinie linksgiingig oder
rechtsgiingig ist.

20-23 Doppelhelix der Erbinformation

Erstellen Sie ein einfaches geometrisches Modell der B-DNA Doppelhelix mit Radius
1 und Ganghdhe 3.6 Angstrom. Die 10 Basen-Briicken pro volle Drehung sind also je
36 Grad zueinander verdreht. Die zwei Helix-Linien stehen ca. 150 Grad zuenander,
sind also nicht ganz vis-a-vis.

20-24 Schraubenlinienpaar bei Parkhausauffahrt
Geben Sie ein M-File an, das die beiden Schraubenlinien des linken
und rechten Randes der Fahrbahn einer Parkhausauffahrt mit dem Befehl
“plot3(xarray,yarray,zarray)” grafisch darstellt! Parameter: Durchmesser des
inneren Randes = 12 Meter, des duleren Randes 18 Meter. Einfahrtshéhe = 0 m,
Stockwerkabstand = 4 m, 3 Parkebenen plus Parterre.

20-25 Spiralbohrer
Bestimmen Sie die Raumkurven der beiden dusseren Schneidekanten eines Spiral-
bohrers mit 12 mm Durchmesser und 18 mm Ganghoéhe.

Folgen und Reihen

20-26 Fundamentalaufgaben zu arithmetischen Folgen

Von den vier SchliisselgroBen einer arithmetischen Folgea1, an, d, n, erstes und
letztes Element, Differenz und Anzahl der Glieder, miissen nur drei bekannt sein,
dann kann das vierte berechnet werden. Stellen Sie die Formeln fiir die vier moglichen
Grundaufgaben zusammen.

20-27 Belohnung fiir die Erfindung des Schachspiels

Nach der Legende soll der Erfinder des Schachspiels seinen Konig damit sehr erfreut
haben, so dass dieser ihm eine grofie Belohnung versprochen habe. Als der Erfinder
die gewiinschte Belohnung wie folgt beschreibt, stimmt der Konig zu, ohne sich iiber
das AusmalB im Klaren zu sein. Der Erfinder wiinscht sich fiir das erste Feld der
Schachbrettes ein Reiskorn, fiir das zweite zwei, fiir das dritte vier usw. bis zum 64.
Feld, fiir jedes doppelt so viele Reiskorner wie fiir das vorhergehende.
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Wieviele Reiskorner ergibt diese Berechnung und wieviele Tonnen Reis sind das,
wenn man (.05 Gramm pro Korn annimmt?

20-28 Abzahlungsvertrag

Auf wieviel kann sich der bar zu bezahlende Betrag von 1200 Euro maximal erh6hen,
wenn bei der Bezahlung in 12 Monatsraten ohne Anzahlung 15% Jahreszins berech-
net wird. Dieser Prozentsatz gilt in einigen Léindern gerade noch nicht als Wucher.

2029 Rentensparen

Im Verlauf von 30 Jahren soll ein Kapital von 500 000 Euro zusammengespart wer-
den. Wieviel betriigt die monatliche Einzahlung, wenn alle Raten gleich hoch sein
sollen und man mit einem Zinssatz von 3% rechnet? Die Verzinsung soll mit Zinses-
zins und jihrlichem Zuschlag erfolgen.

20-30 Abgebrochener Abzahlungsvertrag

Ein Schuldner nimmt einen Kredit {iber 10000 Euro auf, den er in 24 gleichen Mo-
natsraten mit einem Zinssatz von 8% pro Jahr abzahlen mdchte. Nach dem ersten
Jahr, als gerade die 12. Monatsrate fillig ist, erhélt er von seiner Firma einen Bonus,
so dass er die Restschuld sofort begleichen kann. Wieviel betrigt die Restschuld?

Komplexe Zahlen

20-31 Addition von komplexen Zahlen — grafisch

Programmieren Sie die grafische Darstellung der Addition von zwei komplexen Zah-
len in der Gaufi’schen Zahlenebene! (Funktions-M-file mit zwei komplexen Zahlen
als Eingabe und der Summe als Riickgabewert, sowie der gemeinsamen grafischen
Darstellung der drei Zahlen (Vektoren), je in verschiedenen Farben).

20-32 Hilfsfunktion zum Ausdrucken von komplexen Zahlen
Programmieren sie eine Funktioncplxdisp (z), welche von der eingegebnen
komplexen Zahl z der Reihe nach a,b, r und w ausdruckt.

20-33 Sinus und Kosinus durch exp(i - ¢) ausdriicken

Durch Bilden der Summe und der Differenz der Euler’sche Identitiit fiir positive und
negative Winkel: e¥**% = cos(w) + i * sin(w) erhiilt man die bekannten Formeln,
welche die Funktionen cos(w) und sin(w) durch Exponentialfunktionen von w (bzw.
von i*w) auszudriicken. Fiihren Sie diese Berechnungen selbst aus und kontrollieren
Sie Thr Resultat mit der Formelsammlung!

20-34 Mehrwinkelformeln aus den Potenzen der Euler’'schen Identitét

Wenn man die Euler’sche Identitiit potenziert, so erhélt man die Moivre’schen For-
meln:

(e = (cos(w)+ixsin(w))™ = cos(nxw)+ixsin(n*w), Benutzen Sie diese so-
wie die binomischen Formeln, um die bekannten Formeln fiir die trigonometrischen
Funktionen fiir doppelte und dreifache Winkel selbst herzuleiten.
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20-35 Komplexe Gleichung 4. Grades
Suchen Sie alle Losungen der GleichungZ? = i. Beachten Sie die kleinen aber
wesentlichen Unterschiede zu den Losungen des wohlbekannten Problemy# = 1.

Grafiken mit komplexen Zahlen

20-36 Polygon im Einheitskreis

Erstellen Sie ein M-File, bei dem mit der Funktionval=input (' Prompt-—
Text ') die Anzahl Ecken abgefragt wird, und das anschliefend das entsprechende
reguliire Polygon zeichnet.

20-37 exp(j*w) ist der Einheitskreis
Erzeugen Sie eine Grafik des Einheitskreises in der Gaull’schen Zahlenebene mit der
komplexen Exponentialfunktion:

W = 2%pi*(0:0.01:1); c = exp(j*w); plot(c)

20-38 Pseudozykloiden (,,Kugelschreiber-Einfahrkurven®)

Mitt = w/2/pi; p = £*t + c; plot (p)erhalten Sie je nach den Werten
des Gewichtsfaktors £ verschiedene Pseudozykloiden. € ist dabei der komplex de-
finierte Einheitskreis mit mehreren Umgingen¢ = 2*pi* (0:0.01:6); ¢ =
exp (j*w))

20-39 Mit komplexen Zahlen eine Brezel zeichnen
Experimentieren Sie mit den Grenzwinkelwerten wl und w2, sowie mit dem Vor-
schubfaktor k, bis die Figur

w =wl:0.01l:w2; 2z = exp(j*w)-k*w; plot (z)

die Form einer Brezel ergibt.

20-40 Komplexe Spirale

Erzeugen Sie eine Grafik, in der eine Spirale durch die aufeinander folgenden Werte
von aufsteigenden Potenzen einer komplexen Zahl definiert wird, also durch, z, 22,
2Setc. (z.B.z =1+ i*0.05).

Uberlegen Sie sich, wie man zwischen den Punkten interpolieren kénnte, da diese
Spirale fiir gewisse Zahlen etwas eckig wird!

23
Miniprojekte zur Elementarmathematik

201 Pythagoreische Schnecke, Theodora-Spirale

Beim ersten rechtwinkligen Dreieck haben beiden Katheten die Linge 1. Platzieren
Sie dieses im Koordinatensystem so, dass die Ecken bei (0/0), (1/0) und (1/1) liegen.
Die Hypotenuse hat dann die Linge+/2 und zeigt in die 45-Richtung. Fiir jedes
nachfolgende Dreieck wird die Hypotenuse des vorangegangenen zur neuen Kathete
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und am duBeren Punkt wird eine Kathete der Linge 1 angefiigt (im rechten Winkel,
versteht sich).

Nach dem Satz von Pythagoras erhalten die Katheten die Lingen/2, v/3, V4 = 2,
V5. V6, etc. und die Winkel beim Nullpunkt werden immer kleiner. Erstellen Sie ein
MATLAB M-File, das eine solche Serie von Dreiecken zeichnet und probieren Sie
aus, wieviele Dreiecke man braucht, um bis zu 360 zu kommen. Freuen Sie sich an
der hiibschen Figur!

Diese Figur ist seit der Antike als Theodora-Spirale bekannt. Wegen der Folge der
Radien heisst sie auch Wurzelschnecke.

202 3D Darstellung eines Moebius-Bandes

Benutzen Sie 3D Kurven in Parameterdarstellung zum Visualisieren eines Moebius-
Bandes. Dazu muss eine kurze Strecke, deren Mittelpunkt auf einem Kreis verlduft
und die immer in einer radialen Ebene bleibt, zusitzlich eine halbe Drehung (180
um eine tangentiale Achse pro Umlauf um den Kreis ausfiihren.

203 Von Geisterhand aufgebaute Vielecke

Erzeugen Sie ein M-File, das einen Film nach dem folgenden Drehbuch ablaufen
lasst:

In der ersten Phase wird aus dem Punkt (0/1) heraus ein gleichseitiges Dreieck gene-
riert, das bereits beim Aufbau immer im Einheitskreis einbeschrieben ist. Jede Seite
bildet zuerst eine immer linger werdende Sehne, solange bis sie die Seitenlinge des
gleichseitigen Dreiecks erreicht hat. Dann bildet sich eine Ecke und die néichste Sehne
startet mit der Lange 0 und wird immer ldnger, wihrend die vorher produzierte Sei-
te (bzw. Seiten) sich weiter dreht (drehen). Dies geht so lange, bis alle drei Sehnen,
eine nach der anderen, die richtige Liange erreicht haben; dann ist das gleichseitige
Dreieck fertig.

In den folgenden Phasen wird das Dreieck zum Quadrat ergiinzt, dann das Quadrat
zum regulédren 5-Eck und so weiter bis ca. zum Achteck. Jedesmal beim Erweitern
werden die bisherigen Seiten kiirzer und drehen sich, um der langsam zur Liinge der
neuen Seite anwachsenden Sehne Platz zu machen.

Das Riickwirtslaufen dieses Films ist ebenso spannend, wenn der Punkt (0/1) die
Linie langsam wieder auffrisst.

204 Film einer Welle in Bewegung
Erstellen Sie einen Film, welcher, ausgehend von der Wellengleichung

u(z,t) =4 - ol (kro—w:t)

die Abfolge der Funktionenu(z, t) in Abhiingigkeit vonz fiir die verschiedenen Wer-
te vont, 0 < ¢t < 27 /w, aufeinander folgend zeigt.

Wiihlen Sie also einen Wert fiirk, dazugehorig einen Plot-Bereich, so dass(xmaz —
xmin) - k mindestens 4, eher aber 7-8 ganze Wellenformen ergibt. Dann brauchen
Sie nur noch etwa 20 bis 30 Varianten dieser Wellen fiir verschiedene Zeitpunkte
nacheinander zu zeichnen und jeweils die vorhergehende Wellenform zu 16schen.
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24
Selbsttests zum Kapitel 2

Testserie 2.1

T211

T212

T213

T214

T215

Verstiindnisfragen

— Welche Eigenschaften des Kurvenverlaufs einer Kurve in der Ebene sind nur bei
Kurven in Parameterdarstellung mdglich?
— Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion mit der Signatur:
(komplexe Eingabe, komplexes Resultat)!
— Bestimmen Sie das Resultat von(1 + 7)3.
— Welche der untenstehenden Funktionen sind gerade Funktionen?
cos(z), z2, x°, /2 516, cosh(z), cos(z + 0.2)
Rekonstruktion einer Lissajous-Figur
Rekonstruieren Sie die x- und y-Funktionen, welche zu einer Lissajous-Figur in
der Form einer nach oben offenen Parabel fithren und schreiben Sie ein MATLAB-
Skript zum Zeichnen dieser Figur!
Normale Zykloide, mit komplexen Zahlen formuliert
Bestimmen Sie eine komplexe Formel in der Art z = f(t, exp(j*t)), welche die als
x-y-Parameterdarstellung mitx = r*t + r*sin(-t) und y = -
r*cos (t) definierte, gewdhnliche Zykloide als komplexe Kurve erzeugt!
Komplexe Gleichung hoheren Grades
Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichungz* = —i
Archimedische Spirale
Suchen Sie die Gleichung der archimedischen Spirale, welche im Uhrzeigersinn
nach auflen lduft und durch die Punkte (1/0) und (3/0) geht.
Geben Sie je die MATLAB-Befehle an, um diese in Polarkoordinaten und in kar-
tesischen Koordinaten zu zeichnen.
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Testserie 2.2

T221

T222

T223

T224

T225)

Verstindnisfragen

— Welche Bedingungen erfiillen die x- und y-Funktionen einer Kurve in Parame-
terdarstellung wenn ein Uberschneidungspunkt entsteht?

— Geben Sie eine Formel an fiir die Bestimmung des Realteils und des Imaginér-
teils einer komplexen Zahl, unter alleiniger Verwendung der Funktion
zc = conj(z) (= konjugiert komplexe Zahl zu z).

— Welche zusitzliche Bedingung muss eine Relation erfiillen, damit sie zu einer
Funktion wird?

— Welche der untenstehenden Funktionen sind ungerade Funktionen?

sin(z), 2%, a3, log(z), 241, sinh(z), cos(z + 7/2)

Rekonstruktion einer Lissajous-Figur

Rekonstruieren Sie die x- und y-Funktionen, welche zu einer Lissajous-Figur in der
Form einer stehenden, etwas breit geratenen ,,Acht** gehdren, und schreiben Sie ein
MATLAB-Skript zum Zeichnen dieser Figur!

Schraubenlinien

Bestimmen sie die Parameterdarstellungen fiir die innere Rille eines Rechtsgewin-
des und des entsprechenden Linksgewindes mit je einem Kerndurchmesser von
10.2 mm und einer Ganghdhe von 1.6 mm.

Komplexe Gleichung hoheren Grades

Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichungz'? = i

Logarithmische Spirale

Suchen Sie die Gleichung der Logarithmischen Spirale, welche im Gegenuhrzei-
gersinn nach auBen 1duft und durch die Punkte (1/0) und (2/0) geht.

Geben Sie je die MATLAB-Befehle an, um diese in Polarkoordinaten und in kar-
tesischen Koordinaten zu zeichnen.
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Ubungen zum Kapitel 3

3.1
Eingebettete Ubungen zum Kapitel 3

31-1 Beispiel zum Berechnen einer Determinanten
Berechnen Sie die Determinante einer tridiagonalen Matrix der Dimension 5, welche
die Werte 2 auf der Diagonalen und -1 auf den Nebendiagonalen aufweist.

31-2 Aufwandsvergleich zwischen Rechenverfahren

Berechnen Sie das Verhiltnis zwischen dem Aufwand der zwei verschiedenen Lo-
sungsverfahren GauB3-Elimination und Cramer’sche Regel mit Determinanten fiir die
Dimensionen 4, 6, 8, 10. GauB:0(n>) Determinante: O(n!)

31-3 Zwei Arten der Determinantenberechnung mit MATLAB

Fiir eine mit dem Zufallsgenerator erstellte Matrix, z. B.A=rand (9) kann in
MATLAB mitdet (2) die Determinante von A berechnet werden. Dies erfolgt na-
tiirlich nicht mit der allgemeinen Formel, sondern verwendet eine Dreieckstransfor-
mation. Eine solche konnen Sie in MATLAB mit[L, R.P] = lu(a) direkt er-
halten. Mit den Befehlendiagvec= diag(R) und De = prod(diagvec)
konnen sie die Determinante dann als Produkt der Diagonalelemente einer auf Drei-
ecksform transformierten Matrix berechnen, einigermafen dhnlich zum Vorgehen,
das in MATLAB eingesetzt wird. Damit dieses Verfahren vollstiindig richtig heraus-
kommt, miissen die in der Prozedurlu (2) durchgefiihrten Zeilenvertauschungen
beriicksichtigt werden. Diese sind in der zusitzlichen Permutationsmatri® proto-
kolliert. Je nachdem, ob darin eine gerade oder ungerade Permutation enthalten ist,
ergibt sich ein Faktor+1 oder —1, mit welchem der WertDe = prod(diagvec)
multipliziert werden muss. Die Funktiondet (P) liefert diesen Vorzeichenfaktor.

Ubung 32-1 Betrachtet wird die Phasenschieber-Schaltung, die weitgehend ana-
log zu einer Wheatstone’schen Messbriicke aussieht. Die Knoten sind 1=links,
2=o0ben, 3=unten, 4=rechts. Die Ausgangsspannung ist dabei diejenige zwischen K2
und K3. Die Ohm’schen Widerstiinde K1K3 und K3K4 sind gleich (z. B. 10mega).

Zwischen K1 und K2 ist ein Kondensator und zwischen K2 und K4 ein variabler

35
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Ohm’scher Widerstand Ry -
Berechnen Sie V,,,; mit MATLAB fiir eine feste Frequenz, z. B. 200 MHz und fiir
verschiedene R, .. Priifen Sie die vorausgesagte Phasenschiebereigenschaft.

32
Aligemeine Ubungen zum Kapitel 3

Lineare Abhéangigkeit
30-1 Paarweise lineare Unabhéngigkeit
Konstruieren Sie zu der nebenstehenden Zweiergruppe von

Vektoren einen dritten, so dass je zwei der Vektoren linear 1 1
unabhingig sind, aber alle drei linear abhiéingig. 1
Hinweis: Streben Sie an, durch Linearkombinationen mit 1 1

Probieren den Nullvektor zu erzeugen. Gelingt dies, so sind
die Vektoren linear abhiingig, ist dies unmdoglich, so sind
die Vektoren linear unabhiingig.

30-2 Linear unabhéngige Dreiergruppen

Die nebenstehende Gruppe von drei Vektoren ist linear
unabhingig. Durch einen speziell gewihlten vierten Vektor
soll die Vierergruppe linear abhiingig sein.

Anders zusammenstellbare Dreiergruppen sollen dagegen
unabhiingig sein.

1 0 1
2 1 1
3 2 0
4 3 0

30-3 Lineare Abhangigkeiten bei einer Gruppe von Spaltenvektoren

Suchen Sie unter den untenstehenden Vektoren moglichst grole Gruppen, die vonein-
ander linear unabhiingig sind! Hinweis: durch Aneinanderfiigen von Vektoren knnen
Sie in MATLAB Matrizen erzeugen, deren Rang Sie mit der Funktion rank() bestim-
men kdnnen.

N OO =
=W N =
w N = O
— = =
= o O O

Der Rang einer Matrix

304 Spaltenrang bei verschiedener Gruppierung

Bestimmen Sie jeweils den Rang aller moglichen Sets von 4 aus den gegebenen Vek-
toren ausgewihlten Vektoren. Die Reihenfolge der Anordnung ist fiir den Rang un-



wichtig; kontrollieren Sie diese Aussage an zwei bis drei Beispielen.

=W N =
o O =
= =0 O

1
1
= b=
a 1 y
1

30-5 Maximaler und minimaler Rang
Suchen Sie Werte fiira und b, so dass der Rang der untenstehenden Matrix moglichst
grof}, bzw. méglichst klein wird.

=R =N S
(e SEE VRN V)
= O N -
N O =

30-6 Linear abhingige/unabhéangige Vektoren

Bestimmen Sie fiir die untenstehenden Vektorgruppen jeweils Wertebereiche fiir die
Parameter p und ¢, so dass eine Gruppe linear unabhiingig, bzw. dass sie mdglichst
stark linear abhidngig ist (Maximalrang=Vollrang, bzw. Minimalrang).

0 0 1 2 1
P
1 1
a)| 1 1 1 b) ’1’ (2) . .
2
0 g -1 0 1 1
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Lésung von angewandten Textaufgaben

30-7 Verschiedene Zahlen durch Vertauschen von Ziffern

Losen Sie das folgende angewandte Gleichungssystem: Eine dreistellige Zahl hat die
Quersumme 11. Durch Umstellen der drei verschiedenen Ziffern kann der Zahlenwert
verdndert werden. Die Differenz zwischen dem grofiten durch Umstellen erreichbaren
Zahlenwert und dem kleinsten betréigt 594, der Unterschied zwischen dem gréften
und dem zweitgrofiten ist 18. Wie lautet die kleinstmogliche Zahl?

30-8 Gleichungssystem aus Ziffernvertauschungen

Eine vierstellige Zahl hat die Quersumme 13. Die Differenz zwischen der grotmog-
lichen und der kleinstmdglichen Zahl betriigt 6264. Die zwei kleinsten Ziffern sind
identisch. Die Differenz zwischen der groften und der kleinsten Ziffer betriigt 6.

30-9 Jahresumsatze

Eine aufstrebende Kleinfirma hat in den ersten 5 Jahren ihres Bestehens mit ihrem
Umsatz in jedem Jahr das 1.5-fache des Vorjahresergebnisses um 100 000 Euro iiber-
troffen. Wie grofy war der Umsatz im ersten Jahr, wenn der Gesamtumsatz iiber die 5
Jahre 4 Mio ergab?

30-10 Fiihrungsgehalter

Von § hoheren Gehaltsstufen verdient jede néchsthdhere Stufe 20% mehr als die dar-
unterliegende und dazu 20 000 Fr mehr pro Jahr. Welches sind die einzelnen Jahres-
gehilter wenn die Gesamtsumme 1 000 000 betrigt?

30-11 Antiquitdtenhéndler

Ein Antiquitdtenhéandler stellte seinen Stand an den Mirkten von Aarberg, Burgdorf,
Colombier, Diidingen und Erlach auf. Seine gesamten Bruttoeinnahmen aus diesen 5
Wochenenden ergaben 20 000 Euro Die Bruttoeinnahmen in D betrugen das Zehnfa-
che der um die Standgebiihr von 500 Fr verminderten Einnahmen von B. Die Brut-
toeinnahmen in D entsprachen der Summe der Bruttoeinnahmen von A, B und E.
Die hohe Standmiete in C hat sich gelohnt: nach Abzug dieser 1000 Euro blieben
ihm in C soviel Einnahmen wie die Bruttoeinnahmen von A, D und E zusammen.
Die Differenz zwischen den Bruttoeinnahmen in D und denjenigen in B betrigt das
Doppelte der Bruttoeinnahmen in A. Stellen Sie die zugehdrige Matrizengleichung
auf und 16sen Sie diese mit MATLAB!

30-12 Kiestransport

Fiir den Abtransport des Kiesvolumens eines Aushubs bei einer Grofibaustelle wurde
der Einsatz von drei groen Lastwagen wihrend 5 mal 8 Stunden geplant. Am Anfang
des dritten Tages fillt einer der Lastwagen aus. Am Anfang des 4. Tages kommen als
Ersatz fiir diesen zwei kleinere Lastwagen mit je 80 Prozent der Kapazitit des groien.
Um wieviele Stunden kann der Auftrag damit friiher als geplant fertig werden?



30-13 Pumpleistung

Eine Entwisserungspumpe in einer Baugrube stoppt nach einem kurzen Stromausfall
abends um 7 Uhr und startet nicht wieder von selbst. Am anderen Morgen um 7 Uhr
ist die Grube gerade vollstiindig gefiillt. Der Vorarbeiter setzt sie wieder in Betrieb
und stellt um 8 Uhr fest, dass erst 1/6 der Grube ausgepumpt ist. Er beschafft eine
zweite Pumpe gleichen Typs und kann diese um 9 Uhr in Betrieb setzen. Wann ist
die Grube ausgepumpt?

30-14 Uhrzeiger
Bestimmen Sie die Anzahl Uberdeckungen zwischen Stunden- und Minutenzeiger
einer Uhr an einem Tag, sowie deren Zeitpunkte.
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Kirchhoff’sche Netze
30-15 Netzwerk mit 3 quadratischen Maschen
Berechnen Sie die Strome im untenstehenden Netzwerk (alle R in Ohm):

K *om ] 00—k ———=250-———*
\ | \ |

\ 200 100 100
\ | \ |
=10V *mmem200————*———100————— *
\ |

\ 100 50

\ | \
3 *77772507777*

30-16 Einfaches Netzwerk

Ein elektrisches Netzwerk hat 6 Knoten. Die Einspeisung erfolgt zwischen Knoten
1 (+10 V) und Knoten 6 (0 V). Die Verbindung und ihre Widerstéinde sind: 1-2, 2-3
100 ©Q; 1-4 200 ©; 2-5 400 Q; 3-6 1 kOQ; 4-5 100 Q; 5-6 500 Q. Berechnen Sie den
Ersatzwiderstand und die einzelnen Strome!

30-17 Kirchhoff-Losung fiir Dreiecksnetze
Berechnen Sie mit den Kirchhoff’schen Regeln und der Hilfe von MATLAB die
Ersatzwiderstiinde der Dreieckstrukturen mit je 10(}2 in den einzelnen Zweigen:

30-18 Skript-M-File fiir die Wheatstone’sche Messbriicke

Erstellen Sie ein M-File fiir die Berechnung des Stromes im Messzweig einer Wheat-
stone’schen Briicke mit 0.01Q2 im Galvanometerzweig (= Messzweig) und den all-
gemein vor der Abarbeitung des M-Files definierten Widerstiinden R1, R2 (oberer
Zweig) und R3, R4 (unterer Zweig). Experimentieren Sie mit verschiedenen Wer-
ten von R1 bis R4, um sich von der Abgleicheigenschaft zu iiberzeugen: 15=0, falls
R1:R2 = R3:R4.

30-19 AQuadratische Kirchhoff-Netze

Berechnen Sie den Ersatzwiderstand entlang der Diagonalen fiir ein Widerstandsnetz,
das an allen Kanten und Unterteilungslinien eines in 4 (bzw. 9 , 16) Teilquadrate
unterteilten Quadrates je einen Widerstand von 1 R aufweist.
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Kirchhoff’sche Netze mit stationdren Wechselstromen

30-20 Parallelresonanzkreis mit Vorwiderstand

Berechnen Sie die komplexen Stréme im stationidren Wechselstromnetzwerk fiir die
Frequenzenv = 10, 40, 50, 60 und 100 kHz.

e *———-R=10 Ohm—---— *

\ \ |

\ C=100E-9 Farad L=1E-3 Henry
\ \ |

~ 10 V N *

\ \

\ R=30 Ohm

\ \

- *

30-21 Serienresonanzkreis

Erstellen Sie eine MATLAB Funktion fiir den komplexen Spannungsabfall iiber dem
Widerstand von 10 Ohm, wenn mit diesem eine Spule von 0.2 mHy und ein Konden-
sator von (.3 yFarad im Serie geschaltet sind und die am ganzen Kreis anliegende
Spannung die Amplitude von 1 V hat. Frequenzbereich 10-100 kHz.

3022 Phasenschieberschaltung

Erstellen Sie ein M-File fiir die Berechnung der komplexen Spannung in einer zur
‘Wheatstone’schen Briicke #hnlichen Phasenschieberschaltung. Im Pendant zum Gal-
vanometer, zwischen dem Mittelpunkt der Widerstiinde R3, R4, je 500 Ohm, und
dem Punkt zwischen Z1 = Kondensator mit 50 Picofarad und R2 = Potentiometer mit
50 bis 2000 Ohm wird die Ausgangsspannung abgegriffen. Berechnen Sie U(A-B)
fiir den Widerstandsbereich des Potentiometers und die Frequenz 10 kHz. Stellen Sie
angle(A-B) gegen R2 und zur Kontrolle auch abs(U(A-B)) gegen R2 grafisch dar.

Funktions-M-Files

30-23 Programmieren einer Funktion zum Testen der Orthogonalitét

Falls fiir alle Zeilenvektoren / Spaltenvektoren einer Matrix Q gilt:

vj - v = 0 fiir j # &k und = 1 fiir j = k. — dann ist die Matrix Q orthogonal.
Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, Eingabe Q, Ausgabe 1, falls orthogonal und
0 sonst.

30-24 Selbst die Transpositions-Funktion programmieren

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, Eingabe quadratisches\/, Ausgabe M7,
Das Programm soll Elementweise mit Hilfe einer Doppelschleife arbeiten. Achtung
ein Austausch von zwei Elementen braucht einen Zwischenspeicherplatz. Damit Thr
Programm fiir beliebige quadratische Matrizen funktioniert, verwenden Sie intern die
Funktion [n,m] = size(M) und testen Sie vorgingig aufn==n.
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Orthogonale Matrizen

30-25 Turmmatrizen sind orthogonal

Quadratische (nxn), sogenannte ,,Turmmatrizen* haben in jeder Zeile und in jeder
Kolonne genau eine Eins und sonst lauter Nullen. (So konnte man Tiirme auf ein
Schachbrett stellen, die sich gegenseitig nicht bedrohen.) Diese Matrizen vertauschen
die Reihenfolge der Zeilen von Matrizen die damit multipliziert werden.

Erzeugen Sie einige Beispiele von solchen Matrizen und iiberzeugen Sie sich davon,
dass: - T =TT = I'ist; - alle T orthogonal sind. Das Produkt einer orthogonalen
Matrix mit Ihrer Transponierten ergibt die Einheitsmatrix.

3026 Potenzen von Turmmatrizen

Potenzieren Sie die in der vorherigen Ubung erstellten Turmmatrizen mit ganzzahli-
gen Exponenten. Welches ist der kleinste Exponent, bei welchen?™ = I wird?
Dieser kleinste Exponent kann nie grofer als die Dimension sein!

30-27 Orthogonalitétstest
Priifen Sie nach, dass die untenstehenden 3D-Abbildungsmatrizen die Orthogonali-
titsbedingung AT = A" erfiillen:

1 0 0 cos(w) 0 —sin(w)
Ry =] 0 cos(w) —sin(w) , Ry = 0 1 0
0 sin(w) cos(w) sin(w) 0 cos(w)
cos(w) —sin(w) 0 1 0 0
R, = | sin(w) cos(w) 0 , SPb=]10 -1 0 ,
0 1 0 0 1

GauB-Algorithmus und L-R-Zerlegung

30-28 Showtime GauB-Algorithmus und L-R-Zerlegung

Sehen Sie sich die Demo-Programme showgauss.m und showlr.m fiir verschiedene
Matrizen und rechte Seiten an, und zwar immer fiir eine Matrix M und einen Vektor
b zuerst showgauss (M, b) und anschlieBend showlr (M).

Die beiden Files sind auf der Website zum Buch abrufbar.

30-29 Dirty Prototype

Erstellen Sie eine MATLAB-Funktion, welche in einer Matrix in derselben Reihen-
folge wie der GauB-Algorithmus Nullen einsetzt. Durch das einfache Uberschreiben
mit Nullen wird natiirlich kein Gleichungssystem geldst, aber die richtige Schleifen-
Organisation kann auf einfache Weise kontrolliert werden.

30-30 Pivot-Strategie

Erstellen Sie ein MATLAB-Script, welches fiir eine bereits teilweise in R-Form iiber-
fiihrte Matrix in der Spalte k die méglichen Pivot-Elemente vergleicht, das betrags-
miBig GroBte sucht und die entsprechenden Teilzeilen miteinander vertauscht (=Zwi-
schenschritt am Anfang jeder Spaltenverarbeitung).
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30-31 Spezielles Riickwértseinsetzen

Programmieren Sie die Losung durch Riickwirtseinsetzen fiir ein Gleichungssystem
R * x = b. Vom Gleichungssystem wird die spezielle Eigenschaft vorausgesetzt, dass
die Rechts-Dreiecksmatrix R nur in der Diagonalen und in der direkt zur Diagona-
len benachbarten Linie (d.h. der oberen Nebendiagonalen) Elemente mit Werten ver-
schieden von Null aufweist.

30-32 L-Teilmatrizen in der L-R-Zerlegung

Fiihren Sie die einzelnen Schritte der GauB-Elimination fiir die untenstehende Matrix
mit Bleistift und Papier aus. Erzeugen Sie aus den Kombinationskoeflizienten die
Teilmatrizen L1 und L2, so dass gilt:

1. Schritt: A1 =L1-A, 2.Schrittt R = A2 =L2- A1l

insgesamt: R =L2-L1-A

Bilden Sie anschlieBend mit MATLAB die MatrizenZ1 ™" und L2~! und zeigen
Sie, dass die von der Bibliotheksprozedur [L, R, P] = 1u (A) gelieferte Matrix
L dem Produkt L1~ ! - L2~ ! entspricht!

4 4 8
A = 2 -3 4
1 2 1

30-33 Bestandteil einer L-R-Zerlegung
Bestimmen Sie in der untenstehenden Matrizengleichung die Parametep und g so,
dass die Elementeco; und c37 der Resultatmatrix C Null werden!

1 00 2 3 4
c=1\|p 10 3 1 1
¢ 0 1 5 0 1

30-34 Riickschliisse aus der L-R-Zerlegung

Eine 3x3 R-Matrix hat die Werte[ 1 2 3 ; 0 4 5 ; 0 0 6 ]. Die Multi-
plikationsfaktoren in der GauB3-Elimination waren von oben nach unten in der ersten
Spalte 0.5 und —1, in der zweiten Spalte —0.4. Wie lautete die OriginalmatrixA?

30-35 L-R-Zerlegung mit Bestimmung der Inversen

Bestimmen Sie die zwei Zerlegungsmatrizen L und R zur untenstehenden Matrix
A mit der Bibliotheksfunktion [I., R, P] = 1u(A). Bestimmen Sie anschlie-

Bend die drei Losungsvektoren zu den rechten Seiten [1 0 O]’, [0 1 O], [0 O 11’
durch Vorwirts-/Riickwirtseinsetzen in L und R von Hand. Damit haben Sie die
Spaltenvektoren vonA ! berechnet. Testen Sie dies durch die Multiplikatiopd ! - A



44

Singuléare Systeme

30-36 Partikulare und homogene Lésung

Bestimmen Sie fiir das Gleichungssystemmathbf A - x = b eine partikulidre Losung
und zwei Vektoren des Nullraumes.

o O O N
S O ==
S O O N
S O = o

S o O

00

30-37 Volle Pivotstrategie

Fiihren Sie den Gauss-Algorithmus mit voller Pivotstrategie mit der folgenden ein-
fachen singuldren Matrix aus und erleben Sie das Verschieben der Nullzeilen an den
unteren Rand.

[ 2 1]
A= 1 1 1]
[ 1 0]

33
Miniprojekte zur linearen Algebra

301 Aligemeines rechteckiges Widerstands-Netz

In einem Widerstands-Netz, das rein rechteckig ist, und n mal m quadratische Zellen
aufweist, sollen die Widerstiinde in den horizontalen Linien in der Matrix H und
diejenigen in den vertikalen Linien in der Matrix V vorgegeben werden. Erzeugen
Sie ein MATLAB-M-File, das den Ersatzwiderstand berechnet bei gegebenen Werten
von nund m und in H und V gespeicherten Widerstands-Werten. (Zuerst miissen Sie
die richtigen Dimensionen von H und V bestimmen).

302 Einfache und vollstindige Pivot-Strategie

Programmieren Sie in MATLAB den Gauf3-Algorithmus mit vollstindiger Pivot-
Strategie. Bei dieser Variante wird das gesamte verbleibende Rechteck nach dem
Element mit dem groften Betrag abgesucht. Dieses wird dann durch Vertauschung
von Zeilen und Spalten zum Pivot-Element gemacht. Achtung! Beim Vertauschen
von Spalten muss die Reihenfolge der Unbekannten in derselben Weise vertauscht
werden.

Entwickeln Sie eine effizientes Verfahren zum Abspeichern aller im Berechnungs-
ablauf vorgenommenen Spaltenvertauschungen und zum Riickgingigmachen dersel-
ben am Schluss der Berechnungen.

Vergleichen Sie fiir einige Gleichungssysteme die Resultate dieses Verfahrens mit
demjenigen mit reiner Zeilenvertauschung. Zum Erzeugen von nahezu singulidren
Matrizen kann man einzelne Zeilen in zwei- oder mehrfach kopieren und dann die
Kopien gegeneinander nur leicht variieren.
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303 Wirkung der Asymmetrie bei Eigenwertproblemen
Erzeugen Sie beliebige symmetrische Matrizen durchA=rand (ndim) ; S =
A+A'. Vergewissern Sie sich, dass deren Eigenwerte alle verschieden sind.

Andern Sie nun ein einzelnes AuBendiagonalelement in mehreren Stufen, um eine
Asymmetrie einzufiihren und beobachten Sie die Anderungen der Eigenwerte.
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34
Selbsttests zum Kapitel 3

Jede von diesen Serien sollten in ca. 60 Minuten geldst werden konnen.

Testserie 3.1

T311

T312)

T313

T314

T315

Verstindnisfragen

Welches ist der maximale mégliche Rang einer 4x7 Matrix?

— Wie kann man sofort beweisen, dass eine Gruppe von Vektoren, welche den Null-
vektor enthilt, linear abhiingig ist?

Wie grof ist die Dimension des Nullraumes fiir eine regulidre Matrix?

— Wie kann man ein Gleichungssystem, das eine obere Dreiecksmatrix enthilt,
direkt 1osen?

Schleifenprogrammierung

Erstellen Sie ein Skript-M-File, welches fiir beliebig vorgegebenes 'n’ eine Ein-
heitsmatrix (durch Ausradieren) erzeugt, indem in einer Matrix mit lauter Einsen
(erzeugt mit ones(n)) die AuBen-Diagonalelemente in Doppelschleifen Null gesetzt
werden.

Zeilenpermutationen

Erzeugen Sie die beiden 6x6 Matrizen, welche durch Multiplizieren von links die
Zeilen 1, 3, 5 einer beliebigen Matrix in a) die Zeilen 3, 5, 1 und b) in die Zeilen
5, 3, 1 platzieren und dabei die Zeilen 2, 4, 6 an ihrem Ort lassen.
Winkelberechnung

Schreiben Sie ein Funktions-M-File, welches den Winkel zwischen zwei eingege-
benen vierdimensionalen Vektoren bestimmt!

Polynombestimmung

Stellen Sie das Gleichungssystem auf, welches die Koeffizienten des folgenden Po-
lynoms bestimmt:

Ein Polynom 4. Grades geht durch die Punkte(—1/0) (0/0) und (2/2) und hat im
Punkt (1/1) eine horizontale Tangente.



Testserie 3.2

T321

T322

T323

T324

T325

Verstindnisfragen

— Wie erhiilt man zu einem gegebenen Gleichungssystem das zugehdrige homoge-
ne Gleichungssystem?

— Beschreiben Sie Bildraum und Nullraum fiir die Matrix
A= [ 101;000; 01-1L

— Welches ist der Rang einer Turmmatrix und welches derjenige einer Spechtma-
trix?

— Wie nennt man eine Matrix fiir welche gilt:A” = A=1?

Schleifenprogrammierung

Erstellen Sie ein Skript-M-File, welches fiir beliebig vorgegebenes 'n’ eine Matrix
erzeugt mit den Werten 2 auf der Diagonalen und den Werten ’-1° auf den beiden
Parallelen zur Diagonalen im Abstand 2. Auf den Nebendiagonalen und auflerhalb
der ’-1’-Linie sind die Werte Null.

Test auf Antisymmetrie

Schreiben Sie ein Funktions-M-File, welches eine Matrix als Eingabe verwendet
und 1 zuriickgibt, falls diese Matrix antisymmetrisch ist, und Null im anderen Fall.
Projektionsmatrizen

Geben Sie die drei Projektionsmatrizen an, welche die Vektoren des dreidimensio-
nalen Raumes auf die x-Achse, die y-Achse und die z-Achse projizieren! Welchen
Rang haben diese Matrizen?

Betrag eines n-dimensionalen Vektors

Schreiben Sie ein Funktions-M-File, welches einen n-dimensionalen Vektor als
Eingabe verwendet und daraus dessen Betrag bestimmt. (Ohne Verwendung der
Bibliotheksfunktion norm(v). Die Funktionen length(v), size(v), sqrt(s) sind hin-
gegen ausdriicklich erlaubt.)
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4
Ubungen zum Kapitel 4

Winkelbestimmungen

40-1 Orthogonaler Dreispitz

Von einem Dreispitz (dreiseitige Pyramide) mit den Bodenpunkter(—1/2;v/3/2),
(0;0) und (1/2;+/3/2) wird die Hohe gesucht, so dass der Winkel im Raum zwischen
je zwei der drei Kanten 9( ist. Wie groB ist dann die wahre Kantenlinge?

40-2 Berechnung der wahren Dachneigung

Ein Turm mit der Dachform einer vierseitigen Pyramide hat einen quadratischen
Grundriss von 12 Meter Seitenlinge. Die Spitze des Turmes liegt 10 Meter iiber der
unteren Dachkante. Wie groB ist der Neigungswinkel der Dachflichen (gegeniiber
der Horizontalen)? Berechnen Sie auch den wahren Winkel zwischen zwei aneinan-
der angrenzenden Dachfléchen.

40-3 Winkelberechnung am Wiirfel

Berechnen Sie die Winkel zwischen der Korperdiagonalen, welche die Punkte (0/0/0)
und (1/1/1) im 3D-Einheitswiirfel verbindet, und den 6 verschiedenen Richtungen von
Flachendiagonalen!

Vektorgeometrie in der Ebene

40-4 Hesse’sche Normalform in der Ebene

Stellvertretend fiir die Gleichung einer Ebene im Raum soll die Gerade in der Ebene,
welche durch die Punkte A=(4 /0) und B=(0/3) geht, in der Hesse’schen Normalform
dargestellt werden. Dies erreicht man in folgenden Schritten:

— der senkrecht auf der Geraden stehende Vektor (Normalenvektor) ist zu bestimmen.
Empfohlenes Vorzeichen: positiv im I. Quadranten.

— Normierung zu Einheitsvektorey,

— Ansatz der Geradengleichung in der Hesse’schen Normalform:
en-OP —ep-0OA=0.

Testen Sie Punkte A und B und einen weiteren selbstgewihlten Punkt auf Thre Ab-
standswerte zu dieser Geraden.
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40-5 Visualisierung der Hesse’schen Normalform

Erstellen Sie ein MATLAB-Skript, an das Sie mit dem Befehl x =
input (' x-Wert’)bzw.y = input ('y-Wert’)zwei Koordinaten iiberge-
ben. Diese sollen anschlieBend als Originalvektor OP in der Ebene eingezeichnet
werden. Ferner sollen die Projektion von OP aufe,, = [0.8 0.6]' sowie die Gerade
en - OP — 4.8 = 0 (geht durch A= (6/0) und B=(0/8) eingezeichnet werden.

Als Zahlenausgabe sollen Sie den Ausdruckd = e, - OP — 4.8 auswerten, der genau
dann Null wird, falls der eingegebene Punkt auf der Geraden liegt. (Dann liegt auch
der Endpunkt des projizierten Vektors auf der Geraden.)

Probieren Sie mit den eingegebenen Punkten die Gerade zu treffen.

Aussage der Hesse’schen Normalform: Eine Gerade (Ebene) umfasst alle Punkte,
deren Ortsvektoren bei Projektion auf den Normaleneinheitsvektor dieselbe Linge
’d’ ergeben.

Vektorgeometrie in 3D

40-6 Normalenvektoren im Tetraeder:

Bestimmen Sie die vier Einheitsnormalenvektoren zu den Flichen eines regulidren
Tetraeders, welcher mit der Grundfliche auf der x-y-Ebene steht und eine Kante par-
allel zur x-Achse hat.

40-7 Gerade durch einen Oktaeder:

Ein Oktaeder hat die Ecken A=(4/0/0), B=(0/4/0) , C=(-4/0/0}), D=(0/-4/0), E=(0/0/4),
F=(0/0/-4). Zeichnen Sie diesen Oktaeder mit plot3() in 3D, indem Sie die Punkte zu
einem Linienzug zusammenstellen (einzelne Kanten werden mehrfach durchlaufen).
Bestimmen Sie die Gerade (Geradengleichung in Punkt—Richtungs-Form), welche
den Mittelpunkt der Strecke DE mit dem Schwerpunkt des Dreiecks ABE verbindet
und suchen Sie den Durchstopunkt dieser Geraden durch die x-y-Ebene! Zeichnen
Sie diese Gerade mit den drei speziellen Punkten in dieselbe Grafik ein!

40-8 Vierseitige Pyramide

Eine Pyramide mit gleichseitigen Dreiecken als Seitenflichen mit der Kantenlinge
10 m hat ihre 4 Ecken genau nach Norden, Osten, Siiden und Westen orientiert. An
einem Sommertag steht die Sonne 15 iiber dem Horizont, wenn sie genau im Westen
steht. Wie weit ist der Schatten der Pyramidenspitze vom Zentrum der Grundfliche
entfernt, und welchen Winkel bilden dann die Schattengrenzen?

40-9 Ebenes Viereck im Raum

Suchen Sie die x-Koordinate des Punktes D=(x/(/0) so, dass er mit den drei Punk-
ten A=(0/0/4), B=(-4/3/3) und C=(0/4/0) in derselben Ebene liegt. Berechnen sie an-
schlieend den Schwerpunkt des so entstandenen ebenen Vierecks (als gewichtetes
Mittel aus zwei Dreiecksschwerpunkten mit den Dreiecksflichen als Gewichte).

40-10 Ebene in Hesse’scher Normalform
Bestimmen Sie die Hesse’sche Normalform der Ebene durch die Punkte A=(3/0/0)



, B=(0/4/0), C=(0/0/3.2) und berechnen sie den Abstand des Koordinatenursprungs
von dieser Ebene!

Ausflug in héhere Dimensionen
40-11 Winkel im vierdimensionalen Raum:
Berechnen Sie die Winkel zwischen den vierdimensionalen Vektoren

r, £ =[1100]",

Schreiben Sie ein M-File zur Winkelberechnung.

40-12 Winkel zwischen mehrdimensionalen Vektoren:
Berechnen Sie die Winkel zwischen allen Kombinationen der Vektorewk, f, r, v

k=1

100 0 0] £f=[1110020]"
r=[00111

17 v=[11111]".

40-13 Zwei, drei und vierdimensionaler Einheits-,Wiirfel“

— Ein ,,Wiirfel” in 2D hat die Ecken:
(0/0), (0/1), (1/0), (1/1)
Daraus ergeben sich die Kantenvektoren [0 1]’und [1 0]’,je2-fach. (Alle
mdglichen Differenzen zwischen je 2 Ecken.)

Bestimmen Sie die Diagonalenvektoren!
— Der echte Wiirfel in 3D hat die Ecken:

(0/0/0), (070/1), (0/1/0), (0/1/1),
(1/0/0), (1/0/1), (1/1/0), (1/1/1)
Bestimmen Sie die Kantenvektoren und deren Vielfachheit.
Suchen Sie die 2 verschiedenen Typen von Diagonalenvektoren! Bestimmen Sie

deren Linge, sowie deren Winkel (je 3 Richtungskosinuswerte beziiglich der
Koordinatenachsen).

— Ein ,Wiirfel* in 4D, also 4D-Hypercube hat die Ecken:

(0 0 0 0), (000 1), (0 0 1 0), (001 1)
(01 0 0), (010 1), (01 1 0), (011 1)
(L 00 0), (L 00 1), (1 01 0y, (1 01 1)
(110 0), (110 1), (111 0), (111 1)

Suchen Sie auch fiir diesen Fall die Kantenvektoren mit deren Vielfachheit, sowie
die (hier drei Typen von) Diagonalenvektoren mit deren Linge und deren (je 4)
Winkeln!
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Durch Matrizen definierte Abbildungen

40-14 Kongruente Abbildungen der Ebene  Gegeben ist ein ,,.L.** durch die
Koordinaten (5/2), (5/0) und (6/0). Gesucht werden die 2x2 Matrizen, die Bildkoordi-
naten und ein gemeinsamer Plot von Urbild und Bild fiir die folgenden Abbildungen:

A Spiegeln der L an y-Achse
P Punktspiegelung an Koordinatenursprung (0/0)
R Drehungen um 45 und 90 Grad.

Homogene Koordinatentransformationen in der Ebene

40-15 2D homogene Koordinatentransformationen des ,,L“ Das bereits
bekannte ,,L.*, definiert durch die drei Punkte (5/2), (5/0) und (6/0), soll in homoge-
ne Koordinaten umgeschrieben werden, und die Ortsvektoren der Dimension 3x1 zu
einer 3x3 Punktematrix zusammengestellt werden.

Gesucht sind die speziellen 3x3 Matrizen der homogenen Koordinaten, die Bildko-
ordinaten und ebenfalls ein gemeinsamer Plot von Bild und Urbild fiir die folgenden
Abbildungen:

a) Verschiebung der L-Ecke nach 4 )(0/5), a2)(0/0) , a3) (-5/0)
b) Drehung um 90 Grad um Ursprung
¢) Drehung um 45, sowie 90 Grad um die eigene Ecke des ,,L*

40-16 Drehungen und Translationen des ,L“

Das Ubungs- ,,L* (5/2) (5/0) (6/0) soll 3 mal um jet5° um den Koordinatenursprung
gedreht werden.

An den neuen Koordinaten sollen die gedrehten ,,.L** ’s um ihre Ecke um-45°, —90°,
—135° gedreht werden, so dass alle am neuen Ort wieder aufrecht stehen.

Wenn Sie die urspriingliche Drehung, und dann von links die Drehung um die Ecke in
homogenen Koordinaten zusammenmultiplizieren, so werden nur noch Translationen
ibrigbleiben.

40-17 2D-Abbildung des ,L“ mit Gegenrotation

Schreiben Sie ein Skript zur Erzeugung und anschliefenden Anwendung der Trans-
formationsmatrix in homogenen Koordinaten, welche den Eckpunkt des ,,L.*“ um
einen vorgegebenen Winkel um den Ursprung dreht und gleichzeitig die ,,L“-Figur
in entgegengesetzter Richtung um ihre Ecke um denselben Winkel dreht.

40-18 2D-Bewegung des ,.L“ mit alilgemeinem Winkelparameter  Die Ecke
des ,.L.“, definiert durch die drei Punkte (5/2), (5/0) und (6/0) soll um den allgemeinen
Winkelparameter w’ auf einem Kreis (mit dem Radius 5) bewegt werden. Dabei soll

a) Die Orientierung des ,,L.* (vertikal) bei der Bewegung erhalten bleiben.
b) Das,,L*eine Drehung um den Winkel -w (Gegendrehung mit gleichem Winkelbe-
trag) ausfiihren.

Bestimmen Sie fiir die beiden Fille die homogenen Transformationsmatrizen, je als
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Funktion des Winkels *w’ und testen Sie diese Abbildungen mit einem Plot des ab-
gebildeten ,,L*!

40-19 Dreiecksabbildung auf sich selbst:

Gegeben Sei ein gleichseitiges Dreieck £0/0), B(10/0), C(5/5v/3).

Gesucht sind die zwei Transformationsmatrizen in homogenen Koordinaten, welche
das Dreieck auf sich selbst abbilden und zwar

a) AA=B,B'=C,C=A und
b) A’=C,B”’=A,C’=B.

Zeigen Sie dass T,y = Tb_)1 ist!

40-20 Mehrfache Abbildung eines Rechtecks

Das Rechteck ABCD, A = (0/0), B = (10/0), C = (10/2), D = (0/2) soll um
den Punkt D um 90° gedreht werden. Das einmal gedrehte RechteckA, By C1 D4 soll
anschliessend um den PunktB; ebenfalls um90° gedreht werden, dann As BoCo Do
um D». So bilden die vier Rechtecke ein Quadrat mit Seitenlinge 12 um einem Innen-
hof mit Seitenliinge 8. Fiihren Sie diese Abbildungen in homogenen Koordinaten aus
und stellen sie grafisch dar. Zeigen Sie, dass, zusammen mit einer vierten Rotation
um Bs, die aus allen vier Gesamttransformationen zusammengesetzte Transformati-
onsmatrix die Identitiit ergibt (A4 B4C4 D ist wieder ABC D).

40-21 Zwei verschiedene Abbildungen iliberdecken sich

Das Rechteck ABCD, A = (0/0), B = (8/0), C = (8/4), D = (0/4) wird ein-
mal an der Geraden C'D gespiegelt und als zweite Abbildung um den Mittelpunkt
der Strecke C'D um 180°gedreht. Fiihren Sie diese beiden Transformationen in ho-
mogenen Koordinaten durch. Zeigen Sie in einer Grafik, dass sich die beiden Bilder
iiberdecken. Die Uberdeckung erfolge jedoch nicht Punkt fiir Punkt, deshalb gibt es
eine Korrespondenz-Tabelle der ArtA; = B; etc.

Homogene Koordinatentransformationen im Raum

40-22 3D-Abbildung eines Dreibeins

Das Dreibein mit den Ecken A=(0/0/0), B=(10/0/0), C(0/10/0) und D=(0/0/10) soll
einer Punktspiegelung am Punkt (5/5/5) unterworfen werden. Der 3x3-Teil fiir die
Punktspiegelung am Ursprung ist Ceye (3)).

40-23 3D Abbildung zwischen den Stufen einer Wendeltreppe

Fiir eine Wendeltreppe wird verinfachen angenommen, sie sei aus quaderformigegen
Blocken der Dimension 100x50x18 cm gebaut. Der Innenradius sei 50 cm. Jede der
7 Stufen hat gegeniiber der vorherigen eine Verdrehung von 15. Bestimmen Sie die
Transformation in homogenen Koordinaten, die von einem Block zum nichsten fiihrt
und erstellen Sie eine 3D Figur der Treppe.

40-24 Sich expandierender Wiirfel
Ein Wiirfel mit den EckenA = (-2/—-2/—-2), B=(2/-2/-2),C =(2/2/-2),
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E = (—2/—2/2), etc. soll an seinen 8 Ecken je durch eine ridumliche Punktspiegelung
nach aussen transformiert werden. Erstellen Sie eine 3D Grafik dieses Gebildes, das
von den 27 Wiirfelplitzen im dreifach erweiterten Volumen nur 9 Pliitze ausfiillt!

40-25 3D: “L’ dreht sich vor dem Spiegel:

Ein 2 Meter grosses “L” mit 1 Meter Fusslinge steht aufrecht beim Punk{2 -4
0] " und dreht sich um die z-Achse. Die x-z-Ebene sei ein Spiegel mit den Ecken
(0/0/0) (4/0/0) (4/0/3) (0/0/3). Zeichnen Sie die 3D-Parallelperspektive von ,,.L*, sei-
nem Spiegelbild und den Spiegelrindern von einem Punkt im Azimut im Bereich
290° bis 310° aus. Der Betrachtungspunkt soll etwas oberhalb der x-y-Ebene liegen.

40-26 Fiinf Sterne in 3 Dimensionen
Die Eckpunkte eines Wiirfels mit Kantenlinge 2 ABCD-EFGH:

[-1 -1 -11',[1 -1 -11",[1 1 =11",[-1 1 =117, \\{}
[-1 -1 1]',[1 -1 1]',[1 1 11',[-1 1 1]’

werden von jeder Flidche aus mit einer dariiberliegenden Spitze TWNSOU
[6 00", [-6 001", [0 601", [0-601]", [006]',[00 -6]'

zu einer Pyramide verbunden. Dies ergibt einen 3D-Stern mit 6 Spitzen. Suchen
Sie eine Punktfolge dieser 14 Punkte, so dass alle Kanten durchlaufen werden. Erzeu-
gen Sie die dazugehorige Vektorzusammenstellungsmatrix, um diesen Stern in einem
Plot-Aufruf zu zeichnen. Durch homogene Koordinatentransformationen im 3D soll
dieser Stern je in x- und y-Richtung um 15 cm verschoben kopiert werden. Erzeugen
Sie anschliefend ein gedrehtes Bild dieser Anordnung von 5 Sternen und éndern Sie
die Betrachtungswinkel.
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40-27 Ansicht aus dem Helikopter
Die folgenden Befehle definieren in MATLAB die Eckpunkte und einen Linienzug,
der ein einfaches Haus zeichnet (in homogenen Koordinaten).

vi=[3-20 1]" ;

v2 = [ 3 -23 11" ;

v3=1[3 05 11" ;

vd = [ 3 23 11" ;

vb=[3 20 11" ;

ve = [-3 -2 0 1]’ ;

vi = [-3 -2 3 11" ;

v8 = [-3 05 11’ ;

v9 = [-3 2 3 11" ;

v1l0= [-3 2 0 1]' ;

H =1 vl ve v7 v2 v3 v8 v9 v4 v5 vl
~~~~ o y2 v3 v4d v v10 ve v7 v8 v9 v10 1;
1xi = H(1,:) ; lyi = H(2,:) ; lzi = H(3,:) ;

Wenden Sie zuerst eine 3D-Rotation in homogenen Koordinaten um die z-Achse um
den (beliebigen) Winkel w an. Anschliefend soll eine Rotation um den Winkel-t
(negativ, weniger als 25 Grad) um die neue y’-Achse erfolgen, um das Haus vom
Helikopter aus zu sehen! Achtung! Winkel von Grad in Radiant umrechnen.

Die Darstellung mit

plot3 (Hrot (1, :), Hrot(2,:), Hrot(2,:)) kann analog zum 2-
dimensionalen Fall mit

axis ([ xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax]) und axis
square erginzt werden.

41
Miniprojekte zu Raumgeometrie und Abbildungen

401 Generieren der fiinf Platonischen Korper
Die fiinf Platonischen Korper sind die einzigen Korper im dreidimensionalen Raum,
welche von lauter gleichen regulidren Polygonen begrenzt sind und bei welchen an
jeder Ecke gleichviele Flichen aneinanderstoBen. Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder
sind von gleichseitigen Dreiecken begrenzt, mit 3, 4 bzw. 5 Dreiecken die in jeder
Ecke zusammenstoBen. Der Wiirfel, auch Hexaeder genannt, besteht aus Quadraten
von denen je drei an jeder Ecke zusammenstolen. Beim Dodekaeder (auch Pentagon-
Dodekaeder) stofen je drei Fiinfecke in einer Ecke zusammen.

Durch eine Drehung um die y-Achse um den Winkel unter dem eine Kante vom
Zentrum der umspannenden Kugel gesehen wird, ist eine Kante festlegbar zwischen
dem Bild des hochsten Punktes auf der Kugel und dem aktuellen héchsten Punkt.
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Durch Drehen um die z-Achse um 1/3, 1/4 bzw. 1/5 Umdrehung konnen weitere Kan-
ten festgelegt werden. Durch Hinzunehmen einer Drehung um 180um die z-Achse
konnen alle fiinf Polyeder sukzessive durch Drehungen und Hinzufiigen des jeweils
obersten Punktes aufgebaut werden.

402 Suchen der GroBkreis-Flugrouten

Zwischen zwei Orten auf der Erdkugel, deren Positionen in Lingen- und Breitengrad-
Angaben bekannt sind, soll der direkt verbindende GroBkreis, die Distanz, sowie die
Abflugrichtung und und die hochste auf diesem GroBkreis erreichte Breite bestimmt
werden.

403 Visualisieren eines Tetraeder-Rings beim Umstiilpen

Sechs leicht verlingerte Tetraeder (mit einem gleichseitigen Dreieck als
Mittelebenen-Schnitt, und gleichschenkligen Dreiecken mit einem etwas spit-
zeren Winkel zwischen den gleichen Schenkeln als Begrenzungsflachen) kénnen
zu einem Ring zusammenfiigt werden. In der Grundstellung liegen drei der an-
einanderstoBenden Kanten von Nachbar-Tetraedern in der Mittelebene, die drei
anderen gemeinsamen Kanten stehen dann senkrecht zur Mittelebene. Wenn die
Verbindungen zwischen je zwei Tetraedern um die momentane Achsenrichtung der
gemeinsamen Kante drehbar sind, so 146t sich das ganze Gebilde umstiilpen. Diese
Bewegung kann in 3D grafisch dargestellt werden.

404 Die Bewegung eines Autos auf einer Parkhausrampe
Mit 3D homogenen Koordinatentransformationen lé6t sich die Bewegung eines Autos
modellieren, das eine wendelformige Parkhausrampe hinauffiahrt.



4.2
Selbsttests zum Kapitel 4

Testserie 4.1
T411) Verstiandnisfragen

Wie kann man das Skalarprodukt zur Bestimmung der Linge eines Vektors ein-

setzen?

Welche Elemente einer 3x3 Matrix fiir die homogene Koordinatentransformation

der Ebene sind von vornherein festgelegt?

— Wie sieht die Matrix fiir die Punktspiegelung am Koordinatenursprung der Ebene
in homogenen Koordinaten aus?

— Wie erzeugt man aus einem Vektor eine Projektionsmatrix, welche einen belie-

bigen rdumlichen Vektor auf den vorgegebenen Vektor projiziert?

T412) Bestimmen Sie die DurchstoBpunkte der Gerader(246)” + X - (111)7 durch die
drei Koordinatenebenen xy, xz und yz.

T413) Bestimmen Sie die Gleichung in der Hesse’schen Normalform fiir die Ebene E
durch die drei Punkte A(4/0/0), B(0/3/0), C(0/0/3.2). Bestimmen Sie ebenfalls
die Gleichung der dazu parallelen Ebene F, welche den doppelten Abstand zum
Koordinatenursprung aufweist wie E.

T414) Berechnen Sie die wahre Neigung der Ebenen ABC und ABD, sowie den Winkel
zwischen diesen beiden Ebenen. A(0/0/0), B(2/2/8), C(10/0/0), D(0/4/0).

T415) Erarbeiten Sie die Matrizen der Gesamttransformationen in homogenen Koordi-
naten der Ebene fiir die Rotation des Quadrates ABCD (A(0/0), B(8/0), C(8/8))
um seinen Mittelpunkt, fiir die Drehwinkel 90, 180° und 27(0°. Testen Sie die
Behauptung, dass das Quadrat durch jede der Abbildungen in sich selbst {ibergeht.
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Testserie 4.2
T421) Verstindnisfragen

— Welchem Wert entspricht der Betrag der Kreuzproduktes?

— Die Matrizen fiir kongruente Abbildungen der Ebene und des Raumes in ge-
wohnlichen Koordinaten (und damit die Teilmatrizen in der linken oberen Ecke
bei homogenen Transformationen) gehéren alle zu einem speziellen Matrizen-
Typ. Zu welchem?

— Wie sieht die Matrix fiir eine Drehung um den Koordinatenursprung der Ebene
um 90° in homogenen Koordinaten aus?

— Fiir zwei parallele Ebenen seien die Terme el - OVi bzw. el - OVh von
verschiedenem Vorzeichen. Was bedeutet das fiir die Lage dieser zwei Ebenen
in Bezug auf den Koordinatenursprung?

T422) Bestimmen Sie kiirzeste Verbindung zwischen den windschiefen Geraden g:
©000)T+x-(110)7 h@aon)T +x-(1 —10)71

T423) Bestimmen Sie Distanz des Koordinatenursprungs von der Ebene E durch die drei
Punkte A(16/0/0), B(0/15/0), C(0/0/20), sowie den Fusspunkt des Lotes vom
Koordinatenursprung auf diese Ebene!

T424) Berechnen Sie die wahre Neigung der Seitenflichen und der Kanten fiir einen auf
seiner Grundfliche stehenden regulédren Tetraeder!

T425) Erstellen Sie ein M-File zum Zeichnen eines achtstrahligen Windriddchens mit Mit-
telpunkt (10/10) und der Fliigelform entsprechend dem Dreieck (A(0/0), B(8/0),
crm!
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5
Ubungen zum Kapitel 5

Potenzreihen

50-1 Potenzreihen von Exponentialfunktionen
2

Bestimmen Sie die Potenzreihen vone®, 2% und e® .

50-2 Exponentialfunktionen mit verschiedenen Basen
Vergleichen Sie die Potenzreihen fiire™, 2, 10” und allgemein a® miteinander.

50-3 Verschiedene Entwicklungspunkte

Bestimmen Sie fiir den Wertz = 3/2 je die ersten 5 Terme der MacLaurin-
Entwicklung vone®, und der um den Punktz = 1 entwickelten Taylor-Reihe der-
selben Funktion.

50-4 Approximation von ’e’
Bestimmen Sie die ersten 8 Glieder der Reihe, mit der die Zahl ez = e! aus der
MacLaurin-Entwicklung vone” angenihert werden kann.

50-5 Elementweise Integration
Bestiitigen Sie die unbestimmte Integrationsformel/ cos(z) dz = sin(z) + C durch
Vergleich der Potenzreihe mit der gliedweise integrierten Reihe.

50-6 Trigonometrische Ableitungen
Bestimmen Sie durch elementweise Ableitung der entsprechenden Potenzreihen die
Ableitungen der Funktionensin(z) und cos(z), sowie sin(5z) und cos(5x),

50-7 Konvergenzradius

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe) | (x —2)" /2"

n— oo
50-8 Konvergenzradius einer Reihe mit fehlenden Potenzen
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreih ", (23" /3")
50-9 Geometrische Reihe

In der Form1 + g + ¢®> 4+ ¢> . . . mit einem festen Wert vong als geometrische Reihe
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bekannt, ist dieselbe Reihe in der Forml +z+x2+2° . . . eine besonders einfache Po-
tenzreihe. Der Konvergenzbedingungg < 1 entspricht der KonvergenzradiusR = 1.
Erzeugen Sie diese Reihe durch Anwenden der Taylor- bzw. MacLaurin-Formel auf
die Funktion1/(1 — x).

50-10 Elementare Binomische Reihe

Fiir ganzzahlige Exponentennr ist die binomische Form(1 + )" ein endliches Poly-
nom. Fiir allgemeine, reellev definiert (1 + )" eine unendliche Potenzreihe

1+ (¥)z + (4)2? ... Deren Koeflizienten (}) sind die verallgemeinerten Binomial-
koeffizienten ((v)(v — 1)(v —2) ... (v — k+ 1)) / (k!).

Bestimmen Sie nach diesem Muster die ersten 4 Terme von/T + z = (1 + z)'/2.

50-11 Approximative Wurzelberechnung
Benutzen Sie die ersten vier Terme der binomische Reihe zur approximativen Berech-
nung von /9, definiertals2 - (1+1/8)Y/3 = 2. (1 + (/3)1/8 + (13)1/8%2 4 ...).

Orthogonalpolynome

50-12 Simple Orthogonalpolynome

Konstruieren Sie die ersten vier Polynome, welche ohne Gewichtsfunktion iiber dem
Intervall [-1 1] orthogonal sind: Sy = 1, S; = x, So = az? + bz + c. Aus
int (S2*S0,x,-1,1)==0und int (S2*S1, x, -1, 1)==01assen sich a, b, c
bestimmen z.B. mit der Festlegunge = —1. Das analoge Verfahren ergibt die Koef-
fizienten von Ss.

50-13 Legendre Polynome

Mit der Funktion legendreP (n, x) im symbolischen Modus erhalten Sie das
Legendre-Polynom vom Grad n. Die Legendre-Polynome sind ohne Gewichtsfunkti-
on (bzw. mitw = 1) auf dem Intervall[—1 1] orthogonal. Testen Sie dies fiir einige
Kombinationenni, ns mit int (Pa*Pb, x, =1, 1). Vergleichen sie P, und P3 mit
den Resultaten von 50-12.

50-14 Fit an Legendre-Polynome
Mit dem Fit-Ansatzakoef = Y\ ferhalten Sie einen Fit der in der Design-Matrix
Y eingespeicherten Teilfunktionen an die als Spaltenvektor vorgegebene Funktion
f. Versuchen Sie dies mit den ersten fiinf geraden Legendre-Polynomen und der
Kosinus-Funktion im Intervall[-1 1].

legendrecos Fit von cos(-1.. 1) an

o° o

gerade Legendre Polynome
X = —-1:0.05:1; Y = 0*x+1;
for deg = 2:2:8
Y = [Y ; legendreP(deqg, x)];
end
coslegcoef = (Y')\cos (x)'
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Fourier-Analyse, Fourier-Transformation

50-15 Orthogonalitédt von Sinus und Kosinus

Erstellen Sie ein Funktions-M-Files i co () mit den Eingabeparametern n, A, B und
k, das eine Zahlenfolge der Linge n erzeugt, welche der Funktiom * cos(k * 27 *
m/n) + B*sin(k* 27 +*m/n), m=0...(n— 1) entspricht.

Testen Sie an einigen Beispielen (nach Vorwahl von 'n’) die Werte fiir
sum(sico(n,1,0,ka).*sico(n, 1, 0, kb) fiir gleiche und fiir verschiede-
ne 'ka’, ’kb’. (= Skalarprodukt von Funktionen). Ebenso sollten

sum(sico(n, 1,0,ka).*sico(n, 0,1, kb) fiir beliebige 'ka’, kb’ immer
Null geben. Was bedeutet der Zahlenwert, den Sie beim Skalarprodukt von zwei iden-
tischen Folgen erhalten?

50-16 Grundeigenschaften der Fourier-Analyse

Sehen Sie sich die Resultatgrafiken des MATLAB-Skripts foudem.m fiir verschie-
dene Eingangsfunktionen an (fdefXXX.m kénnen verschiedene Zeitfunktionen, alle
mit dem Namen ’f” definiert werden). Beachten Sie besonders, dass:

— gerade Funktionen nur cos-Koeffizienten und

ungerade nur sin-Koeffizienten aufweisen,

— Phasenverschiebungen die Gesamtamplitude konstant halten, aber die Anteile von
sin und cos veridndern, und dass

bei steileren Flanken der Zeitfunktion die Amplituden der héheren Harmonischen
zunehmen.

50-17 Verschiedene Darstellungen der Fourier-Transformierten

Betrachten Sie im Demo-Skript foushow.m die verschiedenen Darstellungsarten von
Fourier-Transformierten! (benétigt rearrg.m) Die meisten der dazugehdrenden Funk-
tionen sind selbsterklirend.

fdefnarrpeak.m, fdefmedpeak.m, fdefwidpeak.m , fdefsquare.m
ergeben verschieden breite Rechteckpeaks,

fdefsin.m , fdefcos.m,
ergeben die Elementarfunktionen und

fdeftriang.m , fdefsaegz.m, sowie fdefhat.m

ergeben verschiedene Arten von Dreiecksfunktionen.

50-18 Fourier-Transformation von Rechteckpulsen

Erzeugen Sie eine Funktion zum Herstellen von Zahlenreihen, welche Rechteckpulse
darstellen. Als Eingabeparameter benotigen Sie die Anzahl Punkte, die linke Flanke
und die rechte Flanke. Betrachten Sie jeweils mit foushow.m die Effekte einer Brei-
teniinderung und einer Positionsinderung des Rechteckpeaks. Uberlegen Sie sich in
jedem Fall vorher, was Sie als Resultat erwarten, und versuchen Sie die Fille zu ver-
stehen, in denen Thre Prognose falsch war.
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50-19 Fourier-Koeffizienten mit negativen und positiven Frequenzen

Das Skript foushow.m (bendtigt rearrg.m ) zeigt alle Darstellungen nacheinander: die
Fourier-Koeftizienten fiir cos und sin, dann die direkten Resultate der fft (fast fourier
transform, ohne Normierung) und dann die Darstellung mit negativen und positiven
Frequenzen.

In der Darstellung mit negativen und positiven Frequenzen miissen die Realteile der
Koeffizienten symmetrisch zur y-Achse sein (gerade Funktion) und die Imaginirteile
punktsymmetrisch zum Ursprung, damit eine reelle Zeitfunktion dargestellt wird.
Dann stimmen nimlich die Euler’sche Relatione’* = cos(wk) + j * sin(wk) und
die daraus abgeleiteten Formelncos(wk) = 1/2  (/“% 4+ ¢77¢*) und sin(wk) =
1/25  (e79F — e7Iwk),

Mit foushowexp.m (benétigt ebenfalls rearrg.m ) erhalten Sie direkt diese Darstel-
lung.

50-20 Das Gibbs’sche Phdnomen

Wenn zu einer Funktion die Fourier-Koeffizienten bestimmt werden, und diese vor
der Synthese ab einer bestimmten Frequenz abrupt Null gesetzt werden, so entsteht
das Gibbs’sche Phinomen, ein Uberschwingen der rekonstruierten Funktion bei den
steilen Flanken der Originalfunktion.

Dies kann mit dem M-File fclipm.m demonstriert werden.

Wie dieser Effekt durch ein sanftes Auslaufen der Fourier-Koeffizienten (mit Hilfe
der Lanczos-Faktoren) vermieden werden kann, zeigt das Skript fclipa.m .

Das Prinzip des FFT-Algorithmus

50-21 FFT-Prinzip

Arbeiten Sie mit dem Demo-Programm shofftalgo.m (Hilfs-Files nicht vergessen!).
Diese Files sind absichtlich als Skript konstruiert, damit man die verschiedenen inter-
nen Zwischenresultate betrachten kann. Nur im Inneren, zum Erzeugen der speziellen
Matrizen, werden Funktionen verwendet. Schreiben Sie ein M-File, das den gleichen
Effekt hat, wie die Multiplikation mit (OX+EX), das aber (mit einer Schleifenkon-
struktion) nur die Summen/Differenzen und Multiplikationen mit* verwendet und
damit ohne Matrixmultiplikation auskommt.

50-22 FFT kleiner Dimension

Schreiben Sie MATLAB-Skripts mit einzeln ausgeschriebenen Formeln fiir die DFT
von Zahlenfolgen der Linge 2 und 4. Benutzen Sie ein Umstellen der Formeln, um
die DFT der Linge 4 auf 2 DFT’s der Linge 2 zuriickzufiihren. Benutzen Sie das-
selbe Prinzip, um eine DFT der Linge 8 durch 2 DFT’s der Linge 4 zu ersetzen.
Kontrollieren Sie jeweils die Resultate mit dem Demo-Programm ’showfft.m’



Gewohnliche Faltungen

50-23 Einfiihrungsbeispiele von Faltungen

Berechnen Sie die Faltungen conv (a,b), conv (b, a), conv(a,a) und
conv(b,b) von Hand und mit MATLAB:

a=[12121] , b=[0013120 0]

50-24 Sukzessive Abrundung bei mehrmaliger Faltung

Falten Sie die Rechtecksfunktiona = [ 0 0 0 1 1 1 1 O O 0] ein- bis
mehrmals mit sich selbst und vergleichen Sie die grafischen Darstellungen der Fol-
gen.

50-25 Darstellung der sukzessiven Addition bei der Faltung
Gegeben sind die zwei Zahlenfolgen (der Linge 14) g und w durch

g =1

2 3 2 1 zeros(1l,9) ]
w o= [ 01

0002001210020 ]

Erzeugen Sie eine Shift-Funktion, mit der Sie den von Null verschiedenen Teil von g
nach rechts verschieben kénnen ohne die Lénge zu éndern, z. B. wird:

shrgt(g,4) = [ 000 01 2 321000 0 0]

Mit dieser Shift-Funktion kann die Faltung als schrittweise Addition von zueinan-
der verschobenen Folgen g, je mit entsprechenden Gewichten w(k) nachvollzogen
werden. Die Zahlenfolgen f1 bis f4 bilden dann die Teilresultate und f5 das Schluss-
resultat der Faltung von g und w. Diese sollen iibereinander geplottet werden:

fl1 = 1*g

f2 = 1*g + 2*shrgt (g, 4)

£f3 = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1l*shrgt(g,7)

f4 = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1*shrgt(g,7) + 2*shrgt (g, 8)
f5 = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1l*shrgt(g,7) + 2*shrgt (g, 8)
+ 1*shrgt (g, 9)

£ 5 kann anschlieBend mit der MATLAB-Funktion fiir die Faltung verglichen werden:
conv (g, w)

50-26 Faltung von Standardfunktionen

Falten Sie die vier Standardfunktionen: Rechtecks-, (Dreiecks=) Hutfunktion, Para-
belbogen (max (0, 1 — %) und Glockenfunktion (1 —z2)? , —1 < z < 1) je mit sich
selbst, sowie mit der Rechtecks und der Hutfunktion und stellen Sie die Original- und
Resultatfunktionen grafisch dar.

50-27 Faltung einer Sinusfunktion mit sich selbst
Berechnen und zeichnen Sie die zirkulire Faltung einer Sinusfunktion mit sich selbst.
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50-28 Selbst programmierte Faltung

Erzeugen Sie ein Funktions-M-File, das eine Faltung von 2 Folgen berechnet, indem
die verschobenen und mit dem Gewicht multiplizierten Vektoren sukzessive addiert
werden.

Erzeugen Sie dazu eine intern zu verwendende Hilfsfunktion, welche einen Vektor
an einem vorwihlbaren Platz in einen lingeren Nullvektor einsetzt, wie z. B.

bigvec = vecinsert (smallvec, lpos,biglength)

50-29 Nach der Formel programmierte Faltung
Schreiben Sie ein MATLAB-Skript, welches eine gewdhnliche Faltung program-
miert. Diese ist durch die untenstehende Formel gegeben. Vergleichen Sie die Re-
sultate Thres Skripts mit der BibliotheksprozedurtC=conv (A, B)! Testen Sie auch
die Symmetrieeigenschaft der Faltung und die Linge der Resultatfolge an einigen
Beispielen!

min(nl,j)

¢ = > ak - bj—k+1

k=max(1,j—n2+1)

Beachten Sie, dass die sprachliche Formulierung ;j—n2+1, aber mindestens 1*
mit der Funktionmax (1, j—k+1) realisiert wird (nicht mit ,,min* was die sprach-
liche Form suggeriert)!

Zirkulére Faltungen
50-30 Zirkulare Faltung mit einfacher Schleife
Unter Verwendung des untenstehenden Funktions-M-Fileshrgt .m:

function vecret = shrgt (vecin, nshift)
ntot = length(vecin); nlast = ntot — nshift ;
vecret = [ vecin(nlast+l:ntot) , vecin(l:nlast)];

soll eine zirkuldre Faltung allgemein fiir die zwei gleich langen Folgen a und b durch
eine einzelne Schleife programmiert werden.

Ausblick: Versuchen Sie shrgt .m so umzuprogrammieren, dass die Funktion
robuster wird, d. h. dass negative Werte, Null oder zu grofie Werte von nshift erlaubt
sind und sinnvoll umgesetzt werden!

50-31 Zirkuldre Faltung mit doppelter Schleife

Programmieren Sie eine Doppelschleife mit Bedingungen, so dass eine allgemeine
zirkulire Faltung entsprechend der Summenformel im Theorieteil berechnet wird
(Ausprogrammieren einer Formel).

50-32 Faltung einer Sinus-Funktion mit sich selbst:
Berechnen und Zeichnen Sie die Zirkuldre Faltung einer Sinus-Funktion mit sich
selbst.



50-33 Zirkulare Faltung mit Faltungssatz

Testen Sie den Faltungssatz am Beispiel der zirkulidren Faltung der beiden Folgen
a=1[122345%6]und b=1[1001 0 0] undberechnen Siedie
zirkulédre Faltung zur Kontrolle von Hand.

Der Faltungssatz sagt aus, dass eine zirkuldre Faltung durch je eine Fourier-
Transformation der Ausgangsfolgen, eine elementweise Multiplikation (genannt
Hadamard-Produkt) der beiden Fourier-Transformierten und eine anschlieende
Riicktransformation ersetzt werden kann:

at = fft(a); bt = fft(b);
ct = at .* bt; ¢ = ifft(ct); cr = real(c);

50-34 Funktions-M-File fiir zirkulére Faltung mit FFT

Ergiinzen Sie die untenstehende Berechnungsvorschrift zu einem lauffihigen
Funktions-M-File in MATLAB und berechnen Sie damit die zirkuldre Faltung fiir
einige Beispiele. Testen Sie, wieviele Nullen Sie an jede der Eingangsfolgen anhiéin-
gen miissen, damit Sie die normale Faltung bekommen. Weisen Sie auch nach, dass
die Nullen am Anfang oder Ende angehingt werden kdnnen!

A = fft(a) ; B = fft(b); C = A.*B ; ¢ = real (ifft(C))
i

Erhohen Sie die Robustheit Threr Funktion durch Angleichen der Linge bei Ein-
gabefolgen verschiedener Linge.

50-35 Normale Faltung auf zirkulére Faltung zuriickfiihren

Fiihren Sie die normale Faltung der Folgen a = [ 1 2 3 2 1] und
b= [12 111 2 1]aus.Finden Sie heraus, wieviele Nullen (zero padding)
Sie an jede der Folgen mindestens anhiingen miissen, dass die zirkulire Faltung der
verlidngerten ap und bp via Schnelle Fourier-Transformation dasselbe ergibt.

cr = real( ifft(fft(ap).*fft(bp)) ) ;

50-36 Vergleich von zirkuldrer und gewéhnlicher Faltung

Zeichnen Sie die beiden Resultate der zirkuldren und der gewdhnlichen Faltung der
beiden Folgen a=[123454321Jundb=[0111111 10]. Beachten Sie, dass
bei der zirkulédren Faltung kein auslaufender Rand entsteht.
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501 Animation der Effekte von Phasenverschiebung und Pulsverbreite-
rung

In simultan dargestellten Teilbildern der komplexen Spektren kann der Effekt einer
Phasenverschiebung sowie derjenige einer Verkleinerung und VergroBerung der Puls-
breite eines Rechteckpulses als Animation dargestellt werden.

502 Heraussuchen von typischen Instrumentenstimmen

Suchen Sie in den .wav - Files von Solokonzerten langsame Stellen. Programmie-
ren Sie in MATLAB das Einlesen von wav-Files und bestimmen Sie an geeigneten
Abschnitten das Fourier-Spektrum des speziellen Soloinstrumentes. Vergleichen Sie
verschiedenartige Instrumente in Bezug auf deren Fourier-Spektrum. Die Stérke und
die Verteilung der Oberharmonischen bestimmen die Klangfarbe.



5.1
Selbsttests zum Kapitel 5

Testserie 5.1
T511) Verstiandnisfragen

— Welches ist der Konvergenzradius der simplen geometrischen Reihe

1+z+a?+a3...2

Wodurch kénnen sich z. B. zwei Zeitfunktionen unterscheiden, welche dasselbe

Powerspektrum haben?

— Welchen Konvergenzradius kann eine Potenzreihe hdchstens aufweisen, wenn
die Koeflizientena,, gegen 1 streben?

— Wie erhilt man den gewdhnlichen Sinus-Koeffizienten fiir die Frequendwg aus
dem komplexen z;,- Tabelle (k =1...n)

T512) Bestimmen Sie die Indizes, fiir welche die Terme:* /k! der Potenzreihe fiirexp (z)
den Wert 1e — 3 unterschreiten, fiirx = 1, 2, 10.

T513) Geben Sie die Amplituden—Phasen-Darstellung und das Powerspektrum an fiir fiir
die Fourier-Reihe:

f(t)=1+1/2-cos <2%t> +1/2-sin (2%15> —1/8-sin (%t) +1/8-cos <6%t>
T514) Bestimmen Sie die ersten 6 Tschebyscheft-Polynome aus der Start-Angabg&p = 1
,T1 =z und der RekursionTy 1 =2z - T, — 3 - Tj—1
T515) Finden Sie die gewohnlichen Fourier-Koeffizienten ahnand der Angabe, dass das
Power-Spektrumpy . . . pg die Werte p; = 4, ps = 1/4 und sonst Null aufweist,
und dass die Funktion gerade ist.
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Testserie 5.2
T521) Verstindnisfragen

Wieso setzt man die Gleichstromkomponente alsio/2 in die Formel?

Schreiben Sie die Formelsin? (z) + cos? () mit den Taylor-Termen bis und mit
1’2.

Wieviele Koeffizienten kann eine Fourier-Darstellung maximal enthalten, wenn
dies bis zur 10. Harmonischen geht?

Wie kann man einen einzelnen komplexen Koeffizienten z. B¢y, in einer Fou-

rierreihe ersetzen, wenn man sonst alle komplexen Koeflizienten kennt?

T522) Fiihren Sie die einfache Faltung der Folgena=[1 2 3 4]Jundb = [1 0 1
1 0 1] mit Bleistift und Papier durch, sowohl als direkte einfache Faltung, als
auch als zirkuldre Faltung bei welcher die notwendige Anzahl Nullen angehéngt
wurde. Vergleichen Sie die Resultate.

T523) Geben Sie die Amplituden—Phasen-Darstellung, das Powerspektrum und die kom-
plexen Koeffizienten an fiir die Fourier-Reihe:

f(t) =14+1/2-cos (Q%t) +1/4-sin (4%:‘,) —1/8-sin (6%1?) +1/10-cos <10Tﬂ-t>

T524) Uberlegen Sie sich, vorerst ohne nachzuschauen, wie die komplexe Matrix zu einer
DFT von 4 Punkten, k=0 bis 3 aussieht.

T525) Schreiben Sie ein MATLAB-Skript, das durch Punkt-Multiplikation und Summa-
tion mit Funktionen der Artsin cos(n-k-27/8) k=0...3, n=0...7 zueiner
tabellarisch gegebenen Funktion von 8 Werten die DFT bestimmt.



6
Ubungen zum Kapitel 6

Funktionsdarstellung

60—1 Konturplot einer Halbkugel

Orientieren Sie sich anhand der Hilfefunktion von MATLAB {iber die Méglichkeiten
zum Erstellen von Konturplots (contour). Stellen Sie die Oberfliche einer nach oben
gewdlbten Halbkugel grafisch dar. Die Werte auBerhalb des Aquators sollen Null ge-
setzt werden (bzw. Null bleiben, wenn man mit zeros() beginnt).

60—2 Konturplot

Zeichnen Sie einen Konturplot der FunktionF'(z.y) = sin(z) * cos(y) im Bereich
0 <z <27 0 <y < 2w und suchen Sie darin alle Punkte fiir die gleichzeitig gilt
OF/9x = 0und OF /0y =0

60-3 Grafische Darstellung - ,,Jurahiigel*

Fiillen Sie eine rechteckige Matrix mit den Hohenwerten des Beispiels mit dem Jur-
ahiigel:

h(z,y) = 1600 — (x/1000)? % 50 — (y/250)? * 50 entsprechend den Intervallen
—1600 < z < 1600 und —800 < y < 800. Ein noch besseres Bild ergibt sich mit
max(h,1200), das entspricht dem Hiigelteil iiber dem Nebelmeer.

Stellen Sie diese Funktion mit ’contour’ und “surf” grafisch dar.

60—4 Konturplots einfacher Matrizen:

Verwenden Sie die Index-Anzeige-Matrix A aus den Schleifen-Programmieriibungen
mit n = 9 als Eingabefunktion fiir eine Kontur- oder Surf-Darstellung.

Ebenso eignen sich die oberen und unteren Dreiecksmatrizen mit den Werten, wel-
che mit dem Abstand von der Diagonalen ansteigen, zur grafischen Darstellung als
Fliche. Mit der oberen DreiecksmatrixDu dieses Typs erhalten Sie durch

Ph = [ Du fliplr(Du) JundP = [ flipud(Ph) ; Ph ]die Funkti-
on einer Pyramide.

60-5 Konturplots von verschiedenen Matrizenprodukten
Vergleichen Sie die Kontur-/Surf-Formen der folgenden nxn Matrizen miteinander
(n ca. zwischen 9 und 20). CDu’ ist eine obere Dreiecksmatrix mit Werten, welche

69



70

mit der Distanz zur Diagonalen zunehmen.)

Du, Du*Du, Du.*Du, Du”~ 3 , Du.” 3
C=fliplr(Du), C*C, C.*C, C~ 3, C.” 3

60—6 Trichterfunktion
Bestimmen Sie eine Funktion, welche die Form eines Trichters beschreibt. Durch-
messer der Ausflussoffnung 1 cm, Randdurchmesser 21 cm, Neigung 45

60-7 Kissenfunktion
Entwerfen Sie eine Funktion, welche die Oberflichenform eines gut gefiillten Kissens
beschreibt!

60-8 Futtersilo mit Bodenlagerung

Ein auf einem flachen Platz von 2x6 m aufgeschiitteter Haufen von Silofutter wird

mit einer Plane zugedeckt und mit Seilen festgebunden. Die Hohe des Haufens liber

dem Platz sei durch die Funktionz(z,y) = 0.2 -z - (6 — z) -y - (2 — y) gegeben.

Berechnen Sie das Gesamtvolumen dieses Bodenspeichers.

Bestimmen Sie die 3D-Parameterdarstellung des Verlaufes von einigen der Fixiersei-

le, welche zwischen den 16 Pflocken (in den Ecken und 1 Pflock pro Meter) diagonal

gespannt sind (Richtung im Grundriss+45° und —45°).

Stellen Sie zur Kontrolle die Fliche und die Seile mit MATLAB 3D-Grafik dar.
Ausblick: Bestimmen Sie das Restvolumen als Funktion der x-Position, bis zu wel-

cher der Haufen bereits abgetragen ist.

Partielle Ableitungen
60-9 Analytische Bestimmung von partiellen Ableitungen
Bestimmen Sie je alle moglichen partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) z2eYsin(z)

b) e + e

¢) sin?(z) - cos®(2)
d) x3y2z%

60-10 Bestimmen von partiellen Ableitungen:
Bestimmen Sie jeweils analytisch alle partiellen Ableitungen der untenstehenden

Funktionen:
/2 2
a) F(z,y,2) = yory

b) F(z,y) = sin(z * cos(4y))

¢) F(a,y,2) = 2*\/az + y/z

60—11 Gradient: alle partiellen Ableitungen in einem Vektor zusammenge-

fasst

. L oF oF or]’
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estimmen Sie jegrad F’ { o oy az}



71

a) = 22 + y2

b) F =sin(x) -cos(y) 0<=z,y <27

¢) F=——1
60-12 Gradientenplot
Zeichnen Sie die zuerst die Hohenlinien der FunktionF'(z, y) = sin(w - z) - sin(7 - y)
im Bereichz, y=0...1
Darin soll nun ein Feld von kleinen Strichen (bzw Pfeilen) eingezeichnet werden,
welche die Gradientenvektoren darstellen. Dazu existieren die Bibliotheksfunktionen
gradient () quiver ();

60—13 Partielle Ableitungen und Gradientenfunktion:

Bilden Sie die beiden partiellen Ableitungen der Jurahiigelfunktioh(z, y) = 1600 —
(2/1000)% %50 — (y/250)% 50 und stellen Sie diese ebenfalls je als zweidimensionale
Funktion dar!

Zeichnen Sie in den Konturplot der Originalfunktion die Gradientenvektoren ein!

60-14 Konturplots und Gradientenvektoren
Zeichnen Sie die Hohenlinien und 3D-Flichendarstellungen(surf) fiir die folgen-
den Funktionen: (alle im Bereichx, y = +1)

a) F(z,y) =1—a22—-02 9>
b) F(z,y) =sin(r - z) - sin(7 - y)
¢) F(z,y) = (* - |2°]) - (v* — [°])

Der Gradientenvektor, d. h. die Einreihung der partiellen Ableitungen als Komponen-
ten eines Vektors, liefert eine Art Funktion von mehreren Variablen mit der speziellen
Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt (bzw. jede Kombination der unabhiingigen Varia-
blen) mehrere Funktionswerte geliefert werden. Man nennt dies eine vektorwertige
Funktion.

Bestimmen Sie die Gradientenvektoren der oben angegebenen Funktionen.

60—15 Stationédre Punkte

Suchen Sie die stationidren Punkte (beide partiellen Ableitungen gleichzeitig Null) in
der Funktion F'(z,y) = (2% — 2%) - (4* — y*) und vergleichen Sie das Ergebnis mit
den Formen der Hohenlinien in der vorhergehenden Aufgabe!
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60-16 Biquartische Funktion

Zeichnen Sie einen Konturplot der biquartischen Funktion (in beiden Richtungen
vom 4. Grad), welche im untenstehenden M-File definiert wird. Berechnen Sie die
partiellen Ableitungen dieser Funktion und zeichnen Sie Gradientenvektoren in den
Kontur-Plot ein!

for k=1:50
for 1 = 1:50
x = (k =26)*0.07; y = (1-26)*0.07;
V(1,k)=(0.25*x"4-0.5*x"2)-0.12*x +...
(0.25*y"4-0.5*y"2)+1-0.05*y;
end
end

60—-17 Das elektrische Potential einer Punktladung:
Das elektrische Potential einer Punktladung ist gegeben durch die Formel:

o(r) = 4& 1 Dabei ist Q die Ladung unde( die Dielektrizititskonstante. Schrei-
TEQ T

ben Sie diese Funktion in eine Funktion der kartesischen Koordinater, y, 2z um und
berechnen Sie die drei partiellen Ableitungen analytisch, je ebenfalls als Funktionen
der drei Variablenz, y, z. Durch Zusammenstellen dieser drei Funktionen als Gra-
dientenvektor erhalten Sie die Vektorfunktion des elektrischen Felde® = grad(¢).

Fitprobleme

60-18 Geraden- Parabel- und kubischer Fit

Bestimmen Sie die Gleichungen fiir einen Parabelfiy = p; * 22 + po *  + p3 und
einen Fit an eine Funktion dritten Gradesy = pq * 2> + pg * 22 + p3 * x + p4 analog
zur Herleitung fiir den Geradenfit.

Dazu werden die partiellen Ableitungen der Zielfunktionen

> (p1 *a:i + po xxp + p3 —yk)2 nach p; ... ps bzw.

S™ (p1 * @ + po * T3 + p3 * ) + pa — yg)? nach py ... py Null gesetzt werden.
Programmieren Sie diese zwei Fille sowie den Geradenfit in MATLAB und wenden
Sie die M-Files auf die untenstehenden Punkte an!

z, = 0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0

yr = 1.0, 1.2, 2.2, 3.0, 3.6

60-19 Kubischer Fit

Suchen Sie die beste Kurve 3. Grades (bzw. die Koeffizientems, a2, a1, ,aqg ) durch
die Punkte (-3/ —7), (—=2/ —5), (-1/—=2), (0/0), (1/ —1), (2/2), (3/0) durch
Aufstellen der Fehlergleichungen und anschlieende Standard MATLAB-L6sung.

60-20 Fit mit Gewicht:

Bestimmen Sie nach dem Gaul’schen Ausgleichsprinzip die beste Gerade durch die
Punkte (—2/ — 2), (—1/0), (0/1), (1/1.5), (2/3)

a) durch Losen der Normalengleichungen

b) durch Aufstellen der Fehlergleichungen und MATLAB-Losung A \ b



Diese beiden Fits sollen anschlieBend wiederholt werden unter Anwendung der Ge-
wichte (4, 2, 1, 2, 4) fiir die gegebenen Punkte. Vergleichen Sie die verschiedenen
Resultate!

60-21 Fehlergleichungen

‘Wenn man die Formeln genauer analysiert, sieht man, dass die einfachen Fitverfahren
ein Problem der ArtA” - A-p = AT . y 16sen.

A ist dabei die Matrix aus den Vektoren [ x. "2 x ones(n,1l) ]

In MATLAB kann man aber direkt das iiberbestimmte Fehlergleichungssystem 16sen:
MATLAB lost mit p = A\y ein iiberbestimmtes System A - p = y automatisch
im Sinne eines Fits!

Losen Sie die obigen Fitprobleme auch noch mit dem viel einfacheren Prinzip der
Fehlergleichungen!

60-22 Fit nach Potenzfunktionen
Gegeben sind die Punkte (1/1) (2/3) (3/4) (4/2) (5/1). Suchen Sie die bestem Parame-
ter A, B, C, (evtl. D), damit die Funktionen

a) A+B-z+C 22
b) A+B-2+C-22+D-2°

moglichst nahe an die Punkte kommen. Stellen Sie die Funktionskurve und die Punkte
mit MATLAB grafisch dar!

Losen Sie jede der Aufgaben sowohl mit den Normalengleichungen als auch mit den
Fehlergleichungen und testen Sie jeweils die Formel” - A = N.

60-23 Fit nach frei festlegbaren Funktionen

Schreiben Sie ein Skript-M-File, das einen Fit n gegebenen Punktenc,, y; an
eine Linearkombination von drei frei festlegbaren Funktionem* fit funl (x)+
B*fitfun2 (x) =C*fitfun3 (x) durchfiihrt!

Testen Sie dieses, indem Sie 5 Punkte der Sinusfunktion zwischen 0 undr wihlen
und als fitfun1 bis 3 die Konstante 1, die Funktionr und die Funktionz? wihlen.

60—24 Orthogonale Funktionen beim Fitten:

Fitten Sie die untenstehenden Punktreihen nacheinander (mit der Methode der Feh-
lergleichungen) nach 1, 2 oder allen 3 der Funktionesin (27 - z), sin(2- 27 - ), sin(4-
2m - x)

Beachten Sie, dass die bei der kleineren Gruppe gefundenen Koeflizienten dieselben
sind, wie wenn nach einer groBere Anzahl solcher Funktionen gefittet wird.

Dies ist die Eigenschaft der in der Fourier-Zerlegung verwendeten Funktionen die
man Orthogonalitidt von Funktionen nennt.

z, = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9
ye = 0.0, 1.0, 1.2, 0, 1.0, 0.0, 0, 0, 0, —1.0
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Methode der Lagrange-Multiplikatoren

60—25 Lagrange-Multiplikator bei einer ,Hiigelform“-Funktion

Stellen Sie die Gleichungen auf, welche das Optimum der FunktiotF' (z, y) = 10 —
0.2 x 22 — 0.05 * y? definieren, unter der Bedingung, dassy = 5 — z und 16sen Sie
das entstehende Gleichungssystem.

6026 Lagrange-Multiplikatoren:
Suchen Sie das Minimum der Funktion
F(z,y,z) =22 + 2y% + 422

unter der Nebenbedingung
r—y—2z2=28

60—27 Nichtlineare Nebenbedingung und Abstandsfunktion
Stellen Sie das nichtlineare Gleichungssystem auf, welches das Optimum der Funk-
tion F(xz,y) = /2 + y2 definiert, unter der Bedingung, dassy = 5/x5.

60-28 Visualisierung der Optimierung mit Nebenbedingung

Die Aufgabe, den hochsten Punkt der Flichez(z,y) = 10 — 0.02 - 2% — 0.1 - y2
unter der Bedingungy = = — 4 soll mit der Lagrange-Multiplikator-Methode gelost
werden.

Dann soll ein Surf- oder Konturplot der Fliche gezeichnet werden und die 3D-Linie
X(1),y(t),z(t), welche auf der Fliche liegt und die Bedingung erfiillt, soll eingezeichnet
werden. Die modifizierte Fliche mit h=z fiir $x-4 und 0 fiir y< x-4 soll ebenfalls
gezeichnet werden.

Singular Value Decomposition und Pseudoinverse

60-29 Anwenden der pseudoinversen Matrix

Bestimmen Sie mit Hilfe der Bibliotheksfunktion svd die Pseudoinverse zur Fehler-
gleichungsmatrix, welche eine Funktion 3. Grades an die Punkter = —3 : 3, mit
verschiedenen Sitzen vony = y;, fittet, so dass fiir jeden Satz vony-Werten die Para-
meter direkt durchp = AT x y berechnet werden kénnen. Zeichnen Sie das Resultat
jefirdiey-Werte [ -1 1 1 0 0 1 3 Jund[ 1 2 1 2 3 3 5 ]Jundver
gleichen Sie jeweils das Resultat mit der direkten Fehlergleichungslosungl\y.

Nichtlineare Gleichungssysteme

60-30 Jacobi-Matrix:

Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen aller Funktionen
0f;j/0xy, j=1.3, k= 1.3 fiir die Funktionen:

fi(z1, w2, 23) = /23 + a3 + 23,

fa(x1, 2, w3) = atan(za/21),

f3(w1,z2, x3) = atan(zz/y/ 23 + 23)



60-31 Nichtlineare Gleichungssysteme
Suchen Sie iterativ mit dem zweidimensionalen Newton-Verfahren ab dem Startwert
(2,2) eine Losung des Gleichungssystems

2

(m—4)2+y =10

x4+y4:20

60-32 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten ergeben ein gutes Beipiel fiir die Auflosung von nichtlinea-
ren Gleichungssystemen. Bestimmen Sie zu den drei untenstehenden Funktionen von
drei Variablen zuerst analytisch die Jacobi-Matrix. Berechnen Sie anschlieBend 23
Verbesserungsschritte, ausgehend vom Schitzwert:

xr1 =4, x9 =04. 23 =0.6
fl(l’l,mz, :1’3) =] COS(:L’Q) . COS(IB) -3
fo(z1,x2,23) = x1 - sin(w2) - cos(zsg) — 1

f3(x1,z2,73) = 1 - sin(xg) — 2

60-33 Funkfeuerortung

Lange vor der Verfiigbarkeit des GPS wurden Positionsbestimmungen vorgenommen
durch die Auswertung der Zeitdifferenzen zwischen dem Empfang von zeitsynchron
ausgestrahlten Signalen mehrerer Funkfeuer, deren Standort man kannte. Dies kann
auf die Aufgabe reduziert werden, dass die Differenz d1 der Distanzen zu A(0/0) und
B(0/10), sowie d2 zwischen A(0/0) und C(10/0) bekannt ist und daraus die Position
(x/y) gesucht wird. Programmieren Sie das Losungsverfahren nach dem 2D-Newton-
Prinzip, um X, y aus d1, d2 zu finden.

6.1
Miniprojekt zu Funktionen mit mehreren Variablen

601 Elektrisches Potential

Durch eine kleine Zahl von Punktladungen, die in der Ebene verteilt liegen und de-
ren positive oder negative Ladungsstirke bekannt ist, wird die zugehorige elektri-
sche Potentialfunktion definiert. Erstellen Sie ein Programm zur Darstellung der Po-
tentialfunktion aufgrund einer Eingabe von Ladungspositionen mit dem Cursor. Die
Ladungsstirken kénnen die Default-Werte+1, —1, +1, etc. annehmen oder durch
globale Variablen vordefiniert werden.
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6.2
Selbsttest zum Kapitel 6

Testserie 6.1

T611)

T612)

T613)

T614)

T615)

Verstindnisfragen

— Bestimmen Sie die Komponenten eines Tangentialvektors zu einer Hohenlinie
der allgemeinen FunktionF(z, y) von zwei Variablen!

— Im Grundriss eines 2D Konturplots zeigt der Gradientvektor in die Richtung des
steilsten Aufstiegs, entlang der sogenanten Fall-Linie. Uberlegen Sie sich, welche
z-Komponente man einem solchen Vektor in einem 3D Flidchenplot zuordnen
miisste, damit er zur Oberflidche tangential verlduft!

— Warum ist es unumginglich, dass beim Aufstellen der Lagrange-Funktion die
Nebenbedingung in der ‘= 0-Form” also als G(z1,x2,...) = 0 einbezogen
wird?

— Bei der eindimensionalen Newton-Iteration zur Nullstellensuche verwendet man
den Vorfaktor—1/ f'(z(*)), um aus der noch vorhandenen Abweichung von Null
f (m(k')) eine x-Korrektur zu erhalten. Wie lautet das mehrdimensionale Analo-
gon zum Term —1/f' (z(¥))?

Produzieren Sie ein M-File zur Erstellung eines 3D-Konturplots der rotierten Glo-
ckenkurve mit den Werten h(z,y) = (1 — 22 — y?)? firz? + 4% < 1und h =
0 sonst!

Uber einem Quadrat A(0/0), B(5/0), C(5/5), D(0/5) sind die Hohenwerte an den
Ecken hA=0, hB=1, hC=4, hD=1. Dazwischen ist die Héhenfunktion durch bili-
neare Interpolation bestimmt. Mitf = /5 und g = y/5 ist

hz,y) = hA+ f(hB — hA) + g(hD — hA) + f - g(hC — hD — hB + hA)
Erstellen Sie ein M-File zur 3D-Darstellung dieser Fliche, sowie je in einer an-
deren Figur die Darstellungen der beiden Flichen mit den Werten der partiellen
Ableitungen!

Losen sie das Optimierungproblem Z = minZ (z, y, z) = 422 + y? + = unter der
Nebenbedingung (z + 2y + 4z = 8) !

Erstellen Sie ein M-File, das die Nullstelle(z /y) des Funktionspaars F; = z* +
y* —20und F» = 22 — 2 — 1 mit der Newton-Iteration sucht.
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7
Ubungen zum Kapitel 7

Analytische Lésungen im Symbolischen Modus

70-1 Geraden durch den Koordinatenursprung

Das Geradenbiindel durch den Koordinatenursprung wird durch die Gleichungen
y(z) = C - z beschrieben, mit der SteigungC' als Scharparameter. Die Differenti-
algleichung, mit diesem Biindel als allgemeine Losung, ergibt sich durch Ableiten
und anschliessendes Eliminieren vonC' aus den beiden Gleichungen (Original und
Ableitung). Ausy = Cz und ¢y’ = C wird also y/ = y/x, wie zu erwarten war.
Entlang jeder Geraden ist die Steigungy’ konstant und stimmt {iberall mit dem Quo-
tienten y/x liberein. Losen Sie diese Differentialgleichung mitsyms und dsolve,
um das Geradenbiindel wieder zu erhalten.

Beachten Sie dabei: Dy bedeutet dy /dt. Das hier anzuwendendediff (y)==. .
fiir das mit syms vy (x) definierte y darf nicht in Apostroph-Zeichen stehen.
(' Dy==..'" muss hingegen in Apostroph stehen). Ebenfalls zu beachten ist, dass
im symbolichen Rechnen Gleichheit mit== beschrieben wird.

70-2 Konzentrische Kreise

Bei der Kurvenschar von konzentrischen Kreisen um den Ursprungz? + y? = C
stehen alle Kreise senkrecht zu allen Geraden des Biindelyy = Cz. Die zwei Scha-
ren sind je zueinander orthogonale Trajektorien. Die Differentialgleichung der Kreise
ergibt sich deshalb indemy’ bei den Geraden durch—1/y’ ersetzt wird. Testen Sie
diesen Sachverhalt, indem Sie nun statty’ = y/x (Geraden) die neue Differential-
gleichungy’ = —x/y (Kreise) 15sen.

70-3 Differentialgleichung zur Parabelschar

Die Schar von Parabelny = C - 2% mit demselben Scheitel bei(0/0) ist die allgemei-
ne Losung der Differentialgleichungy’ = 2y /x.

Die symbolische Losung liefert noch offene Integrationskonstanten, hie€ 3, welche
aber nicht zugreifbar sind. Um die Konstante in der allgemeinen Lsung festzulegen
benutzt man am bestensyms Kund

pa=dsolve (diff (y) == 2*y/x, 'y (1)==K’) Beachten Sie: Der x-Wert
fiir die Festlegung muss nicht unbedingt 0 sein (hier wire O nicht anwendbar). In
dieser Losung konnen Sie aufK zugreifen und mit
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pas = subs (pa, K, [1 2 4 8])sogar eine Schar von Parabeln definieren.

70-4 Orthogonale Trajektorien zu den Parabeln

Mit dem Ersetzen vony’ durch —1/y/ in der vorherigen Ubung erhilt man deren
orthogonale Trajektorien:y’ = —z/2y (Ellipsen). Losen Sie diese Differentialglei-
chung allgemein analytisch und zeichnen Sie einige Vertreter der beiden Kurvenscha-
ren in derselben Grafik. (Unbedingtaxis ([-6 6 0 12]);

axis squareverlangen.)

70-5 Differentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Suchen Sie die allgemeine analytische Losung der Differentialgleichung
"

vy +y +y =1

70-6 Hyperbolische Lésung

Bei der Differentialgleichungy? = 4(1 + (y')?) liefert MATLAB nur eine Losung
als Ausdruck mite/(*)-Termen. Dies muss der Anwender eventuell selbst incosh()
umformen. Bei dieser Differentialgleichung treten zusitzliche triviale Losungen auf.

70-7 Implizite Losung

Die mit einem integrierenden Faktor vonl /(22 4 »?) in ein totales Differential trans-
formierbare Differentialgleichungz +y -1y 4 (2% 4 y?) - 43> -3/ besitzt keine explizite
Losung der Arty = f(z). Dies wird beim Aufruf vonds olve angezeigt und es wird
die implizite Losung F'(z, y) angegeben.

Lésungen mit der Laplace-Transformation im Symbolischen Modus

70-8 Radioaktiver Tochterkern, Laplace-Losung

Losen Sie das Differentialgeichungs-System

N =—-X\-N, M =X -N—=Xo-M

mit der Methode der Laplace-Transformation im Symbolischen Modus von
MATLAB.

70-9 Differentialgleichung 2. Ordnung, Laplace-Lésung
Bestimmen Sie mit Hilfe der Laplace Transformation die Losung der Differential-
gleichung 4" — 4y = ¢3*. Die Anfangsbedingungen seieny(0) = 1 und ¢/ (0) = —1

70-10 Einfacher Oszillator, Laplace-Lésung
Suchen Sie die Losung des angeregten Oszillatorsy” + y = cos(z) mit Laplace.
Anfangsbedingungen:y(0) = 2, y'(0) = 0.

70-11 Resonanz-Aufschaukelung, Laplace-Lésung

Das schwingungsfihige Systemy’ 4-0.1y’ +9y = sin(3z) mity(0) = y(0) = 0 wird
durch die Anregung auf eine Maximalamplitude aufgeschaukelt. Bestimmen Sie die
Schwingungsfunktion und die Maximalamplitude mit der Laplace-Methode.
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70-12 Oszillator mit Anregung ausser Resonanz, Laplace-L6sung

Der Oszillator it Anregungy’ + 4y = sin(3z) mit y(0) = ' (0) = 0 geriit gegen-
iiber der Anregung immer wieder aus dem Takt. Bestimmen Sie die sich auf- und
abbauende Schwingungsfunktion mit der Laplace-Methode.

Numerische Lésung von Differentialgleichungen

70-13 Wegweiserfeld

Eine hervorragende Visualisierung des Losungsvorgangs bei Differentialgleichungen
ist die Suche des Kurvenverlaufes von einem Startpunkt aus, in einem Feld von Weg-
weisern, welche die lokal giiltigen Tangentialrichtungen vorschreiben.

Das Erzeugen eines solchen Wegweiserfeld-Plots ist gleichzeitig eine einfache Pro-
grammieriibung. (Empfehlung: Einheiten = cmAz = 25cm, Ay = 16cm.
Differentialgleichung:y’ = —0.1y, 2.Fally’ = —0.3 %)

70-14 Einfache Differentialgleichung:

Losen Sie die Differentialgleichungy’ = —0.2 x y, y(0) = 15 t=0..25
— analytisch

— grafisch, indem Sie in einem Richtungsfeld den Verlauf einzeichnen
—mit MATLAB:

yin = 15;

ysol = odedb5('decay02’,25, yin);
3und dem function-M-file decay02.m
function deri = decay02(tval,yval);
deri = -0.2* yval;

70-15 Euler-Verfahren eindimensional

Programmieren Sie in einem einfachen Skript die Losung einer radioaktiven Zerfalls-
Gleichungy’ = —0.1xy nach dem Euler-Verfahreny,, 1 = yn+h-y;, mitkonstantem
Schritt h.

70-16 Einzelschritte mit dem Euler-Verfahren

Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung eines geladenen Teilchens im kon-
stanten Magnetfeld i = —0.1 -9 ; § = 0.1 - £ mit den Anfangsbedingungen

z(0) = 10, y(0) = 0, (0) = 0, y(0) = 1 muss zuerst in ein System 1. Ordnung

transformiert werden. Anschlieend sollen drei Schritte nach dem Euler-Verfahren
mit Schrittweiten von 0.2 durch Berechnen aller Zwischenresultate ,,von Hand*
berechnet werden.

70-17 Euler-Verfahren analog zur Bibliotheksprozedur

Mit Hilfe des Funktions-Aufrufesfresult =

feval ('prozedurname’, parameterl, parameter?) lidsst sich eine
Prozedur zum Ld&sen eines Differentialgleichungssystems erstellen, welche diesel-
be Signatur aufweist wie die Bibliotheksprozeduren (z.B. ode45()), die aber nach
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dem ganz einfache Euler-Verfahren arbeitet. Der Quervergleich zwischen den Losun-
gen mit der selbst erstellten Euler-Losung und der Bibliotheksprozedur ode45 zeigt
bei Schwingungs-Differentialgleichungen das interessante Resultat, dass das einfache
Verfahren bei geniigend kleiner Schrittweite nur wenig vom professionellen Verfah-
ren abweicht, und zwar vorwiegend bei der Phasenlage.

Differentialgleichungen héherer Ordnung

70-18 Umsetzen von Differentialgleichungen héherer Ordnung in Systeme
erster Ordnung

Die Differentialgleichung des gedimpften, angeregten Oszillators

Y +dxy +w?sy = axsin(w *t) mit zB. w=2, d= 0.1, a = 0.5 soll zu den
Anfangsbedingungeny(0) = 0Oundy’(0) = 0 mit MATLAB gelost werden. Beachten
Sie besonders die Umsetzung in ein System erster Ordnung durch das Einfiihren einer
neuen Variablenz = y/. Die Regeln fiir das Erstellen des Funktions-M-Files und der
Aufruf mit vordefinierten Startwerten sind ebenfalls zu beachten!

yin=[0 0]’; [tsol ysol] = oded5(’dampedosc’, [0 20],yin)

70-19 Differentialgleichungen héherer Ordnung
Stellen Sie die Differentialgleichungssysteme auf fiir die folgenden Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung:

/"
ay’ =-y
by +0.1%xy’ +25%xy=0
o'V =0

Losen Sie diese mit MATLAB fiir die Anfangswertey(0) = 1und ', (v",y"") =0
im Bereichz = 0..4

70-20 Freier Fall mit Luftwiderstand

Wenn man der Differentialgleichung fiir den freien Fall”” = —g,

(y = Hohendifferenz zu Startpunkt, immer stérker negativ werdend, Erdbeschleu-
nigung g = 9.81 m/s?) einen Bremsterm proportional zuv?fiir den Luftwiderstand
beifiigt y” = —g + C - ()2, ergibt sich ein Grenzwert fiir die Fallgeschwindigkeit,
der natiirlich stark vom Bremsfaktor abhiingt (Fallschirm, Meteorit, Korperform des
Luftakrobaten). Experimentieren Sie mit dieser Differentialgleichung bei verschie-
denen Bremsfaktoren!

7021 Oszillator mit Parametereingabe von auBBen

Verwenden Sie die Moglichkeit, Variablen die als global’ deklariert sind, um die Ei-
genfrequenz, die Didmpfung und die Anregungsfrequenz aus dem, den ode-Loser auf-
rufenden Skript, in die Ableitungsfunktion hinein zu iibermitteln. Machen Sie damit
verschiedene Versuche iiber die Wirkung der Didmpfung, und der Differenz zwischen
Anregung und Eigenfrequenz.

70-22 Pendel ohne Kleinwinkel-Approximation
Ein Physikalisches Pendel bewegt sich ohne Reibung entsprechend der Differential-
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gleichung

G+ g/leys - sin(a) = 0 fiir den Auslenk-Winkela. (Die effektive Liingel, f ; ergibt
sich aus dem Ausdruck©®/(m - d) mit dem Rotations-Trigheitsmoment®©, der Ge-
samtmasse des schwingenden Korpersn und der Distanzd zwischen Drehpunkt und
Schwerpunkt.

Losen Sie diese Gleichung numerisch und vergleichen Sie das Resultat mit demjeni-
gen der Kleinwinkel-Approximationsin(a) ~ a, also

G+g/legs-a=0!

(Das reale Pendel schwingt bei grosseren Amplituden langsamer.)

Systeme von Differentialgleichungen

70-23 Schiefer Wurf in 3D

Ein einfaches System von 3 Differentialgleichungen je 2. Ordnung sind die Bewegun-
gen unter alleiniger Wirkung der Schwerkraftz” =0, ¢” =0, 2" = —9.81. Die
Losung mit MATLAB ergibt ein System mit 6 Variablen. Die Anfangsbedingungen
koénnen zg, yo, zo alle Null setzen, die Anfangsgeschwindigkeiten (in m/sec) bestim-
men dann die Flugbahn.

(2, sollte positiv sein und mindestens eines derzy, y{, verschieden von 0).

70-24 Radioaktiver Tochterzerfall

Unter der Annahme, dass beim Start/Vy Kerne des Isotopes N mit der Zerfallskon-
stanten \,, und keine des Tochterkerns MMy = 0 mit \,, vorhanden sind soll das
System von gekoppelten Differentialgleichungen

dN/dt = =\yN(¢t) und dM /dt = —Am M (t) + A N(t) gelost werden. (Die beim
Zerfall des Typs N entstehenden Tochter-Isotope vom Typ M zerfallen selbst mit der
Zeitkonstante \p,.)

70-25 Geladenes Teilchen in 2D im konstanten Magnetfeld

Ein elektrisch geladenes Teilchen im konstanten Magnetfeld senkrecht zur x-y-Ebene
bewegt sich auf einem Kreis. Demonstrieren Sie diese Tatsache durch Ldsen des
Differentialgleichungs-Systemsi = —C - vy, und §=C - vg.

70-26 E x B -Drift:

Berechnen und zeichnen Sie die Bahnen von geladenen Teilchen unter dem Einfluss
eines konstanten Magnetfeldes, das von oben senkrecht in die Tafelebene zeigt und
einem simultanen elektrischen Feld in x-Richtung. Zur Beschleunigung senkrecht zur
momentanen Geschwindigkeit, verursacht durch das Magnetfeld, wie in der letzten
Aufgabe (z = —C - vy und § = C - v;) kommt eine konstante Beschleunigung in
x-Richtung durch das E-Feld hinzw:Az = k - E.

70-27 3D-Bahnen unter konstantem Magnetfeld beliebiger Richtung
Bestimmen Sie aus der allgemeinen Formel fiir die Lorentz-Kraft' = e - v x B
die 3D Bewegung eines geladenen Teilchens in einem beliebigen konstanten Ma-
gnetfeld (B, By, B:]") durch Aufstellen, Transformieren und Losen der Differenti-
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algleichung.

70-28 Massenpunkt im Potentialtopf:

Bestimmen Sie die Bahngleichungen einer in einem parabelformigen, rotationssym-
metrischen Topf reibungsfrei gleitenden Kugel und integrieren Sie einige Beispiel-
bahnen!

Traktrix und andere Verfolgungsprobleme

Weitere Information finden Sie unter:
www.solvingproblems.ethz.ch/sample.pdf
www.educ.ethz.ch/unt/um/mathe/gb/Verfolgungsprobleme.pdf

7029 Klassische Traktrix-Differentialgleichung

Beim Start befinde sich ein Holzklotz bei der Positior{0/a) und der wandernde Punkt
im Abstand a bei (0/0). Der durch die Schnur konstanter Linges mit dem wandern-
den Punkt (2., /yw ) verbundene Klotz bewegt sich auf einer Traktrix (auch Tractrix),
wenn sich der Punkt entlang der x-Achse bewegt.

Die direkte numerische Suche nach einer Funktiony(z) versagt hier wegen

y'(0) = —oo.

Die Suche nach einer Parameterdarstellungz(t), y(¢), und dem Ansatz

(Tw/Yw) = (vw - £/0), mit dem Systemz = vy - (xw — x)/a, § = —vw - y/a fihrt
zu einer erfolgreichen numerischen Losung. Vergleichen Sie diese fiir verschiedene
Wandergeschwindigkeitenv,,!

70-30 Verallgemeinerte Traktrix

Als Verallgemeinerung der klassischen Traktrix kann man den wandernden Punkt auf
einer beliebigen Kurve(z (t) / yw(t)) wandern lassen. Zudem kann man die Schnur
durch eine Stange ersetzen, so dass der Holzklotz nicht nur gezogen, sondern auch
geschoben werden kann.

Die Zeitfunktion des wandernden Punktes kann in derselben Rahmenfunktion einge-
baut werden und ist dann im Innern der Ableitungsberechnung aufrufbar. Der Bewe-
gungsvektor des Schleppersdzy, /dt, dyw/dt muss in die Schnur/Stangenrichtung
Tw — T, Yw — y projiziert werden, umdzx/dt, dy/dt zu erhalten. (Der Anteil senk-
recht zur Schnur dreht nur deren Richtung ohne den Klotz zu bewegen). Bei gegebe-
ner Zeitfunktion des wandernden Punktes ergibt sich die Linge: implizit aus dem
Startpunkt des geschleppten Holzklotzes.

70-31 Weitere Verallgemeinerung - variable Linge

Wenn dem “geschleppten” Objekt eine eigenstindige Geschwindigkeit zugewiesen
wird, aber weiterhin in Richtung auf den wandernden Punkt hin, so erhélt man die
vielerorts beschriebene Jogger-Hund Differentialgleichung bzw. die “Hundekurve”
entlang derer ein Jagdhund seinem Meister nacheilts = vy - (zw — x)/|svec|,

¥ =vg - (yw — y)/|svec|, mit svec = [Tw — ; Y — Y-

Allgemein gehoren diese Aufgabenstellungen in die Kategorie Verfolgungsprobleme.



70-32 Das Verfolgungsproblem der vier Kafer

Das Verfolgungsproblem einer Anzahl von Kifern ist, wie die Taktrix, ein uralter
Klassiker. Im Beispiel mit vier Kéfern sind deren Bahnen gesucht, wenn diese an den
Ecken eines Quadrates starten und jeder Kéfer mit konstanter Geschwindigkeit auf
den niichsten in der zyklischen Abfolge der Ecken zusteuert. Also K1 verfolgt K2,
K2 verfolgt K3, etc. bis K4 wieder K1 verfolgt. Programmieren Sie die numerische
Losung dieses Problems und freuen Sie sich an der Asthetik der Losungsgrafik!

70-33 Aquitangentiale

Ein Umkehrproblem zur allgemeinen Traktrix ist das Suchen einer Aquitangentia-
le: Zu einer gegebenen Kurve (Hinterrad-Spur) ist diejenige Kurve (Vorderrad-Spur)
gesucht, zu welcher die vorgegebene die Traktrix darstellt. Diese ist nicht durch ei-
ne Differentialgleichung gegeben, sondern kann ganz einfach numerisch konstruiert
werden, indem man an eine Serie von Punkten der gegebenen Kurve jeweils die Tan-
genten mit gleichbleibender Linge (Radstand) anfiigt. Zeichnen Sie dazu zwei Bei-
spiele: Gerade, Kreisbogen (90 bzw. 180 Grad), Gerade. Vergleichen Sie Thre Resul-
tate mit der Beobachtung eines Buschauffeurs.

Spline-Interpolationsfunktionen

70-34 Spline-Interpolationsfunktion als Randwertproblem

Die Spline-Funktion erfiillt die Differentialgleichung//V") = 0. Suchen Sie die ana-
Iytische Losung dieser Differentialgleichung. Diese ergibt ein Polynom 3.Grades, das
durch die zwei Stiitzwerte an den Intervallrindern und die zwei Ableitungen an den

Intervallrindern eindeutig bestimmt ist (Randwertproblem).

a) Stellen Sie die Gleichungen fiir die Bestimmung der Polymomkoeffizienten
as, az, ay, ag auf! (Beispiel-Werte:y(0) = 1, y(1) = 1.2, %/ (0) = 0.5,

y'(1) = —0.7).

b) Elementfunktionen: Bestimmen Sie die 4 Elementfunktionen, zur kubischen
Spline-Interpolation (jede hat ihre eigenen 4 Koeftizienten), so dass fiir jede Funk-
tion eine der Bestimmungsgrofen 1 und die andern drei Bestimmungsgréen = 0
sind.

Die so gefundenen Funktionen sind die Elementfunktionen fiir eindimensionale finite
Elemente.

70-35 Elementarfunktionen der Spline-Interpolation
Testen Sie die Symmetrieeigenschaften der elementaren Spline-Funktionen

Bl [1000],B2[0100], B3[ 0010171, B4&[O0O0O0T1]

die Werte entsprechen [y0 y1 y0’ y1'].

Formulieren Sie diese Polynome zuerst als Polynome 3. Grades in ’t’.

Zeigen Sie, dass durch Ersetzen vort durch (1 —¢) B1 und B2, sowie B3 und B4 ihre
Rolle vertauschen.

Faktorisieren Sie diese 4 Polynome und suchen Sie den Zusammenhang zwischen
den Faktoren und den Nullstellen mit horizontaler oder schriger Tangente.
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7.0.1
Miniprojekt zu den Differentialgleichungen

701 Algen- und Fischbestand

Stellen Sie das Differentialgleichungssystem auf fiir das durch die logistische Glei-
chung beschriebene Algenwachstum in einem Teich, wobei zusitzlich angenommen
wird, dass die Algen als Nahrung fiir eine groBe Zahl von kleinen Fischen dienen
(Algenfrass proportional zu Algendichte mal Fischdichte). Die Reproduktionsrate
der Fische wird dann als proportional zur Algendichte angesetzt und die Sterberate
der Fische proportional zum Quotienten Fischdichte/Algendichte. Im Gegensatz zum
Jéger-Beute Ansatz der Lotka-Volterra Gleichung kann die Populationsdichte der Fi-
sche fiir deren Nachzucht vernachlissigt werden, da Fische normalerweise einen rie-
sigen Uberschuss an Laich produzieren. Beobachten Sie die zeitliche Entwicklung
dieses simulierten Systems fiir verschiedene Werte der Grundparameter zum Algen-
wachstum, zum Sattigungswert der Algendichte, zur GefriBigkeit der Fische und zur
Reproduktionsrate der Fische in Abhéngigkeit von der Algendichte.
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Selbsttests zum Kapitel 7

Testserie 7.1

T711)

T712)

T713)

T714)

T715)

Verstiindnisfragen

— Wodurch unterscheidet sich ein Differentialgleichungs-System von einem ‘“nor-

malen” linearen Gleichungssystem?

— Wieviele Differentialgleichungen 1. Ordnung umfasst ein System zur Losung

von drei Differentialgleichungen, die jede von 2. Ordnung sind? (z. B. Bewe-
gungsgleichungen eines Massenpunktes im Raum.)

— Die ode-Prozeduren in MATLAB beniitzen alle eine interne Schrittweitensteue-

rung beim Suchen der Losung. Worauf muss man deshalb bei der grafischen
Darstellung der Resultate achten?

— Warum muss man beim Erstellen der Funktion zur Bestimmung der Ableitungen

einen Eingabeparameter mit der aktuellen unabhiingigen Variablen (i.A. der Zeit)
in die Parameterliste aufnehmen, auch wenn man diesen Wert bei autonomen
Systemen gar nicht benotigt?

Stellen Sie die M-Files zusammen, welche die Differentialgleichung der Entlee-
rung eines vertikal stehenden zylindrischen Tanks von 2.6 m Durchmesser und
3.5 m Hohe durch eine Offnung von 80 mm Durchmesser beschreiben! Die Aus-
flussgeschwindigkeit kann mit,/2gh angenihert werden. (g Erdbeschleunigung,h
Fliissigkeitsstand tiber Ausfluss)

Erstellen Sie die M-Files zur Beschreibung der Bahnen von elektrisch geladenen
Teilchen in der Ebene, zu welcher ein Magnetfeld mit der Stéirke proportional zur
x-Koordinate senkrecht steht.

Zum folgenden System von Differentialgleichungen

d’z dy
az =00y
dzy dx
a2 =0y

z(0)=0 und y(0) =20
#(0) = 1.0 #(0) =0
ge System 1. Ordnung bestimmt werden. AnschlieBend sind zwei Losungsschritte
nach dem Euler-Verfahren mit je einer Schrittweite vonlt = 0.2 durchzurechnen.
Erstellen Sie ein Skript zur Losung der Differentialgleichung” + 0.1 -y = 0
mit dem Paket fiir symbolisches Rechnen. Die Anfangsbedingungen dazu sind:
y(0) =10, 4'(0) = 1.

mit den Anfangsbedingungen soll das zugehori-
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Testserie 7.2

T721)

T722)

T723)

T724)

T725)

Verstindnisfragen

— Wieviele Anfangswerte sind zur Festlegung der Losungen einer einzelnen Dif-
ferentialgleichung 3. Ordnung nétig.

— Warum wird bei der Losung mit der Laplace-Transformation der Zusatz-
Aufwand von Transformation und Riicktransformation in Kauf genommen?

— Was passiert, wenn man versucht, eine steife Differentialgeichung mit konven-
tionellen Losungsmethoden zu bearbeiten?

— Welcher Typ von Vektor muss als Riickgabe-Parameter bei der Ableitungs-
Berechnung definiert werden?

Formulieren Sie ein M-File fiir die numerische Losung der Differentialgleichung
der Kettenlinie: 4/ = p - /1 + (3/)2. Fiir die Startwerte soll der tiefste Punkt
y(0) = 0; %/ (0) = 0 gewihlt werden.

Formulieren Sie die Ableitungs-Berechung als eingebettete Funktion, so dass als
Parameter der Rahmenfunktion verschiedene Werte des Kriimmungsparameterg
im Scheitelpunkt wihlbar sind.

Erstellen Sie die M-Files zur Losung der Differentialgleichung’ = —x/y mit dem
Paket fiir symbolisches Rechnen.

Formulieren Sie ein Skript zum Lsen der logistischen oder Verhulst Gleichung
y' = c-y- (1 —y/M) mit der Methode der Laplace Transformation. Als Anfangs-
bedingung solly(0) = 1 gewihlt werden, und fiir die Parameter sollerc = 0.2 und
M = 20 eingesetzt werden. (Fiir die Losung der algebraischen Gleichungen im
Laplace-Raum miissen die Termel aplace (y (t) ) durch einfache symbolische
Variablen ersetzt werden.)

Erstellen Sie die M-Files fiir die numerische Losung der Differentialgleichung des
freien Falls: a) unter Vernachlidssigung des Luftwiderstandes, und b) unter Einbe-
zug einer BremskraftF = —C - |v|? - ©/|v|, die proportional zur Geschwindigkeit
im Quadrat ist.
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Ubungen zum Kapitel 8

Zusammenfassung grosser Datenmengen

80—1 Median und Quartile fiir einfache Folge

Bestimmen Sie den Median und die Quartile fiir die gleichverteilte Folge der ganzen
Zahlen von 10 bis 30.

80-2 Median und Quartile bei Sdgezahn-Funktion

Berechnen Sie den Median und die Quartile fiir die Daten mit den Sigezahn-
Funktionen als Hiufigkeits-Diagramm: 1x1, 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 (21 Elemente)
und 6x6,5x5 etc. (das Spiegelbild).

80-3 Parameter der Differenzbasierten Familie

Fiir die beiden Sigezahn-Datensitze sollen je die Werte fiir Mittelwert, Standard-
abweichung, Schiefe und Exzess berechnet werden. Welche Siigezahn-Funktion hat
welche Schiefe?

80-4 Parameter bei einzelnen Datenpunkten
Bestimmen Sie den Median und die Quartile, sowie den Mittelwert und die Standard-
abweichung fiir die auf drei Werte verteilten Daterb x (—1),10 x 0,5 x 1

80-5 Quantile von normalverteilten Daten

Erzeugen Sie in mehreren Versuchen mitrandn jeweils einen normalverteilten Da-
tensatz von 20, 100, und 1000 Werten. Bestimmen Sie fiir jeden die 20.40, 60 und
80-Percentile.

80-6 Elementare Glockenkurven

Durch die Funktioneny = max (0, (1 — 2%))* werden fiir k = 1 die umgekehrte Pa-
rabel und fiirk > 1 verschiedene Glockenkurven definiert. Bestimmen Sie fiir einige
dieser Fille o (p ist immer Null) und die dazu passende Gauf3’sche Glockenkurve
und erzeugen Sie eine gemeinsame Grafik der Kurvenpaare.

80-7 Vergleich zu Normalverteilungs-Dichte
Testen Sie die Nihe bzw. die Abweichung der in 80-6 beschriebenen Glockenkurven
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y = max(0, (1— :1@2))]C zur Normalverteilung mit Hilfe der Funktionemygpl ot und
normplot

80-8 Daten in Klasseneinteilung

Erzeugen Sie mit rand einen Datensatz mit der NormalverteilungN (z, 5, 2) und
1000 Punkten. Ordnen Sie diese in Klassen der Breitd).25 ein (binning). Berechnen
Sie < = > und s fiir die Verteilung der Klassenhiufigkeiten. Bestimmen Sie aucly;,
mit der Sheppard’schen Korrektursi =32 —b?/12.

Wahrscheinlichkeitsrechnung

80-9 Buchstaben-Anordnungen

Auf wieviele Arten kdnnen die Buchstaben des Wortes " MAMMAMIA’ angeordnet
werden?

80-10 Gruppeneinteilung
Auf wieviele Arten kdnnen aus 20 Personen vier Fiinfergruppen zusammengestellt
werden?

80-11 Kursteilnehmer-Zuordnung
Auf wieviele Arten kdnnen 15 Kursteilnehmer in Fiinfergruppen aufgeteilt und drei
Kaursleitern zugeordnet werden.

80-12 Halbzeitresultate
Wieviele verschiedene Halbzeitresultate sind bei einem Fussballspiel moglich, das
5:6 endete?

80-13 Tanzpartner

In einem Tanzkurs erscheinen an einem Abend 5 Herren und 7 Damen, so dass eine
Dame den Herrenpart iibernehmen muss. Wieviele Moglichkeiten von 6 Tanzpaaren
auf der Tanzflache sind denkbar?

80-14 Seltene Miinzwurf-Félle

Bei 15 Miinzwiirfen nacheinander wird gesucht, wie viel hiufiger die Resultate 1 mal
Kopf, bzw. zweimal Kopf und sonst immer Zahl sind als das spezielle Resultat 15 mal
Zahl.

80-15 Telefonnummern
Wieviele fiinfstellige Telefonnummern kénnen in einem Kreis mit derselben Vorwahl
vergeben werden, wenn man beriicksichtigt, dass fiir die erste Ziffer O und 1 ausfallen.

80-16 Augensumme bei zwei Wiirfeln
Wieviele Moglichkeiten gibt es, mit 3 Wiirfeln die Augensumme 10 zu erhalten?



80-17 Fiinf Wiirfel

Beim Wiirfelspiel “Yahtzee” werden 5 ununterscheidbare Wiirfel gleichzeitig gewor-
fen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass beim ersten Wurf a) drei gleiche
Augenzahlen oben liegen; b) vier gleiche Augenzahlen oben liegen; ¢) ein *“full hou-
se” vorliegt, also drei und zwei zueinander passende Augenzahlen erscheinen. (Die
vollstindige Diskussion dieses Spiels wird durch die Moglichkeit zum “Verbessern”
wesentlich komplizierter. Zweimal diirfen beliebig auswiihlbare Wiirfel nochmals ge-
worfen werden.)

Effekt der grossen Zahlen

8018 Statistische Bestimmung der Zahl Pi

Erzeugen Sie mit rand eine grossere Anzahl von Paarenzy, . yy, je gleichverteilt
iiber [0 1]. Zihlen Sie dabei, wie oft die Bedingungxi + y,% < 1 erfiillt ist (dann
liegt der Punkt im Viertelkreis um(0/0) ). Das Verhiltnis innen/total néhert sich so
dem Wert /4 an.

80-19 Annéaherung an den Durchschitt

Bilden Sie mit dem Wiirfelsimulator mehrere Vektoren der Linger, in denen die
simulierten Augenzahlen stehen. Berechen Sie daraus je den seit dem Start aufge-
laufenen Durchschittswertcumsum (v) ./ (1 :n). Fiir Werte vonn tiber 1000 (bis
10000) ist die sukzessive Anndherung an den Durchschittwert von 3.5 in einer Grafik
eindriicklich zu bobachten

80-20 Binomialverteilung zu grossen Zahlen

Erzeugen Sie mity = pdf ('binomial’, x, n, 0.5)mehrere Binomialvertei-
lungen zu Versuchszahlenn = 10, 20, 40, 80, alle mit dem Parameterp = 1/2.
Vergleichen Sie die Resultate jeweils mit Hilfe vomormf it mit der Normalvertei-
lung.

Statistische Verteilungen

80-21 Abfiillmaschine

Eine Abfiillmaschine fiir 1kg-Sicke Mehl weist einen normalverteilten Fehler mit
einer Streuung von 4 Gramm auf. Wie hoch muss man den Mittelwert vorwihlen,
damit weniger als 1% der abgefiillten Sicke einen Inhalt von weniger als 995 Gramm
aufweisen. (Zuviel ist erlaubt, da reklamiert der Kunde nicht.)

89



90

8.1
Miniprojekt zur Wahrscheinlichkeitsrechnung

801 Ziehungen ohne Zuriicklegen

Erstellen Sie ein MATLAB Programm, das den Bayes’schen Baum einer Anzahl
Ziehungen ohne Zuriicklegen auflistet mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten fiir
die jeweiligen Farbkombinationen der Kugeln. Als Eingabe sollen die Anzahl Farben
(maximal 6, 'rgbcmy’) und die jeweilige Hiufigkeit in der Startkombination, sowie
die Anzahl Ziehungen vorgewdhlt werden.



8.2
Selbsttest zum Kapitel 8

Testserie 8.1
T811) Verstiandnisfragen

— Wie kann aus einer stetigen Dichtefunktion ein Wahrscheinlichkeitswert gewon-
nen werden?

— Wieviele Permutationen gibt es fiir die Buchstaben ’"AAAAAB’

— Wie gross ist die Spannweite eines Datensatzes, ausgedriickt im Interquartils-
Abstand, nachdem Ausreisser ausserhalb des Faktord .5 eliminiert wurden.

— Welcher Prozentsatz aller Werte einer Normalverteilung liegen innerhalb des In-
tervalls p — 20..p0 + 207

T812) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten fii0 bis 5 gehaltene Tore bei 5-maligen
Elfmeterschiessen falls der Torhiiter im Mittell /10 der Schiisse hilt. Vergewissern
Sie sich, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiterl ergibt.

T813) Erstellen Sie eine Grafik mit der diskreten Binomialverteilung fiin = 30 und
p = 1/2 und zeichnen Sie die passende Normalverteilungs-Dichte hinein.

T814) Bestimmen Sie die theoretisch moglichen Halbzeit- und Endresultate nach der re-
gulidren Spielzeit fiir ein Fussballspiel, das nach der Verlédngerung : 4 stand. Be-
achten Sie den Gleichstand nach der reguliren Spielzeit!

T815) Zeichnen Sie die Wahrscheinlichkeits-Tabelle (Bayes-Baum) fiir die Ziehung von
zwei Kugeln ohne Zuriicklegen bei urspriinglich zwei weissen und zwei roten Ku-
geln!
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Lésungshinweise
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11
Lésungshinweise zum Kapitel 1

111
Im Text eingebettete Ubungen

Ubung 12-1  Allgemeine nxm Matrix: n*m Freiheitsgrade.

Diagonalmatrix, nxn: n FG.

Obere Dreiecksmatrix nxn:n * (n + 1)/2 FG.

> Das istn?/2 plus halbe Diagonale =n?/2 + n/2 = n(n + 1)/2.

Gleichzeitig obere und untere Dreiecksmatrix: Diagonalmatrix.

Gewohnlicher (Spalten-) Vektor ist eine hohe Matrix.

Nebendiagonalen in nxn, je n-1, also total 2*n-2.

“Indicating the size of a matrix, the number ofrows is followed by the number of
columns.”

Ubung 12-2  4x5 Matrix: rechts oben (1,5); rechts unten (4,5); links unten (4,1);
Mitte der untersten Zeile (4,3).

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

Ubung 12-3  Eine 4x4 Matrix hat in der Diagonalen die Indizes (1,1), (2,2), (3,3)
und (4.,4).

Ubung 124  Transponierte eines Zeilenvektors und einer breiten Matrix:

; 1 10
2T = 3 ., MT=1{ 2 20
) 3 30
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Ubung12-5 A= (

co Ut N
o o w
W N =
S Ut

© 0 3
N——

1

4 AT =
7

2 4 6

A+ A=2xA= 8 10 12

14 16 18
Bemerkung: A + AT ist symmetrisch, A — AT ist antisymmetrisch.

2 6 10 0 -2 —4 )
A+ AT = 6 10 14 A—AT = 2 0 —2 | Diegleiche Ubung mit

10 14 18 4 2 0
MATLAB:
A=1[123;456; 78 9]
A", A'+A A-A', A+A

Ubung12-6  A’*Aund A*A’ existieren immer und sind symmetrisch, A*A existiert
nur fiir quadratische Matrizen.

14 32 50 66 78 90
AxAT = 32 77 122 AT« A= 78 93 108
50 122 194 90 108 126

30 36 42 )

Ax A= 66 81 96 | Die gleiche Ubung mit MATLAB:
102 126 150

A= 1[123; 45¢6; 78 9]

A'* A, A*A’, A*A

Ubung 13-1 — Diagonalmatrix:

function dln = getdiagln (ndim)

dln = zeros (ndim) ; % erzeugt Nullmatrix ndim x ndim

for k=1l:ndim % Einfuellen l:ndim in Diagonale
din(k, k) = k;

end

end %function

Ubung 13-2 — Indexwertmatrix:

function iwm = indwertmatqg(ndim)
Indexwert-Matrix quadratisch

o° oe

Element-Werte (zweistellig) zeigen Indizes an

iwm = zeros (ndim) ;
for zei=l:min(ndim, 9) % Absicherung: ndim einstellig
% Hinweis: zei ist '‘maximal’ 9 heisst zei = min(ndim, 9)
% also Begrenzung auf Maximalwert mit min ()
for spa = 1l:min(ndim, 9)
iwm(zei, spa) = 10*zei + spa;
end
end

end %$function



Ubung 13-3, Erstellen einer Distanztabelle

% makedisttab.m
= [4634 4478 3820 1620 678]
% repetiere v 5 mal vertikal, 1 mal horizontal

<

H = repmat(v,5,1); % jede Spalte enthdlt Hoehe 5 mal
Dtab = H — H' % antisymmetrisch! meist nur unterer Teil

o3

% oder auch

onesvert = ones(5,1);
G = onesvert*v; % Dyadisches Produkt

Dt2 = G - G’

Ubung 15-1

polygonimkreis

zuerste alle im Einheitskreis
for eck = 3:12

wtab = (O:eck)*2*pi/eck + pi/2;

plot (cos (wtab), sin(wtab)) ; hold on
end

o
)
o
]

axis equal; hold off;
disp (' <ret> druecken zum weiterfahren’), pause

o)

% dann alle mit Seitenlaenge 1
rvec = 0.5/sin(pi./(3:12)); % r damit Seite=1
for eck = 3:12
wtab = (0O:eck)*2*pi/eck + pi/2;
Arrays beginnen bei 1, Seitenzahl aber bei 3
also ind = eck-2
plot (rvec (eck-2) *cos (wtab) , rvec (eck-2) *sin(wtab)) ;
hold on
end

e o

axis equal; hold off

11.2
Lésungen der allgemeinen Ubungen zum Kapitel 1

Einfache Berechnungen

10-1 Die Erde in Zahlen

rfm] = 40000¥1000/pi/2 = 6.366E06, V[m3] = 1.0808E21 rho [t/m3] =
5.97E21/1.0808E21 = 5.52

10-2 Mond und Sonne

w = 30/360/60%2*pi = 0.009018, (Winkel in Radian)
DL = w*384400 = 3466 km, (Monddurchmesser)
DH = w*150E06 = 1.35E06 km (Sonnendurchmesser)
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10-3 Der Eiffelturm

r=sqrt(2)*160/2 = 162.6 [m], (Radius umschreibender Zylinder)
V=r*r*pi*320 = 1.26E07 [m3], (Luftvolumen)

MLuft = V*0.0012 = 15400t (Masse der Luft ) > MEisen

104 Physikalische Arbeitsleistung eines Bergwanderers
P = m*g*h/t = 75%9.81*300/3600 = 61.3 W (Vergleich: Hometrainer-Einstellung je
nach Fitness 80-200 Watt, 1 PS =750 W)

10-5 Wieviele Sekunden hat ein Jahr?

sd = md*60 = 86400, mw = md*7 = 10080,

sw = mw*60 = 604800, my =md*365 =525600, sy =my*60 = 31536000,
hw =24*7 =168, hy =365%24 = 8760

10-6 Wie weit kommt ein Tanklaster mit seiner eigenen Ladung?
20000/15*100 = 133’ 333 km, mehr als 3 mal um die Erde.

10-7 Berechnungs-Spass beim Essen
300 cm3 / (0.6 * 0.6) cm? = 833 cm = 8 Meter Pommes frites.
300/(0.1*0.1*pi) = 9549 cm = 95 m Spaghetti, also etwa 100 Meter.

10-1 bis 10-7 als M-File

% rechenbeisplto?
%% 10-1 Erde in Zahlen

Ukm = 40000;

rmet = Ukm*1000/ (2*pi) % = 6.3662e+06
vm3 = 4*pi/3*rmet”3 % = 1.0808E21
Mston = 5.97e21l

rho = Mston/vVm3 % rho = 5.5239

%% 10-2 Mond und Sonne

Dmkm = 384400

Dskm = 150e6

Siwimin = 31

Siwideg = Siwimin/60 % = 0.5167

format shortE

Siwirad = Siwideg*pi/180 % = 9.0175e-03
DiamMkm = Siwirad*Dmkm % = 3466 km(=0.27*DiamErde)
DiamSkm = Siwirad*Dskm % = 1.35e+06
%% 10-3 Eiffelturm

Zylrad = sqgrt(2)*160/2 % 113.2

Zylh = 320

Zylvolm3 = Zylrad”2*pi * Zylh % 1.2868e+07

rholuft = 0.0012 t/m3

ZylMasse = Zylvolm3*rholuft 1.5442e+04 = 2*7000

o
El
o

o



%% 10-4 Bergwanderer hier alles in SI Einheiten (mks)
format short

Mw = 75 ; g = 9.81 ; H = 300;

delE = Mw*g*H

o o0 oo

T=1%* 60 * 60 = 3600

P = delE/T = 61.3 Watt

%% 10-5 Sekunden, Minuten, Stunden, Jahre
md = 24*60 % = 1440

sd = md * 60 & = 86400

mw = 7*md % = 10’080

sw =mw * 60 % = 604’800

ny = md*365 % = 5257600

sy =my * 60 % = 31'536'000

slife = sy * 80 % = 2.5e09 = 2.5 Milliarden
hw = 24*7 = 168

o o

hy = 24*365 % = 8760

%% 10-6 Tanklaster

Vol = 20000 % Ladung; 20 Tonnen/Liter

Verbr = 15 % Liter/100 km

Dist = Vol/Verbr *100 % 1.33e05 = 1337000 km
133000/40000 % = 3.3 mal um die Erde

%% 10-7 Essen

Vol = 300 % Kubikcentimenter, etwa gleich Gramm
Qfrit = 0.6*0.6 % = 0.36 cm2

Lfrit = Vol/Qfrit % = 833 cm = 8.3 m
Qspag = 0.2*0.2*pi/4 % D*D*pi/4 = 0.0314 cm2
Lspag = Vol/Qspag % = 9549 cm = 95 m

Produktschreibweise mit '*

10-8 Binomische Formeln
Als Beispiel:
a”4d - 4*a"3*b + 6*a"2*b"2 - 4*a*b"3 + b"4

syms a b
bino = a”4 - 4*a"3*b + 6*a”"2*b"2 - 4*a*b"3 + b"4
factor (bino)

Implizite Schleifen und Summen

10-9 Summen von natiirlichen Zahlenreihen
Beispiel: Summe 1..99 = sum(1:99) = 99*100/2 = 4950
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syms a b d
symsum(a:d:b)

10-10 Summen von allgemeinen arithmetischen Reihen
Beispiel: Summe 20:2:40 = 330 = 11*60/2
Und nun nur froéhlich weiter experimentieren!

10-11 Summenwert von magischen Quadraten
SMQL(®3) = 15, SMQL(4) = 34, SMQL(6) = 111, SMQL(9) = 369

Matrixdefinition

10-12 Jedes Element hat seinen Platz!

Z01=[12:;341,202=[12:;43]1,7203=[13;241,Z204=[13:42], etc.
724 =143;21], z. B. Z24 = flipud(filplr(Z01))

10-13 Zeilen und Spalten
z.B. V =reshape(2’,3,4)

%reshapetry Test der reshape-Funktion
format compact
E=1:12, C =

D = reshape (E,

N

Il

-

0]

w

=y

©

o)

®

=
S W N H

( ’ !
S = reshape (E, 6,2
S2 = reshape(C, 6,
cnpb = S == Z'
cmp3 = D == V'

)
)
! r )
D,4,3) % V, V2 identisch
)
2

S, 82 identisch
nur 1. und letztes Element
sind gleich!

o

)

o o

10-14 Matrizen als Bestandteile von Matrizen
Q=1[10; 01], H=1[Q Q; ©Q], S = [ HH; H H]

10-15 Vektoren zu Matrizen zusammenfiigen

1 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 01 1 1
L= 1 1 1 0 R= 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0 1

10-16 Matrizen aneinanderfiigen

I6=eye(6), kurz = zeros(l,6), lang = zeros(l,7)
R7 = [ kurz’ I6; langl]
L7 = [lang; 16 kurz']
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10-17 Wiirfelkoordinaten

A= [00O0]" ; B=[100]"; C=1[11¢0]"; D=1101201";
E=[0011]" ; F=[101]'"; G=[111]"; B =[0111";
Wl =[ABRCDAEFBRBFGCGHTDHE];

plot3 (WL (1, :),Wl(2,:),WL(3, :))

axis equal

Mit der Schaltfliche mit dem runden Pfeil und anschlieBender Cursorbewegung die
Kameraposition variieren!

10-18 Einmaleins-Tabelle

P=[] ; % zuerst ist P leer
for k=1:10

P = [P ; k:k:10*k]; % neue Zeile unten angefuegen
end

10-19 GroBter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches

ggtkgv.m Test der Formel ggT*kgV = r"2
Funktionen ggT: gcd greatest common divider
kgV: lcm least common multiple

o0 o° oe

v =1[ 4 7 13 20 36 49 64 72 1;
e = ones (1, length(v));

H = v’'*e % dyadisches Produkt

T = gcd(H,H"), V = 1lcm(H,H") % beide symmetrisch!\\
T .*V — v'*v % (= Nullmatrix)
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Fachausdriicke zur Matrizentheorie

10-20 Welche der folgenden Aussagen sind wahr?  —Ja, eine symmetrische
Matrix ist quadratisch.

—Ja, denn durch Transponieren wechselt das Vorzeichen.

— Nein, sondern das Neutralelement der Addition, NE der Multiplikation ist I.

— Nein, eine Diagonalmatrix kann auch in der Diagonalen Nullen haben, dann ist sie
singuldr.

—Ja, (nxn)*(nx1) = (nx1), der Resultatvektor hat dieselbe Linge.

— Ja, (nxm)*(mxn) ist immer moglich und ergibt (nxn). Der ungewthnlichste Fall
(nx1)*(1xn) ergibt aus zwei Vektoren eine Matrix und heilt ,,dyadisches Produkt*.
—Ja, die Definition einer symmetrischen Matrix lautet gerade M” = M.

10-21 Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

T = rand(4)

S =(T+T')/2

A= (T -T"y/2
Chk = (T 4+ T')/2 + (T - T')/2
% = 2*T/2 =T

10-22 Charakteristische Eigenschaften von speziellen Matrizen
Sinx(n+1)/2Fg; A:inx(n—1)/2Fg;

Nl: OFg.; D:nFg.; [:0Fg.;

Rinx(n+1)/2Fg; Linx(n+1)/2Fg.

Nlist D, NlistS, NIlistA,

DistS, TListS, listD, DistR, DistL.

Hilfsfunktionen zum Erzeugen von Matrizen

10-23 zeros(), ones(), eye()
7z.B. A = ones(5) - eye(5)

10-24 diag()
Di = diag(1:2:29)

10-25 Block-Diagonalmatrizen
n=14; z = [ eye(n) eye(n) eye(n)]

= [z ; z; z]; % oder
Bb = repmat(z,3,3); spy(B)
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10-26 Quadrieren von magischen Quadraten
Beispiel fiir n=3 im File magquadquad.m

o)

% magquadquad.m Quadrieren mag. Quadrat M(3)

M=magic (3) ; MM= [];
for k=1:3
H= [ (M(k,1)-1)*9*ones (3)+M

M
(M(k,2)-1)*9*ones (3)+M
(M(k, 3)-1)*9*ones (3) +M] ;

end

MM

% Test der Zeilen- und Spaltensummen
sum (MM)

sum (MM’ )

Logische Operatoren angewandt auf Matrizen

10-27 Invertiertes Schachbrettmuster

E = zeros(7); E(6,3:6)=1;
E(4,3:5)=1; E(2,3:6)=1

Ubungen zum Programmieren von Schleifen

10-29 Indexwert-Dreiecksmatrix

function rimat = iwmatr (ndim)
function rimat = iwmatr (ndim)

o
6]
o
]

Rechts-Dreiecks—Matrix mit Index-Werten

rimat = zeros (ndim)
for spa = l:min(ndim, 9) % alle Spalten
% (min: Absicherung gegen zweistelliqg)
for zei = 1l:spa % nur Zeilen bis Diag. (spa, spa)
rimat (zei, spa) = 10*spa + zei;
end
end

end %$function
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10-30 Fiillen einer Dreiecksmatrix

function rones = triuones (ndim)
% Rechts-Dreiecks—-Matrix mit Einsen fuellen
rones = zeros (ndim) ;
for zei = 1l:ndim % alle Zeilen
for spa = zei:ndim % nur Spalten ab Diag (zei, zei)
rones (zei, spa) = 1;
end
end

end $function

10-31 Tridiagonalmatrix

function trd = tridiag2ml (ndim)
% function trd = tridiag2ml (ndim)
% Tridiagonal mit 2 und -1
trd = 2*eye(ndim) ;
for k = 1:ndim-1 % Nebendiagonalen um 1 kuerzer

trd(k, k+1) = -1;
trd(k+1,k) = -1;
end

end %$function

10-32 Streifenmuster

function pardiag = pardiagodd(ndim)
function pardiag=pardiagodd (ndim)
Streifenmuster—-Matrix
pardiag = eye (ndim) ;
for dist = 2:2:ndim
horizontal gesehen: Distanzen 2,4,6 etc.
for k = l:ndim-dist
Parallelen zur Diagonalen um dist kuerzer
pardiag(k, k+dist) = 1;
pardiag(k+dist, k) = 1;
end

oC o

o\

o

end

o

Test eventuell mit spy (pardiag)
end $function

10-33 Spezielle untere Dreiecksmatrix
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function trdsum = tridsum(ndim)
function trdsum = tridsum(ndim)
Links-Dreiecks—-Matrix mit Indexsummen fuellen

o
)
o
)

trdsum = zeros (ndim) ;

o)

for zei = 1l:ndim % alle Zeilen
for spa = l:zei % nur Spalten bis Diag (zei, zeil)
trdsum(zei, spa)

end

= zel+spa;

end
end %$function

Turm und Spechtmatrizen

10-34 ,Spechtmatrizen“ — Effekt der Matrixmultiplikation
Beachten Sie: “innerer Index selektiert, dusserer Index platziert”.

% spechtd4try Test der Spechtmatrix-Wirkung
v = 1:16; M = reshape(v,4,4), format compact
S11 = zeros(4); S11(1,1)=1;

L1l = S11*M, R11 = M*Sll

S13 = zeros(4); S13(1,3)=1;

L13 = S13*M, R13 = M*S13

S41 = zeros(4); S41(4,1)=1;

L41 = S41*M, R41 = M*S41

S43 = zeros (4); S43(4,3)=1;

143 = S43*M, R43 = M*S43

Die anschliessend verwendeten Funktionen sind
Spechtmat:

function spm = spechtmat (ndim, ezei, espa)
spm = zeros (ndim) ;
spm(ezei,espa) = 1;

<)

end % end function

quadratische Indexwert-Matrix

function iwmg = indwertmatqg(ndim)
iwmg = zeros(min (ndim, 9));
for zei = 1l:ndim
iwmg(zei, :) = 10*zei + (l:ndim);
end

end % end function

10-35 Spechtmatrizen — Zeilenselektion
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format compact; M5 = indwertmatqg(5)

Z1lpl = spechtmat (5,1,1)*M5

Zlp2 = spechtmat(5,2,1)*M5

Z1lp4 = spechtmat (5,4,1)*M5
( )

Zlp5 = spechtmat (5, 5,1) *M5

o
Gl

Z4pl = spechtmat (5,1, 4)

Z4p2 = spechtmat (5,2, 4)*M5

Z4p4 = spechtmat (5, 4, 4)
(5,5, 4)

Z4p5 = spechtmat (5,5, *M5
Z5pl = spechtmat (5,1,5)*M5
Z25p2 = spechtmat (5,2,5)*M5
Z25p4 = spechtmat (5,4,5)*M5
Z25p5 = spechtmat (5,5, 5) *M5

10-36 Spechtmatrizen — Spaltenselektion:
“innerer Index selektiert, dusserer platziert”.

format compact; M5 = indwertmatqg(5)
S1lpl = MS5*spechtmat (5,1,1)
Slp2 = M5*spechtmat(5,l,2)
S1lp4 = M5*spechtmat (5,1, 4)
S1p5 = Mb*spechtmat (5,1, 5)
S4pl = Mb*spechtmat (5,4,1)
S4p2 = MS*spechtmat (5,4, 2)
S4p4 = MS5*spechtmat (5,4, 4)
S4p5 = Mb5*spechtmat (5,4, 5)
Sb5pl = Mb*spechtmat (5,5,1)
S5p2 = Mb*spechtmat (5, 5, 2)
S5p4 = MS5*spechtmat (5,5, 4)
S5p5 = M5*spechtmat (5,5, 5)

10-37 Durch Permutationsangabe definierte Turmmatrix
Permutationsmatrix (Turmmatrix) aus Permutationsvektor

function [Mp, Tm] = permvectomat (Mo, v)
function Mp = permvectomat (Mo, v)

Mo, Mp Original, Zeilen-permutierte Matrix
(Fuer Spaltenpermutation Sp = So*Tm’)

v Vektor der Permutation

o0 @ do oo oe

(Dimensionen nicht kontrolliert)
Tm = zeros (length(v));
for k=1:1length(v)



107

Tm(k, v(k))
end

Mp = Tm*Mo;

end $function

Il
s

10-38 Scroll-up- und Scroll-down-Matrizen

% scrollupdown (10-38)
format compact;

ScrupS = [[zeros(4,1) eye(4)] ; zeros(l,5)]
Scrup5z = Scrupb; Scrupbz (5,1)=1

rub5 = rank (Scrupb), rubz = rank (Scrupbz)
Scrdwb = [zeros(l,5) ; [eye(4) zeros(4,1)] ]

Scrdwbz = Scrdwb; Scrdwbz (1,5)=1

rdb5 = rank (Scrdwb), rd5z = rank (Scrdwbz)
M5 = indwertmatg(5)

M5u = Scrup5*M5

Mbuz = Scrupbz*Mb

M5d = Scrdwb*Mb5

Mbdz = Scrdwbz*Mb

10-39 Die Wirkung von Turmmatrizen
Rechts-Links Multiplikation von Turm-Matrizen (10-38 vorher ausfiihren)

M5S1 = Scrup5*Mb

M5Sr = M5*Scrupb % andere Spaltenpermutation
M5Srt = M5*Scrupb’ % Scroll-left

M5Sz1l = Scrupbz*M5

M5Szr = Mb*Scrupbz

M5Szrt = M5*Scrupbz’ % Scroll-left zyklisch
M5S8dzl Scrdwbz*Mb

M5Sdzr = M5*Scrdwbz

M5Sdzrt = M5*Scrdwbz’ % Scroll-right zyklisch

1040 Die Wirkung von Auswahl- und Permutationsmatrizen

A = indwertmatqg(4);

Pl = [00O00; 2000; 0001; 000 0]

Pr = [0001; 0010; 0100; 100 0]

P1*A*Pr %Test ob vorgesehene Vertauschungen erfolgen

10-41 Turmmatrizen zu elementaren Permutationen

function B = elemperm(ndim, 7j, k)
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% function B = elemperm(ndim, 7, k)

% elementare Permutationsmatrix, vertauscht nur j, k
B = eye(ndim); B(j,j) = 0; B(k, k) = 0;
B(j,k) = 1; B(k,J) = 1;

end S%function

% Anwendungs—-Test, separates M-File oder direkt
v = (1:4)"; vp = elemperm(4,1,4)*elemperm(4,2,3)*v

Multiplikation von Matrizen
10-42 Matrixmultiplikation
1. Produkt: [13 12 11; 23 22 21;33 32 31] ;
2. Produkt: [11 23 36; 21 43 66; 31 63 96]

10-43 Indexwertmatrix mal allgemeine Matrix
Beispiel: R = [ 11*a+12%¢, 11*b+12*d; 21*a+22%c, 21*b+22%*d |

syms a bcde f ghi

Z = [a b ; c d]

D= [labc; def ; ghi]

M2 = [11 12; 21 22]

M3 = [11 12 13; 21 22 23; 31 32 33]
MZ = M2*Z7Z, ZM = Z*M2

MD = M3*D, DM = D*M3

10-44 Matrixmultiplikation ,,von Hand*
Zw*Zw =117 10; 15 22] ; Dr*Dr = [ 30 36 42; 66 81 96; 102 126 150]

10-45 Formel fiir die Inverse einer 2x2 Matrix

syms a b cduvwx
sol = solve(a*u+b*w == 1,a*v+b*x == 0,
c*u+d*w == 0 , c*v+d*x == 1,
u, Vv, w, X)
sol.u, sol.v, sol.w, sol.x
% D = a*d-b*c ; u =d/D; v = -b/D; w = -¢/D; x = a/D

1046 Legalitatsiiberlegung bei Matrizen- und Vektormultiplikationen
legal; A+A, B+B, A*B, B*A’, A*v, v¥A!, v¥v’, v’ ¥y, B¥v, A*A, A*A’ B*B
illegal: A+B, v+w, w-v, B¥*A, A’*B, v*A, w*A’, B¥w, A’*v, A*A

10-47 Legale und illegale Matrixmultiplikationen
legal: alle Produkte mit eigener Transponierten
illegal: alle Produkte mit eigener Originalmatrix
legal: E*S, S*E, E’*S’, S’*E’, Z*D, Z’*D’, D*Z, D’*Z’



function [zei, spal] = dimiflegal (L, R)

% function [zei, spa] = dimiflegal (L, R)

% Produktdimension zweier Matizen, falls P. legal
[

z1l,s81] = size(L); [2z2,82] = size(R);
zei = 0; spa = 0;
if sl == z2
zeli = z1 ; spa = s2;
end

in separatem File
legmulttest.m Test auf legale Multiplikation
cell array kann verschiedenartige Dinge enthalten
=1:6; S =E'; Z = reshape(E,2,3); D= 2';
Et = E'; Z2t = Z2'; Dt = D’; St = S';
divm = cell(1,8); dimmat = zeros(8);

o0 o oe

=

divm{l} = E; divm{2} = Et; divm{3} = Z; divm{4} = 7t;
St

divm{5} = D; divm{6} = Dt; divm{7} = S; divm{8}
for zei = 1:8
for spa = 1:8
[ze,sp] = dimiflegal (divm{zei},divm{spa}l);
dimmat (zei, spa) = 10*ze+sp

end
end
dimmat % 0 heisst illegal, 33 heisst 3x3

10-48 Legale und illegale Matrizen- und Vektor-Multiplikationen
legal:w*A, A*w’, w¥w’, w’*w, v’ ¥y, v¥v’ N*y, v *N, A*N, A*N’,

10-49 Nachpriifen einer Matrizengleichung
[ab;cd] * [d — b; —cal = [axd —bx¢,0;0, —c* b+ d * a]

Regel 2x2 Matrizen: Diagonalelemente wechseln Platz, die andern das Vorzeichen,

dann alles durch det(M) dividieren.

Formulieren von Gleichungssystemen in Matrizenform
10-50 In einzelnen Gleichungen vorgegebenes Gleichungssystem

M=[1111; 1 -100; 0 -111; -1 0 1 07
b= [0 1 -1 11'";
x=M \ b

o©

=[ 102 -3]'

10-51 Gleichungssystem, durch einzelne Gleichungen gegeben

M=[1-200; 0110;100-1; 1-30 1]
b=1[0521]

109
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x=M\Db 3 = [ 6 3 2 417

10-52 In einem Schema vorgegebenes Gleichungssystem

M=[1-100;01-11; 001 -1; 100 1]
b= [5 3 1 3]’
x=M \ b =94 -5 -6]'

10-53 Gleichungssystem in gewohnter Form

M=1[31-1; 102; 01 -1]
b= [7 3 01’
x=M \ b

Skript 10-50 bis 10-53

oe

= [2.333 0.333 0.333 ]’

% 1lingl50tob3

%% Uebung 10-50
M50 =71111; 1 -100; O0-111; -101 0]
b50 = [0 1 -1 11';
x50 = M50\b50 s =[1102 -31"

%% Uebung 10-51

M51 =[1-200; 01 10; 100-1; 1 -30 1]
b51 = [ 052 1]" ;
x51 = M51 \ b51 & = [ 6 3 2 417

%% Uebung 10-52
M52 = [ 1 -100; 01 -11; 001 -1; 100 1]
b52 = [5 3 1 317";

]’I
x52 = M52 \ b52 & = [ 9 4 -5 -6]"
%% Uebung 10-53
M53 =[ 3 1-1; 102; 01 -1]
b53 = [7 3 0]';
x53 = M53 \ Db53 % = [2.333 0.333 0.333 1’

Einfache Funktionsplots
10-54 Plot von geraden Potenzfunktionen

x=0:0.01:2 ; yl=x."2; y2=y1."2;

y3=y2."%2; vyi=y3."2;

plot(x,yl,'r"); hold on;

axis ([0 2 0 2]) ; axis sqguare;

plot(x,v2,'g"); plot(x,y3,'b'); plot(x,v4,'k’");

10-55 Gerade und ungerade Potenzfunktionen



x=—2:0.01:2 ; yl=x."2; y2=x."3;
y3=x."4; yi4=x."5;

plot(x,x,'r’); hold onj;

axis ([-2 2 -2 2]) ; axis square;
plot(x,vyl,'k’); plot(x,v2,'r");
plot(x,y3,'k"); plot(x,v4,'r’);

10-56 Verschiedene Wurzelfunktionen

x=0.01:0.01:4 ; y2=sqgrt(x);
y3=x."(1/3); y4=x."(1/4)
plot(x,x,'r"); hold on;

axis ([0 4 0O 4]) ; axis square;
plot(x,v2,'g’);

Skript 10-54 bis 10-56

simpgrab4tob56

% Uebung 10-54
x=0:0.01:2 ; yl=x."2; y2=y1."2;
y3=y2.7%2; y4=y3."2;

o° oe

plot(x,yl,'r’); hold on;

axis ([0 2 O 2]) ; axis sqguare;
plot(x,v2,'g’); plot(x,vy3,'b");
plot (x,vy4, 'k ’), hold off
pause

%% Uebung 10-55

x=—2:0.01:2 ; yl=x."2; y2=x."3;
y3=x."4; yi=x."5;

plot(x,x,'r’); hold onj;

axis([-2 2 -2 2]) ; axis square;
plot(x,vyl,'k’); plot(x,v2,'r’);
plot(x,vy3,’k’); plot(x,y4,'r’); hold off
pause

%% Uebung 10-56

x=0.01:0.01:4 ; y2=sgrt(x);
y3=x." 1/3 ) ya=x."(1/4);

plot (x, x "y; hold on;

axis ([0 4 O 4]) ; axis square;
plot(x,vy2,'g"); plot(x,y3,'b");
plot (x,vy4,'k’); hold off

i plot(x,y3,'b"); plot(x,y4,

111
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MATLAB-Operatoren und Grundfunktionen

10-57 MATLAB-Operatoren

Siehe Zusammenstellung der MATLAB-Operatoren. Vergleichen Sie erst nach Threr
eigenen Aufzeichnung!

10-58 Spiegelungsoperationen an Matrizen
Zum Beispiel f1iplr (flipud(M’))

Erarbeiten einer Funktion

10-59 Winkelfunktionen in Grad

Winkelfunktionen in Grad erhalten ein *d” angehiingt sind(), cosd() etc. Der Versuch,
das selbst zu programmieren ist aber recht lehrreich, weil der Input auch eine Matrix
sein kann.

function sd = sindeg(w)
sd = sin(w*pi/180);
% w—input und w*pi/180 gleiche Dimension

10-60 Direkt aufrufbare Potenzfunktionen

function p2 = pow2 (x)
% function p2 = pow2(x) elementweise Quadrieren
p2 = x."2

end % function

10-61 Teilvolumen in Pyramiden-Trichter

function vtricht = pvoltricht (h)
% function vtricht = pvoltricht (h)
vtricht = 4/3*h"3;

end % function

10-62 Teilvolumen in liegendem Zylinder
Teilvolumen liegender Zylinder

function tvzyl = teilvolzyl(R, L, h)
% function tvzyl = teilvolzyl(R, L, h)
heff = min(abs(h),2*R); % Absicherung

X = —R+heff; % h=0 -> x = -R

y = sgrt (R.”2-x.72); % Breite Wasserspiegel/2

w = acos(-x./R); % Zentrumswinkel Fluessigkeitsrand
tvzyl = L*2* (R."2.*w/2 + x.*y/2);

% L * 2 ( halber Sektor —/+ Dreieck)

)

end % function
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Lésungen zum Miniprojekt 101 Fadenstern

xi = [-10:10]; yi = zeros(l,21);
xf = zeros(1l,21); y£f = [0:10 9:-1:0];
mx = [xi xi ; xf xf] ; my = [yi vi ; v —-yf]

plot (mx, my, "k')

Lésung zum Miniprojekt 102 Farbkreis

Skript Farbkreis
Mitte gesaettigte Farben.
gegen Innen grau-—-Anteile,
gegen aussen aufgehellt
sat = [0.4 0.8 1 0.8 0.47;
val = [0.4 0.8 1 1 11;

for ri = 2:2:10

for huebas = 0:1/24:23/24
rpat = [ri ri ri+2 ri+2];
wpat =90-360* ([huebas huebas+1/24

huebas+1/24 huebas]-1/48);

xpat = rpat.*cosd(wpat); ypat = rpat.*sind(wpat);
[r,g,b] = hsv2rgb (huebas, sat (ri/2),val(ri/2))
patch (xpat, ypat, [r g b])

end

o3

end % for ri

dC d° oo oe

axis equal
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113
Lésungen zu den Selbsttests Kapitel 1

Lésungen zur Testserie 1.2

T111 — Punkt-Operatoren verlangen elementweise Verarbeitung,
esgibtsiefir’*’ /" "\’ '~7,

—eye(4) -plot(x,v,’k’") % fuer blac’'k’ —zeid=M(4, )
TI112t = (0:0.01:3)*2*pi ; plot(t,sin(t)); axis equal
Ti113z=[1 0; 0 11; Vv=[Z Z; 2 7] ; S=[V V; V V]
T114p=-10:0.2:10; s=[p p p p Pl

T115

M=[101; 01 1; -2 -4 0]; b=[4 2 2]'"; x=M\b

$ x = [1;-1; 3]
clear all ; syms X y z
sl = solve(x+y==4, y + z == 2, 2*x-4*y == 2, x, y, z)
sl.x, sl.y, sl.z~

Lésungen zur Testserie 1.2

T121- xsol = A

—-syms a b; expand((a-b)”*5) —hold on

—for zei=1:3; for spa=1:3; E3(zei, spa)=0;end;end;

for zei = 1:3; E3(zei,zei) = 1; end; E3
T122 x=0.02:0.02:3; plot(x,x."(1/2),x,x.~(1/3),x,x.72(1/4))
T123 load tempmess.dat; D=tempmess (:,2:4);

plot (tempmess(:,1),D)

T124 for k=1:201; if y(k) > 0.6; y(k) = 0.6;
elseif y(k) < -0.6; y(k) = -0.6; end; end

T125B*C= [4 13 1; 10 32 2; 0 10 0]
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Lésungshinweise zum Kapitel 2

121
Im Text enthaltene Ubungen

Ubungen zu Relationen und Funktionen
Ubung 21-1  Bereichz = —10: 10,y = 0: 10 bzw.y = —10: 10

figure(l); clf

xv = —10:0.2:10; Xm = repmat (xv,51,1);
yv = (0:0.2:10)"; Ym = repmat(yv,1,101);
Rl = ¥Ym < Xmj; % Fall a)

contourf (xv,yv,R1l,4); axis equal; pause
R2 = Ym < Xm."2; % Fall b)
contourf (xv,yv,R2,4); axis equal; pause

R3 = abs(Ym - Xm) < 1; % Fall c)

contourf (xv,yv,R3,4); axis equal; pause

% Fall d)

xgq = —-10:0.2:10; Xs = repmat (xqg, 101,1);
vg = (-10:0.2:10)’; Ys = repmat (yq,1,101);
R4 = abs(abs (Xs) + abs(Ys)) < 5;

contourf (xq,yq,R4,4); axis equal;

Ubung 21-2 ImI. Quadranten: ayy > z: Gebiet oberhalb der Winkelhalbierenden
Yy=x

b)ly—5/<1 lFally—5>0dh.y>5,| weglassen.y —5 <1,y <6
zusammen: y > 5 und y < 6, horizontaler Streifen5 < y < 6

2Fally — 5 < 0, dh.y < 5: || durch — ersetzen und Vergleichssymbol kehren
5—y>1,y > 4:zusammen mity < 5, horizontaler Streifend < y < 5
Gemeinsam: horizontaler Streifed < y < 6

xv = 0:0.1:10; Xm = repmat (xv,101,1);

yv = (0:0.1:10)"; Ym = repmat(yv,1,101);
Rst = abs (Ym-5) <1;
contourf (xv, yv, Rst, 4)
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Ubung 21-3

Bereichz = —20: 1: 20,y = 0 : 20. Relationy = 2.2
xv = —20:20; Xm = repmat (xv,21,1);
yv = (0:20)'; Ym = repmat (yv,1,41);
Rf = Xm."2 == Ym;

spy (flipud (Rf))

Ubungen zu den komplexen Zahlen

Ubung24—1 1+j%0; —1+5%0; 0; 54 0i; —2+ 0i;

0+ 1i; 0+3i; 0—4; 0—27;

144 —1—j; 1445V3; 1—35V3:

l*exp (J*0); l*exp(j*pil); 5*exp(j*0); 2*exp(j*pi);

I*exp (J*pi/2); 3*exp(j*pi/2); 1*exp(J*3*pi/2);

2*exp (3*3*pi/2); sqrt (2) *exp (3*pi/4);
sgrt (2) *exp (-j*pi/4); 2*exp(j*pi/3); 2*exp(-j*pi/3);

Ubung 24-2 Additionen 6 + 3j; 6+ 3j; 3+ 35;
3—37; 6; 4y;
0; 1—3j

Ubung 24-3 a)..4+2j, 0+2j, 3+2j; 2—(—1)F«(6—int(k/2)+2j), 2+2j
b)(6 + 45) * 51

c))sgrt (2) *exp (j* (k—-1) *pi/4)

d)sgrt (2) " (k-1) *exp(j*(k-1)*3*pi/4)

Ubung 24-4 4+ j;6%exp(j*pi/d);j*j—1=—2;
4xexp(j*pi/6*(1+7));2—25; -8+ 8j;
—2+ 25; 4/25 — j = 3/25; sqrt(2)/sqrt(2)*exp(j*(pi/4-(-pi/4)))=j

Ubung 24-5 imag(z) =(z — 2)/2: |z| = vz * z; arg(z) = log(z/Vz % 2)/j
Drehen: z*+i ; Punktspiegelung: -z

Ubung 24-6

z = z: reelle Achse;

imag(z)>(): obere Halbebene;

|z| < 2: Inneres des Kreises mit r=2;

arg(z) = 135° : Winkelhalbierende II. Quadrant;

0 < arg(z?) < 180°: I. Quadrant und 1. Quadrant

Ubung 24-7 Zum Beispiel
(1*exp(j*pi/d))"4 = sqrt(2)"4/2°4*%(14)) 4=4/16*(1+4j+6j"2+4j"3+{"4) = -1



12.2
Lésungen der allgemeinen Ubungen zum Kapitel 2

Funktionsplots

20-1 Grafische Demonstration von geraden und ungeraden Funktionen
Fiir weiter gehende Kommentare zu diesen beiden M-Files siehe im Teil II1: Beispiele
von M-Files zum Kapitel 2.

EVENODD Skript m-File zur Demonstration
gerader und ungerader Funktionen
die Vektoren x,y muessen vorher definiert werden

de o° oo

v = input ('Bitte Vergleichs—-x-Wert eingeben: ');
[mr,vr] = min(abs(x-v)); [ml,vl] = min(abs(x+v));
mg = min(abs(y(vl)-y(vr))); mu = min(abs(y(vl)+y(vr)));
plot(x,vy,'k’); hold on; axis equal
if mu < mg

plot ([x(vl) 0 x(vr)], [-y(vr) 0 y(vr)], '—-or')
else

plot ([x(vl) 0 x(vr)l], [y (vr) y(vr) y(vr)l, '-og’)
end
hold off

20-2 Darstellung der Periodizitatseigenschaft einer Funktion

PERIODIC Skript m-File zur einfachen
Demonstration der Periodizitaet
Vektoren x,y, sowie Periodendauer T
muessen vorher definiert werden

e o o oe

v = input ('Bitte Vergleichs—-x-Wert eingeben: ');
[ml,vl] = min(abs(x-v));

[mr,vr] = min(abs(x-v-T));

plot(x,y,"'k");

hold on

plot ([x(vl) x(vr)]l, [y(vl) y(vl)], '-or’)
[mx, vx] = min(abs(x-v-2*T));

if mx < 0.1*T

plot ([x(vr) x(vx)], [y(vr) y(vx)], ':or')
end

hold off

20-3 Gemeinsamer Plot von Sinus und Kosinus
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t=(0:0.01:1)*2*pi; plot(t,cos(t));
hold on; plot(t,sin(t),’'r’")

20-4 Darstellung der Kombination von Sinus und Kosinus
Sinus und Kosinus kombinieren:

a
b input (' sin-Faktor’) ;
t=(0:0.01:1)*2*pi;

plot (t,cos(t)); hold on; plot(t,sin(t)) ;
plot (t,a*cos(t)+b*sin(t),'r’)

input (' cos-Faktor’) ;

20-5 Allgemeiner Plot mit parametrisierter Funktionswahl
Versuchen Sie z. B.

genfcplot ('cos’), genfcplot('tan’),
genfcplot ('exp’)

20-6 Die klassische Funktionskurve ,Versiera di Agnesi*
Zeichnen der Versiera di Agnesi

a=2; x=-5:0.05:5;
y = a”3./(a”2+x."2) ; plot(x,y)

20-7 Verschiedene Glockenkurven
Glockenkurven

x=-1:0.01:1;

yl=(1-x.72) .1 ; y2=(1-x.72).72 ; y3=(1-x.72)."3 ;
plot(x,y1l); hold on;

plot (x,v2); plot(x,vy3)

Kurven in Parameterdarstellung, Lissajous-Figuren

20-8 Elementare Lissajous-Figuren
Lissajous-Figuren 1:1 und 1:2

t=(0:0.002:1)*2*pi; x=cos(t) ;
d=0; y=sin(t+d) ; plot(x,vy)
d=pi/2 ; % oder: d=0.12, d=3*pi/4, d=p
1:2 mit: x=cos(t) ;

d=variabel; y=sin(2*t4+d) ; plot(x,vy)
2:1 mit: x=cos(2*t) ;

d=variabel; y=sin(t+d) ; plot (x,Vy)

o o o° ope
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20-9 Kompliziertere Lissajous-Figuren
allgemeine Lissajous-Figuren (z. B. 2:3)

d=0.2 % mit verschiedensten Werten
% von d, k, 1 experimentieren!

k =2

1 =3

t=(0:0.002:1)*2*pi;

x=cos (k*t)
y=sin (1*t+d) ;
plot (x,y)

20-10 Parameter zu einer Lissajous-Figur bestimmen
,Gezieltes Erraten™: welche sin/cos-Funktion passt in die Punkteschar
fiir x bzw. fiir y, die man beim Durchlaufen (Abfahren) der Kurve ausliest?

x — 2 Schwingungen, beginnend mit 1: x=cos(2*t),
y — 3 Schwingungen, beginnend mit 1: y=cos(3*t)

Kurven in Parameterdarstellung, Spiralen

20-11 Links- und rechtslaufige Spiralen
Der Radius muss pro Umgang um 1 groBer werden d. h. c=1/(2%*pi).
Startwinkel w0=0, weil r(0) = 0, r(2*pi)=1; r(4*pi)=2, r(6*pi)=2, etc.
Bei Linksdrehung zunehmend
(positiver mathematischer Winkelvorschub): c=1/(2*pi).
Bei Rechtsdrehung zunehmend
(negativer mathematischer Winkelvorschub): c=-1/(2*pi).
t = (0:0.01:5)*2%pi; r=1/(2*pi)*t, bzw. r=-1/(2*pi)*t; polar(t,r);
oder x = r.*cos(t) y = r.*sin(t)

20-12 Archimedische Spirale
Ansatz: r(w) = c*(w-w(),
angewendet auf (3/0): r()= c*(0-w0) = 3,
angewendet auf (0/4): r(pi/2) = c*(pi/2-w0) = 4.
w0 aus 1. Gleichung: x0 = -3/c,
eingesetzt in 2. Gleichung c*(pi/2 + 3/c) = 4 = ¢*pi/2 + 3 ergibt c*pi/2 =1,
also c=2/pi und w0 = -3*pi/2
t = (0:0.01:5)*2%pi; r=(2/pi)*t, polar(t,r); oder X = r.*cos(t) y = r.*sin(t)
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20-13 Logarithmische Spirale

Ansatz: r(w) = a*exp(k*w),
angewendet auf (1/0): r(0)= a*exp(k*0) = 1, also a=1
angewendet auf (3/0): r(2*pi) = 1*exp(k*2*pi) = 3, also k = log(3)/(2*pi)
t = (0:0.01:2)*2%pi; r=exp(k*t), polar(t,r); oder x = r.*cos(t) y = r.*sin(t)

Kurven in Parameterdarstellung — mathematische Klassiker
20-14 Verschiedene Zykloiden
P =1;t=(0:0.01:1)*2%pi; xOM = t; yOM = 1;
XMP= -rP*sin(t); yMP = -rP*cos(t);
x = XOM+xMP; y = yOM+yMP: plot(x,y);
andere Fille mit rP = 0.6 (gestreckte Z.) , rP = 1.4 (verschlungene Z.)

20-15 Epizykloide
R=1; r=0.5; t = (0:0.01:1)*2%pi; xOM = (R+r)*sin(t); yOM = (R+r)*cos(t);
XMP= -r¥sin(t+R/r*t); yMP = -r¥cos(t+R/r¥t);
X = XOM+xMP; y = yOM+yMP; plot(x,y);
auch mit anderen r-Werten. Siehe epizyklodemo
bei den Beispiel-M-Files im Anhang.

20-16 Hypozykloiden
R=1; r=0.5 oder r=0.25;

t = (0:0.01:1)*2%*pi; xXOM = (R-r)*sin(t); yOM = (R-r)*cos(t);

XMP= -r¥sin(t-R/r*t); yMP = -r*cos(t-R/r*t);

x = XOM+xMP; y = yYOM+yMP; plot(x,y);

Siehe epizyklodemo bei den Beispiel-M-Files im Anhang mit negativen Wer-
ten

fiir die Vorausdefinition von ZYKRADFAC.

Der Wert r=0.5 ergibt ein gerades Streckenstiick,

eine allerdings etwas komplizierte Art, eine Gerade zu zeichnen.

20-17 Evolvente
R=1; t = (0:0.01:1)*2%pi; xOM = R*cos(t); yOM = R*sin(t);

xMP= R*t*sin(t); yMP = -R*t*cos(t);

X = XOM+xMP; y = yOM+yMP; plot(x.y);

auch mit anderen r-Werten. Siehe evoldemo bei den Beispiel-M-Files im An-
hang.

20-18 Kepler-Ellipse

p = 10; eps = 0.4; w0=0.8; w=(0:0.01:1)*2%*pi; r = p./(1-eps*cos(w-w0)
ergibt bereits ein (w,r)-Paar von Vektoren zum Plotten mit polar(w,r)
X =T1.% cos(w) ; y =.*¥sin(w) ; plot(x,y) plottet in Kartesischen Koordinaten.
Beachten Sie die (*./” und *.**) - Operationen!
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20-19 Spline-Interpolation

Skript cossplin
Interpolation von diskreten Punkten

o0 oo oo

der cos-Funktion

xp = -1:0.5:1;

yp = cos(xp); ypp = —sin(xp);
xfc = -1:0.1:1; vyfc = cos(xfc);
plot (xfc,yfc, 'r—-"); hold on

plot (xp,yp, '0")

% Einzelne Interpolationen in jedem der 4 Intervalle
% der Breite 0.5

for pt = 1:4

xl = xp(pt) ; vl = yp(pt); % linker Punkt
xr = xp(pt+l) ; vr = yp(pt+l); % rechter Punkt
vlp = ypp(pt)*0.5; % Ableitung bezueglich t,

% statt x

yrp = ypp (pt+l) *0.5;
Interpolationsprinzip besser sichtbar durch
feinere Einteilung

oe o

xi = 0:0.01:0.5; t = xi/(xr-x1);

% t-Funktionen zu yl=1l, yr = 1,

% vip =1, yrp = 1

% (und jeweils alle anderen =0) einsetzen

vi = y1* (2%t . "3=-3*t."2+1) + yr*¥(=2*t."3+3*t."2) +...

yvlp*(t."3 —2*t."2 +t) + yrp*(t.”3 -t."2)
plot (xi+x1l, yi,’'k’)
end
hold off
axis equal

20-20 MATLAB spline
Mit der angegebenen Funktion1/(1 — %) miisste durch Null dividiert werden, ge-
meint war aber1/(1 + z2).

Skript mlspline.m

Interpolation von diskreten Punkten der Funktion
1/ (1+x72)

= 0:0.5:1.5

vp = 1./(14+xp."2)

xf = 0:0.01:1.5;

o o oe

bl
i}

yfo = 1./(1+xf."2)
vEf = spline (xp, yp, xf)
plot (xp,yp, '0’"); hold on

plot (xf,yvf); plot(xf,yfo, ' 'r——")
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hold off

20-21 Bezier-Viertelkreis

Skript beziervkreis.m
Annaeherung eines Viertelkreises
im 1. Quadranten durch
eine Bezier-Interpolation

e o o oe

Ul = [1;0]; U2 = [0; 1]; % Start- und Endpunkt
% Die beiden Hilfspunkte liegen auf den Tangenten
p = 0.555
H1 = [1; pl ; HZ = [p; 1];
t = 0:0.01:1;
Bpt = U2*t.”3 — Ul*(t - 1).73 +
BFHLI*(t.*(t — 1).%2) — 3*H2* ((£.”2).*(t — 1))
plot (Bpt (1, :),Bpt (2, :))
hold on
plot (cos(t*pi/2),sin(t*pi/2), 'r—--') % Vergleich Kreis

axis equal; hold off

Dreidimensionale Kurven in Parameterdarstellung

20-22 Einfache Schraubenlinien

t=(0:0.01:3)*2%pi; x=cos(t) ; y = sin(t) ; z = 0.1*%t; plot3(x,y,z)
ylinks = -sin(t); plot3(x,ylinks,z)

20-23 Doppelhelix der Erbinformation

Skript dnamodel.m
einfaches Geometrie-Modell der B-DNA Doppelhelix

oo oo oo

alle Dimensionen in Nanometern, Winkel in Grad

r =1 ; gh =3.4; dw = 36

% 1. Helix, 15 Stellen

wl = (0:15)*dw;

x1 = r*cosd(wl) ; yl = r*sind(wl); zl = gh/360*wl;
% 2. Helix nur 150 Grad vis a vis

% (grosse und kleine Furche)

w2 = wl 4+ 150; %2 = r*cosd(w2) ; y2 = r*sind(w2);
z2 = z1 + 2*r*tand(6); % Winkel zwischen

% Basenpaaren und Achse

nvx = [x1;x2] ; mvy = [yl ; y2]; mvz = [z1 ; z2];

figure(l); clf
plot3(x1l,yl,z1l, ' r*~") ; hold on
plot3(x2,y2,2z2, 'mo—")

plot3 (mvx, mvy, mvz, 'k’)



axis equal; wview(10,14) ; hold off

20-24 Schraubenlinienpaar bei Parkhausauffahrt

£=(0:0.01:3) *2%pi;

xi = 6*cos(t);
yi = 6*sin(t);
xa = 9*cos (t);
ya = 9*sin(t);

z = 4*t/2/pi;
plot3(xi,yi, z);hold on; plot3(xa,va,z);

20-25 Spiralbohrer

e

Skript bohrerkante.m

Durchmesser 12 mm, Radius 6mm

Ganghoehe 18 mm, Lange ca 90 mm, 5 Umgaenge
= (0:0.01:5)*2*pi; r = 6; gh = 18;

x1l = r * cos(t); x2 = r*cos (t+pi);

yl = r * sin(t); y2 = r*sin(t+pi);

z = t*gh/(2*pi);

plot3(x1l,vyl,z,x2,y2,2z)

axis equal

o oe

pa

Folgen und Reihen
20-26 Fundamentalaufgaben zu arithmetischen Folgen
d=(an—a1)/(n-1) an =a1+(n—-1)-d n=(an—a1)/d+1 a1 =an—(n—1)-d

20-27 Belohnung fiir die Erfindung des Schachspiels
q=2,n=645=(¢"—-1)/(¢—1) = 1.8447E19 Korner also 9.2E11 Tonnen!

20-28 Abzahlungsvertrag
auf 1297.50 Euro

20-29 Rentensparen

Einzahlung pro Jahr 12*R, Einfacher Zins pro Jahr 66/12%3/100*R

Einlage/Jahr E = 12.165*R; Zinseszins-Endkapital = E*47.575=R*587.75;
R=863.92 Euro/Monat

20-30 Abgebrochener Abzahlungsvertrag

Riickzahlung A=10000/24; Zinstotal Z= 10000/24%25%24/2*8/100/12=833.33; Ra-
te R= (A+Z)/24 = 451.40 . Nach einem Jahr noch ausstehende Ratensumme, wenn
12. Rate schon bezahlt, ergibt 5416.54. Bei Beriicksichtigung der fiir 5000 Euro
fiir die wegtfallende Abzahlung iiber 1 Jahr nicht mehr geschuldeten Zinsen von
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5000/12*%13*%12/2%8/100/12 = 216.66 wiirde sich diese Restschuld auf 5199.90 redu-
zieren. Zusammen mit der 12. Rate 5651.30 Euro. Der nicht mehr geschuldete Zins
bei vorzeitiger Riickzahlung wird aber in der Praxis meist nicht vergiitet (entgangenes
Kreditgeschift).

Komplexe Zahlen
20-31 Addition von komplexen Zahlen — grafisch

% sum = cplxadd(zl, z2) demo Funktion zur Addition
von komplexen Zahlen

function sumbk = cplxadd(z,u)

r = max(abs(z), abs(u)) +2; sumbk = z+u;

plot ([0 real(z)], [0 imag(z)],’'b’); hold on;
axis([-r r -r r]);

plot ([0 real(u)], [0 imag(u)]l,’'qg’)

plot ([real ( real (z)+real(u)], [imag(z)

Z)
imag(z)+imag(u)]l,'g’)
plot ([0 real(z)+real(u)], [0 imag(z)+imag(u)]l,’'r’)

20-32 Hilfsfunktion zum Ausdrucken von komplexen Zahlen

function cplxdisp(z)

fprintf('a+ib = $8.4f +1* %8.4f |z| = %8.4f arg(z) = %$8.4f \n', ...
real (z), imag(z), abs(z), angle(z))

o

end % function

20-33 Sinus und Kosinus durch exp(i - ¢) ausdriicken
e + e """ = cos(w) + i * sin(w) + cos(w) — 7 * sin(w)
also gilte™™ + e~ """ = 2. cos(w)

W _ o7 — cog(w) 4 i % sin(w) — cos(w) + 4 * sin(w)
kW —ixw

somit gilt auche**" — e = 24 - sin(w)
und damit sin(w) = (e** — e™"*")/2i.

20-34 Mehrwinkelformeln aus den Potenzen der Euler’schen Identitét
Fiir dreifache Winkel:
cos? (w) + 3 * j * cos®(w) * sin(w) — 3 * cos(w) * sin?(w) — j * sin®(w)
= cos(3 * w) + j * sin(3 * w)
Realteil: cos(3 * w) = cos®(w) — 3  cos(w) * sin? (w)
Imaginirteil: sin(3 * w) = 3 * cos?(w) * sin(w) — sin®(w)

20-35 Komplexe Gleichung 4. Grades
Z1 .. Z4 = exp(*(pi/8 + k*2*pi)) ;
Das Quadrat mit den 4 Losungen ist verdreht, keine reelle Losung.



125

Grafiken mit komplexen Zahlen

20-36 Polygon im Einheitskreis

val = input ('Eingabe der Anzahl Ecken des Polygons’)
7 = exp(J*(0:val)/val*2*pi) ; plot( Z); axis equal

20-37 exp(j*w) ist der Einheitskreis
w = 2*pi*(0:0.01:1); c = exp(j*w); plot(c); axis equal

20-38 Pseudozykloiden (,,Kugelschreiber-Einfahrkurven®)
w = 2*pi*(0:0.01:6); c = exp(j*w);
t =w/(2*pi); p = £*t + c; plot(p)
mit den Parameter-Werten fiir f ergibt sich
f=0: Kreis; f=0.1 bis f=0.6: ,. Kugelschreiber-Einfahrkurve*
f=1.333: ,,Gartenzaun*; {=2%pi: Zykloide.

20-39 Mit komplexen Zahlen eine Brezel zeichnen
w = 0.67*pi:0.02%pi:4.33%pi;

b= exp(j*w) — w/1.5/pi;

plot (b, "r*")

axis equal

20-40 Komplexe Spirale

Die Punkte (a+j*b)’k liegen auf einer logarithmischen Spirale
mit der Gleichung r(t) = 1*exp(log(R)/w*t)
mit R=sqrt(a™2 + b™2) und w = atan(b/a).

12.3
Miniprojekte zur Elementarmathematik

201 Pythagoreische Schnecke, Theodora-Spirale

% Skript theodoradisp.m
thlin = 1 ; thac = 1;

nmax = 18;
for k = 1:nmax
% der neue Punkt ist thac + i*angle(thac)
% Betrag = 1 und sekrecht zur Richtung von thac
thnew = thac+i*exp(i*angle (thac));
thlin = [thlin thnew];
thac = thnew
end
plot (thlin)

hold on; axis equal
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zstr = [thlin ; zeros(l,length(thlin))];

plot (zstr,'r’) ;

plot ([0 0], [-5 5],"k’); plot([-5 5],[0 O], 'k’);
hold off

202 3D Darstellung eines Moebius-Bandes

Die zwei Parameter auf denen die 3D Darstellung aufbaut sind der Winkel entlang
dem Mittelkreis und der Verwindungs-Winkelc, welchen die Fliche gegeniiber der
Kreis-Ebene aufweist. Fiirw = 1:360ergibtsich firt = 1:180

Fiir die Darstellung wurde eine Hilfsfunktion konstruiert, dvmoeb:

<)

% dvmoeb.m Hilfsfunktion zum Moebius-Band moebidef.m
function dv = dvmoeb (alf, tet, fac)
d0 = [fac 0 0]';

ca = cos(alf);
sa = sin(alf);
ct = cos(tet);
st = sin(tet);
dv = [ca -sa 0; sa ca 0 ; 0 0 1]~

[ct 0O -st ; 01 0; st 0 ct] * dO;
end % function

Dadurch wird das Zeichnen der 3D-Figur wesentlich vereinfacht:

% Skript moebidef.m
% Zeichnen eines Moebius—-BRandes mit plot3()

t = (0:3:720)*pi/180;
dr = t/2;
xm = 10*cos(t);

ym = 10*sin(t);
zm = zeros(l, length(t));
ML = [xm ; ym ; zm];
plot3 (xm, ym, zm, 'r’)
axis([-12.5 12.5 -12.5 12.5 -12.5 12.5])
axis sqguare
hold on
DL = [];

©

for j=1:6

wamp = j*0.4;

DL = [];

for k=0:240

DL = [DL dvmoeb (t (k+1),t(k+1)/2, wamp)];
end

LL = ML+4DL;



if j=—=6
for k=1:10:120
plot3 ([LL(1,k) LL(1,k+120) 1, [LL(2,k) LL(2,k+120)

[ IL(3,k) LL(3,k+120)] ,'r")
end
plot3(LL (1, :),LL(2,:), LL(3,:),'r")
else
plot3(LL(1, :),LL(2,:), LL(3,:),'k")
end
end
hold off

203 Von Geisterhand aufgebaute Vielecke

Skript polygonfilm.m -

Aufbau und Abbau von regulaeren
Dreiecken bis zu Achtecken
ntot=9;
= zeros (1,ntot);

o0 oo oo

£

oe

t = (0:0.005:1)*2*pi;

xk = cos(t); yk = sin(t);

plot (xk, vk, 'k’ ,’LineWidth’,2.5); hold on;
axis equal; axis off

k=0 ;
wn = 0;
w = [zeros(l,ntot-1) wn];
for wn = 0:0.005:1
w(ntot) = wn ;
if wn > 1/3
w(ntot-1) = 1/3;
end
if wn > 2/3
w(ntot-1) = 2/3;
w(ntot-2) = 1/3;
end
if k>0
delete (plhd)
end
k=1;

X=sin (2*pi*w) ;
y=cos (2*pi*w);
plhd = plot(x,y, 'r’,’LineWidth’, 4) ;
pause (0.02)

1
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axis equal
end

o)

pause (0.2)
for div =4:ntot-1
ist = ntot-div+1l;

for wn=0:0.005:1/div
w = [zeros(l,ist-1) linspace(wn,1l,div)];

delete (plhd)
x=sin (2*pi*w) ;
y=cos (2*pi*w) ;

0.02)

pause (0.5)
for div =ntot-1:-1:4
ist = ntot-div+1l;

{
plhd = plot(x,vy,’
(

r’, 'LineWidth’, 4) ;

for wn=1/div:-0.005:0
w = [zeros(l,ist-1) linspace(wn,1l,div)];

delete (plhd)
X=8in (2*pi*w) ;
y=cos (2*pi*w) ;
pause (0.02)

end

pause (0.2)
end

o

w = [zeros(l,ntot-3)
for wn = 1:-0.005:0
w(ntot) = wn ;

if wn < 2/3
w{ntot-2) = 0;
w({ntot-1) = 1/3;

end

if wn < 1/3
w{(ntot-1) = 0;

end
delete (plhd)
k=1;

X=sin (2*pi*w) ;

y=cos (2*pi*w) ;

{
plhd = plot (x,vy,’
{

r’,'LineWidth’, 4);

1/3 2/3 171;



129

plhd = plot(x,y, 'r’,’LineWidth’, 4) ;
pause (0.02)
axis equal

end

204 Film einer Welle in Bewegung

Skript wellenfilm.m
Beispiel langsame Duenung

o0 o o oo

am Meer lam = 8 m, w = 0.25 /sec
Wellenhoehe 1 m, damit A= 0.5 m
lam = 8;
k = 2% pi/lam ; % Wellenzahl, inverse Laenge
w = 0.25 ;

figure(l); clf;
x = 0:0.2:20;
for t = 0:0.2:200

wel = real (exp(i*(k*x — w*t) )) ;
hdnew = plot(x,wel, 'b’, "linewidth’, 2);
if t ==

axis equal ; axis ([0 20 -2 6]);

hold on

pause(1.8); % Pause bei Start
end % if hdol
pause (0.02)

if t ~= 200 % letzte Welle bleibt
delete (hdnew)
end
end
hold off
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Lésungen zu den Selbsttests Kapitel 2

Lésungen der Testserie 2.1

T211 - Mehrere Linien beim gleichen x-Wert, sowie Kreuzungspunkte.
—z=conj(z); ——-2+2%j —cos(z), %, z'% cosh(x)

T212x =[1 0 -1 0 1]; v = [1 -1 1 -1 1]
t=(0:0.02:1)*2*pi; x = cos(t); y=cos(2*t); plot(x,y)
T213t=(0:0.01:1) *2*pi; plot (5* (t-J*exp(-J*t)))
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T214 exp(j * (3 * pi/8 + k * pi/2))

T215r(w) =ax (w—wo) r(0) =1, r(27) =3a=—-2/2rwyg =7
t=—(0:0.02:3)*2*pi; w=t-pi; r =—w/pi;

X = r.*cos(t); y=r.*sin(t); plot(x,vVy)

Lésungen der Testserie 2.2

T221 — z(tx) = y(t«)
— zr = (z+conij(z))/2 ; zi=—j* (z-conij(z))/2
— Bei einer Funktion darf einem Wert der unabhiingigen Variablen nur ein einziger
Wert der abhingigen Variablen zugeordnet sein.
— sin(z), 23, sinh(z), cos(z +7/2)
T222x = [ 0 -1 010 -101 0];
y=1[ 0-0.87 -1 -0.87 0 0.87 1 0.87 0]

t=(0:0.02:1)*2*pi; x = —-sin(2*t); y=—-sin(t); plot(x,vV)
T223 r=5.1; t=(0:0.02:5)*2*pi; p=1.6/2/pi
x=r*cos(t); yl=r*sin(t); yr=—-r*sin(t); z=p*t;

plot3(x,v]l, z,x,vyr, z)

T224 exp(j = (pi/24 + k * pi/6))

T225r(w) = a*xexp(k*w) r(0) =1, 7(27r) =2a =1k =log(2)/2w
t=(0:0.02:3)*2*pi; r =exp(t*log(2)/2/pi);
polar(t,r); x=r.*cos(t); y=r.*sin(t); plot(x,Vy)
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13
Lésungshinweise zum Kapitel 3

13.1
Im Text eingefiigte Ubungen

31-1 Beispiel zum Berechnen einer Determinanten
M= 5x5 tridiag(-1 2 -1), Det(M) = 6

31-2 Aufwandsvergleich zwischen Rechenverfahren
n= 4,6,8,10; n! = 24, 720, 40320, 3628800
n"3= 64, 216, 512, 1000

31-3 Zwei Arten der Determinantenberechnung mit MATLAB
Ein Beispiel det(A)=-0.004091 [L,R,P]= lu(A), prod(diag(R)) = -0.004091

32-1 Phasenschieberschaltung fiir stationdare Schwingungen
R= 10 Ohm, Rvar= 1..100 Ohm, C=50 pF, f = 200 MHz.

C=—73/(200e6*2*pi*0.05e-9) ;

R =10

Rout = 1E6

for Rvar = 1:100

M= [1-10-100;01-100=-12; 0001=-=-11;
0 CO0-R 0 Rout; 0 0 Rvar 0 -R —-Rout;
0 C Rvar 0 0 0];

b=[0 00 0O011";

cur= M\b;
cph (Rvar) = cur(6);
end

plot (angle (cph)*180/pi) ;
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13.2
Lésungen der allgemeinen Ubungen zum Kapitel 3

Lineare Abhéangigkeit

30-1 Paarweise lineare Unabhéngigkeit
v-w=[010];mitu=[010] wird also v-w-u=().
die 2er Gruppen v,w ; w,u und v,u
sind aber linear unabhéngig.

30-2 Linear unabhangige Dreiergruppen

Die Differenz zwischenaundbist[ 111 1] mitx=[001 1] werden a,b,c,x line-
ar abhiingig. Ob alle 3-er Gruppen dann linear unabhiingig sind, muss noch gepriift
werden, ist aber aus der Analogie zwischen ¢ und x zu erwarten.

30-3 Lineare Abhangigkeiten bei einer Gruppe von Spaltenvektoren
Es gilt b-c = d, also muss einer dieser drei Vektoren wegfallen. Alle Kombinationen,
bei denen einer dieser Vektoren fehlt, haben Rang 4.

Der Rang einer Matrix

304 Spaltenrang bei verschiedener Gruppierung
es gilt a—5*b = —c und d+e=a. Damit haben [ab ¢ d], [abce], [abd e], etc. alle Rang
3.

30-5 Maximaler und minimaler Rang

Mit a=0 werden die 1. und 2. Spalte identisch. Mit b=0.5 werden die 3. und 4. Spalte
Vielfache voneinander. Somit ergibt a=0, b=0.5 Minimalrang 2. Mit a=1 und b=0
wird Rang=4 erreicht.

30-6 Linear abhdngige/unabhingige Vektoren

a) q=2, p=beliebig oder q= 2 und p=0 liefern Rang 2.

b) mit g=3 gilt unter den Spalten b+d=c. Mit p=-1 gilt zusitzlich b-d=a. Beide Be-
dingungen gleichzeitig erfiillt, ergeben Minimalrang 2, beide gleichzeitig verletzt er-
geben Maximalrang 4.
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Lésung von angewandten Textaufgaben

307 Verschiedene Zahlen durch Vertauschen von Ziffern
a+b+c=11; 100*a+10*b+c - (100*c+10*b+a) = 594;
100*a+10*b+c - ( 100*a+10*c+b) = 18;
M=[111;990-99;09-9]:b=[ 11594 18]’;

z=[731]

30-8 Gleichungssystem aus Ziffernvertauschungen

a+b+c+d = 13; 1000*a+100*b+10*c+d - (1000*d+100*c+10*b+a) = 6264; c=d; a-
d=6;

M=[1111;99990-90-999;001-1; 100-1];b=[13626406]"; z=[74 1 1];

309 Jahresumsitze

u2=1.5*%ul1+100; u3=1.5*u2+100; ud=1.5*u3+100; uS=1.5*u4+100;
ul+u2+u3+ud+u5=4000;
M=[-1.51000;0-1.5100;:00-1.510:000-1.51;11111]1b=[100 100 100
100 4000] u=[ 179.15 368.72 653.08 1079.62 1719.43]’ Euro.

30—10 Fihrungsgehalter

§2=s1%1.2+20; $3=52%1.2+420; s4=s3*1.2+20; $5=s4*%1.2+20;
s1+82+4S83+S84+S5=1000; M=[-1.2 1 000; 0-1.2100;00-1210;000
-1.21;11111]b=[20202020 1000] ; s=[ 101.57 141.88 190.26 248.31 317.97)"
kFr.

30-11 Antiquitatenhandler

A+B+C+D+E = 20; D= 10*(B-0.5); D = A+B+E; C-1= A+D+E; D-B =2*A; M=1
1111;0-10010;-1-101-1;-101-1-1;210-10]b=[20-5010]"; Br=[ 2 1
105 2];

30-12 Kiestransport
Stand am Anfang des 4. Tages = 120-48-16=56 GLh. Zeitbedarf bei Leistung
(242*0.8) = 1.6: 15.56h Die Arbeit wird theoretisch (0.44h) 26 Minuten friiher fertig.

30-13 Pumpleistung

Nacht: 12 h Zufluss mit G/12 pro Stunde.

7-8h (Pumpleistung x/h + Zufluss G/12/h)*1h = -G/6, also x=G*3/12/h
8-9h weiter wie 7-8 ergibt Fiillstand G*2/3

9-t h Ab Fiillstand 2/3 + ( Zufluss G/12 - 2*Pumpleistung G*3/12)*t =0
t = 1.6 h, die Grube ist um 10h 36 leer (statt um 13 Uhr ohne 2. Pumpe)
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30-14 Uhrzeiger

G lduft mit der Geschwindigkeit 1U/h, k mit U/12/h.

Es gilt mit Start ab 12h (bzw. Oh) G*t=k*t +n,n=1,2 ...11
(1-1/12)*t=n hat 11 Losungen fiir n=1:11 ndmlich

1.0909= 12/11, 2.1818=2*12/11 etc bis 11*12/11 =12h

Kirchhoff’sche Netze
30-15 Netzwerk mit 3 quadratischen Maschen

L *o 100 * 250
| | | |
| 200 100 100
| | | |
=10V ¥ 200 *——=100-———— *
| | |
| 100 50
| | |
S *77772507777*

M=[1-10-1 0 00 00 00;01-10-1 0 00 00 O0;
001 0 0 -10 00 00; 00 01 0 0-10-120 0;
000 01 01-10-10;00 00 0 1 01 00 0;

0 00 0 0 00 00 11; 01000 -200 100 0 -200 0 0 0 O;
0 0250 0 -100 100 0 -100 0 0 0; 0 0 0 0 0 0 200 0 -100 50 -250;
0 002000 000 100 0 0]
b=[ 00000 000 0010 ]’
cur = M\b*1000

%~[56.3 25.5 4.6 30.8 20.8 4.6 —-7.6 —4.6 38.4 17.9 —17.91'%0.001

30-16 Einfaches Netzwerk

Doppeltes Quadrat: Knoten 1,2,3 oben, 4 5 6 unten, i() = Batterie, il = 1-2, i2=2-3,
nach rechts;

i3=1-4, i4=2-5, i5=3-6, nach unten; i6 = 4-5, i7 = 5-6 nach rechts

M=[1-10 -1 0 0 O 0;01-10 -1 0 0 0 ;
00 100-1020; ...
000100-10; 0000101 -1;
0 100 0 -200 400 0 -100 O;
0 0 100 0 —-400 1000 O -500 ;...

0 100 100 O 0 1000 0 O ]

b=[ 0000 O0O0O0 -10 ]’

c= M\b

% c = [ 22.09 12.27 7.98 9.82 4.29
7.98 9.82 14.11 1" *0.001

30-17 Kirchhoff-Lésung fiir Dreiecksnetze
Nur obere Hilfte, Kirchhoftf-Matrix
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R=100

M=[1-1 0 0 -1 0O 0 O 0 O 0O 0 0 0 ;
0 -1 0 O -1 0 0 0 O -1 0 0 0 ;
0O 0 1 -1 0 0-1 0 0 O 0-1 0 0 ;
o 0 o0 1 o0 0O 0 0 0 O o 0 -1 0 ;
0O 0 0 0 1 0 0-1 0 O 1 0 0 0 ;
o 0 0 0 o 10 1 -1 -1 o 1 0 0 ;
0O 0 0 0 O 0 1 0 1 0 o o0 1 -1 ;
0 R 0 0 -R o 0 0 0 O R 0O O 0 ;
0O 0 R 0 O -R 0 0 0 O 0O R O O ;
0 0 0O R O O0-R 0 O O 0O 0 R 0 ;
0O 0 0 0 O R 0-R 0 O -R 0 0 0 ;
o 0 0 0 o 0 R 0 -R O 0O-R 0 0 ;
o 0 0 0 O 0 0 0 R -R 0 0 0 R ;
R R R R O 0 0 0 0 O 0 0 R R ]

b=1[0 0 0 0 0 o 0 0 0 O 0O 0 0 10717

cur = M\b

% Loesung: Cur = [41.14 22.07 12.04 3.68 19.06 13.04 ...

o

7.36 16.05 6€.35 23.75 -3.01 1.00 3.68 17.39 |
% Ersatzwiderstand obere Haelfte 243.1 Ohm, symmetrich 121.5 Ohm

30-18 Skript-M-File fiir die Wheatstone’sche Messbriicke

% ——-Matlab-File——— wheatstone.m ——————
% die Widerstaende R1, R2Z, R3, R4 und R5 muessen vor
% dem Ausfuehren dieses m-Files definiert werden,
% ein kleiner Wert von RbL erhoeht die Empfindlichkeit.
M=[ 1 -1 0 -1 0 0 ;
0 1 -1 0 o -1 ;
0 0 0 1 -1 1 ;
0 RI1 0 -R3 0 RS ;
0 0 R2 0 -R4 -R5 ;
0 R1 R2 0 0 01 ;
b=10 0 0 0 0 10 1" ;
isol = M \ b;
% Das hauptsaechlich interessierende Resultat ist
% der Strom in der Bruecken-Strecke R5
tx = /'Strom in Brueckenzweig:’ ;
tx i5 = isol(6) ; i5
% —— end ——— wheatstone.m ————

30—19 Quadratische Kirchhoff-Netze
Quadrat 2x2 obere Hilfte 3K, total 1.5k
Quadrat 3x3 obere Hilfte 3.71K2, total 1.86k)
Quadrat 4x4 , total 2.14K2
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Kirchhoff’'sche Netze mit stationdren Wechselstromen
30-20 Parallelresonanzkreis mit Vorwiderstand

A *———-R=10 Ohm----- *

\ | \

\ C=100E-9 Farad L=1E-3 Henry
\ | \

~ 10 Vv o *

\ |

\ R=30 Ohm

\ |

3 *

function icplx=seriereso (freq)
w = 2*pi*freq;

C = -3/0.3e-6/w;
L = j*w*2e—-4;
R = 10;

ct = 1/ (R+C+L) ;
icplx = R*ct;

30-21 Serienresonanzkreis

function ivec=resonet (freq)
w = 2*pi*freqg;

C = -3/100.0e-9/w;
L = j*w*10e—4;
R = 10;
Rv = 30;
M=[1-1-100;010-10; 0010 -1;...

0O R-CLO; 00CDO0RvV];
b=1[000010]";
ivec = M\b;

3022 Phasenschieberschaltung

Up = 10; Ua = Up/2; w=2*pi*10000;
for k=1:40

cb Up/ (k*50-3/ (w*50e-9)) ;

Ub = Up — cb*k*50;

dU (k) = Ua-Ub;
end



plot (angle (dU) *180/pi)

Funktions-M-Files
30-23 Programmieren einer Funktion zum Testen der Orthogonalitit

function iforth = orthotest (Q)
[n,m]=size(Q);

if n==m
if max(max(abs(Q.’'*Q —-eye(n))) ) < le-14
iforth = 1;
else
iforth = 0;
end
else
iforth=0;
end

30-24 Selbst die Transpositions-Funktion programmieren

function Mtra = selftransp (Mori)
[n,m]=size (Mori) ;
if n ==m
for zei = 2:n
for spa = l:zei-1
h = Mori(zei, spa);
% Vertauschen braucht Hilfsplatz

Mori (zei, spa) = Mori (spa, zei);
Mori (spa, zei) = h;
end
end
Mtra = Mori;
else
Mtra = [];
end

Orthogonale Matrizen

30-25 Turmmatrizen sind orthogonal

Am besten kann man vielfiltige Tests durchfiihren, indem man einen Permutations-
vektor definiert und mit der unten nochmals gezeigten Losung der Ubung 10-37 dar-
aus eine Turmmatrix erstellt.

function [Mp, Tm] = permvectomat (Mo, v)
% function Mp = permvectomat (Mo, v)
% Mo, Mp Original, Zeilen-permutierte Matrix

137
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(Fuer Spaltenpermutation Sp = So*Tm’)
v Vektor der Permutation
(Dimensionen nicht kontrolliert)

e o oe

Tm = zeros (length(v));

for k=1:length(v)
Tm(k,v(k)) = 1;

end

Mp = Tm*Moj;
end $function

anschliessend lautet der TestTm* Tm’

30-26 Potenzen von Turmmatrizen

Die obenstehende Funktion zum Erstellen einer Turmmatrix aus einem Permutati-
onsvektor leistet auch bei diesen Versuchen gute Dienste mit jeder dieser Matrizen
sind verschiedene Potenzen durchzuprobieren:

v=1[1321415]
[Mp, T]= permvectomat (eye (5), V)
% Exponenten einzeln testen
format compact
for k= 1:5

Tk
end

30-27 Orthogonalitétstest
Fir R, gilt I = RT -R=R, =

1 0 0
0 cos(w)? + sin(w)?  —sin(w) - cos(w) + sin(w) - cos(w
0 —sin(w) - cos(w) + cos(w) - sin(w) sin(w)? + cos(w)?

GauB-Algorithmus und L-R-Zerlegung

3028 Showtime GauB-Algorithmus und L-R-Zerlegung

Benutzen Sie die Méglichkeit zum Eingeben einer von Thnen gewiihlten Matrix! Als
Spezialbeispiel kann eine bereits in Dreiecksform vorliegende Matrix eingegeben
werden.

30-29 Dirty Prototype

% code Fragment Verarbeitung von A
% steht bei Spalte 'k’
xmx = A(k, k) ;
pzei = 0;
for ze = (k+1) :ndim
if A(ze, k) > xmx
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pzeli = ze;

xmx = A(ze,k);
end
end

if pzei > 0

H = A(k,k:ndim) ;
A(k,k:ndim) = A(pzei,k:ndim)
A(pzei,k:ndim) = H

end

30-30 Pivot-Strategie

function Mnew = mxpivunterhalb (Mold, spa)
Mnew = Mold;

testvec = Mold(spa:end, spa) ;

[mxv, mxp] = max(abs(testvec));

if mxp > 1

imx = mxp + spa-1;

Mnew (imx, :) = Mold(spa, :);
Mnew (spa, :) = Mold(imx, :);
end

end % function

30-31 Spezielles Riickwértseinsetzen
Funktioniert nur fiir eine sowohl tridiagonale als auch gleichzeitig Rechts-
Dreiecksmatrix (also eigentlich eine rechts-bidiagonale Matrix).

function xsol = trirbksub (T, b)
[m,n]= size(T);

xsol(n) = b(n)/T(n,n);
for k = (n-1):(-1):1

x(k) = (b(k) —-x(k+1)*T(k,k+1);
end

end % function

30-32 L-Teilmatrizen in der L-R-Zerlegung

A=[4 4 8; ;2 -3 4 ; 1 2 1]
L1 =([100; -1/2 1 0; -1/4 0 1]
L1T = [1 0 0; 1/2 1 0; 1/4 0 1]

L2 =11 00; 010; 01/5 1]
121 = [1 0 0; 01 0; 0 -1/5 1]
L2*L1*A
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[LL,RR,P]= lu(a)
LI = L1I*L21I

30-33 Bestandteil einer L-R-Zerlegung

C=1[0100; -3/210; -5/2 0 1]
M=1[234;, 311 ; 501]
C*M

30-34 Riickschliisse aus der L-R-Zerlegung

RR=[1 2 3 ; 0 4 5; 0 0 6]

I1 = [100; 0.5 1 0; -1 0 1]
L1T = [1 0 0; -0.5 1 0; 1 0 1]
L2 =[100; 0O 10; 0 -0.41]
2T = [1 00; 0 10; 0 0.4 1]
L1I*L2I*RR

[L RP ] = lu(ans)

30-35 L-R-Zerlegung mit Bestimmung der Inversen

A=1[484; 22 4; 13 -11
[L R P] = 1u(d); TI\eye(3)
x = R\y

y = [100; -1/2 1 0; -1/2 1/2 1]
x = [-7/4 5/2 3; 3/4 -1 -1; 1/2 -1/2 -1]
Ainv = [-1.75 2.5 3; 0.75 -1 -1; 0.5 -0.5 -1]

Singuldre Systeme

30-36 Partikuldare und homogene Lésung

Ob eine partikulire Losung existiert, kann man testen, indem man den Rang der Ma-
trix vergleicht mit dem Rang der um die rechten Seiten erweiterten Matrix.

% Skript parthomog.m partikuldre Loesung und Nullraum

A= [2124;, 0401; 0000; 000 0]
b=162800]";
rank (A)
rank ([A b])
x3, x4 = 0,0, dann von Hand einfach geloest,

Anschliessend Test der partikuldren L&sung:
pl =12 2 0 01’



Falls eine partikulidre Losung existiert, so findet man diese am einfachsten, indem
man z3 = 0 und x4 = 0 setzt und fiir das Rest-System fiir die restlichenr; und z-
16st, wie oben gezeigt.

In der Gleichung A x « = b gehdren die nach unten verschobenen Nullzeilen zu den
Unbekanntenzs und z4. Weil deren Werte in jeder Spalte mit Null multipliziert wer-
den, kann fiir jede dieser Nullzeilen-Unbekannten ein beliebiger Wert angenommen
werden. Mit der Wahl der zwei Fillexs, z4 = 0,1 und z3,z4 = 1,0 und Einsetzen
dieser Wertepaare in die homogene GleichungA * x = 0 findet man zwei Vektoren,
die den Nullraum aufspannen. (es wiren aber auch unendlich viele andere Vektor-
paare moglich).

Mit diesem Vorgehen findet man die Vektoren

nll = [-1 0 1 0]’ % und
nl2 = [-15/8 -1/4 0 1]
% Nullraum zu parthomog

% Test A*nll = O-vec A*nl2 = 0-vec

A= [2124; 0401; 00O00; 000 0]
A*nll

A*nl2

Die allgemeine Losung ist also
x = pl + cl*nll + c2*nl2mitbeliebigen cl,c2.

30-37 Volle Pivotstrategie

Mit einer Diagnostik-Version des GauB-Algorithmus mit voller Pivotstrategie ldsst
sich das Entstehen von Nullzeilen am unteren Ende gut verfolgen. Als Beispie-
le sind die Matrix2A = [3 2 1; 1 1 1; 2 1 0] ,sowie Matrizen, die aus
zwei identischen Rechteck-Teilen iibereinander oder nebeneinander zusammenge-
setzt wurden. (fiir diese Tests empfiehlt sich die Optionformat compact.

function [R, perm,bt, rgdef]=gauss2fpivd(A, b)

A -> R full Pivoting

function [R,perm,bt, rgdef]=gauss2fpiv (A, b)
Diagnostik—-Version

o

oo oe
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[zz,s52z] = size(A) ; perm = l:sz;
rgdef = 0; tol = max(max(A))*eps; spmx = min(zz-1,sz);
for spa = 1l:spmx % hoch, alle; quad+breit zz-1
% ———— Pivotsuche im ganzen Feld, ev Vertauschung
[amxsv, kxsv] = max(abs (A(spa:end, spa:end))) ;
% Spaltenmaxima
[amx, kx] = max (amxsv) ;
% Maximum aller Spaltenmaxima
ixz = spa-l+kxsv(kx); ixs = spa-1l+kx;
% Absolute Indizes
if amx < tol; break ; end

oo

nur noch Null-Pivots, Abbruch
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if ixs > spa
ev. Vertauschung Spalten, (Protokoll in perm)
A(:, [spa,ixs])=A(:, [ixs, spal);

oo

perm([spa, ixs])=perm([ixs, spal) ;
end %—- ev. Vertauschung Spalten

o)

if ixz > spa % ev. Vertauschung Zeilen
% (mit Index-Liste)
A([spa ixz],spa:end) = A([ixz spal,spa:end);
b([spa ixz]) = b([ixz spal);
end %——- ev. Vertauschung Zeilen
Nullen unterhalb Diag erstellen,
eigentliche Gauss—Schritte
for zei = (spa+l):zz
alle Zeilen unterhalb der Diagonalen
comb = A(zeil, spa)/A(spa, spa);
% Kombinationsfaktor
A(zei, spa:end)=A(zel, spa:end)-A(spa, spa:end) *comb;

o oe

o

b(zei) = b(zei) - b(spa)*comb;
end S%for zei
adiag = [A b]
% Zwischen-Ausgabe der Teil-Verarbeitung
end %—— for spa
R = A; bt = b;
for ztr = min(sz,zz):(-1):1
% Nullzeilen zaehlen = rgdef
if norm(R(ztr,:)) > tol ; break ;
else ; rgdef = rgdef+l ; end
end
end $—- Funktion gauss2fpiv

13.3
Miniprojekte zur linearen Algebra

301 Aligemeines rechteckiges Widerstands-Netz

function [cur,M,V] = kirchgensol (hmat, vmat)

% KIRCHGENSOL [cur,M,V] = kirchgensol (hmat, vmat)

% Kirchhoff-Loesung in einem Rechteckschema

% mit nhor x nvert gquadratischen Maschen.

% hmat (nver+1, nhor) Widerstaende der horizontalen Linien
% vmat (nvert, nhor+1l) Widerstaende der vertikalen Linien
[nhl,nhi] = size (hmat)
[nvi,nvl] = size(vmat)



if

o° o oe

o° o

-3
)
o

)

nvl ~= nhi+l | nhl ~= nvi+l

disp(’'sorry’)
else

Zeilennummer = Knotennummer, dann Maschennummer

Spaltennummer = Zweignummer Zeilenweise aus hmat, vmat

Abfolge: alle hoizontalen, dann alle vert.,
nk = nvl*nhl-1;

nh = nhi*nhl;

nv = nvl*nvi;

ndim = nh+nv +1;

< =

e o° oe

M

<)
]

= zeros (ndim) ;

zeros (nhl,nvl) ;

Knoten-Schleife

1. Zeile

1. Knoten lru

(1,ndim) = 1; M(1,1) = -1; M(1,nh+l) = -1;
1. Zeile, Mittelteil 1lru

for kh = 2: (nvl-1)

M(kh, kh-1) = 1; M(kh,kh) = -1; M(kh, nh+kh)

end

o

M

1. Zeile, Endknoten 1lu
(nvl, nvl-1) = 1; M(nvl,nh+nvl) = -1;

Mittlere Knoten-Zeilengruppe
for zei = 2:nhl-1

kbas = (zei-1)*nvl;

hbas = (zei-1) *nhi;

% vorderster Knoten ou r
M(kbas+1, nh+kbas-nvl+l) = 1;
M (kbas+1, nh+kbas+1l) = -1;
M(kbas+1, hbas+1) = -1;

o

$ mittlere Zeilen, Mittelteil ou 1lr
for kh = 2:(nvl-1)

M(kbas+kh, kbas—-nvl+nh+kh) = 1;
M (kbas+kh, kbas+kh+nh) = -1;
M (kbas+kh, hbas+kh-1) = 1;
M (kbas+kh, hbas+kh) = -1;
end

% Mittlere Zeilen, Endknoten 1 ou
M(kbas+nvl, hbas+nvl-1) = 1;
M(kbas+nvl, kbas+nh) = 1;

)

M(kbas+nvl, kbas+nvl+nh) = -1;

end

unterste Zeile

dann i0

143
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o
)
9]
Il

(nhl-1)*nvl;

hbas = (nhl-1)*nhi;

% vorderster Knoten o r

M(kbas+1, nh+kbas-nvl+l) = 1;
M(kbas+1, hbas+1l) = -1;

% unterste Zeilen, Mittelteil o 1lr
for kh = 2:(nvl-1)

M(kbas+kh, kbas—-nvl+nh+kh) = 1;
M (kbas+kh, hbas+kh-1) = 1;
M (kbas+kh, hbas+kh) = -1;

end

% unterste Zeilen, Endknoten faellt weg
%Maschengleichungen
ngl = nk;
for mz = l:nvi
for ms = 1l:nhi
ngl = ngl + 1;
M(ngl, (mz 1) *nhi+ms) = hmat (mz,ms) ;
M(ngl, (mz)*nhi+ms) = —hmat (mz+1,ms) ;
M(ngl, nh+(mz 1) *nvl+ms) = —-vmat (mz,ms);
M(ngl, nh+ (mz-1) *nvl+ms+1l) = vmat (mz,ms+1) ;
end
end
Schlussgleichung
for k=1:nhi
M (ndim, k) = hmat (1, k) ;
end
for k=1:nvi
M (ndim, nh+k*nvl) = vmat (k,nvl) ;
end

oe

b=zeros (ndim, 1) ;
b(ndim) = 1;

cur = 0
cur=M\b;

o

oe

for spa = 2:nvl
V(l,spa) = V(1l,spa-1l) + cur(spa—-1)*hmat (spa—-1,1)
end

for zei = 2:nhl
V(zei,1l) = V(zei-1,1) +...
cur (nh+(zei-2) *nvl+1) *vmat (zei-1,1);
for spa = 2:nvl
V(zei,spa) = V(zei,spa-1l) +...
cur ((zei-1) *nhi+spa-1) *hmat (zei, spa—-1)

!
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end
end
end % end if

302 Einfache und vollstandige Pivot-Strategie

Die drei folgenden Quellcode-Paare zeigen der Reihe nach den simplen GauB3-
Algorithmus ohne Pivot-Kontrollegauss0, gaussbk( die Version mit einfa-
cher Pivot-Kontrolle und Zeilenvertauschung §aussidx, gaussbkidx und
den Algorithmus mit voller Pivotkontrolle und Zeilen, sowie Spaltenvertauschungen
(gaussidx?2, gaussbkidx?. Diese Serie ldsst alle Matrixelemente an ihrem
Platz und bewerkstelligt die Effekte von Zeilen- und Spaltenvertauschungen durch
indirekte Adressierung. Deshalb gibt es zu jeder Version den passenden Code zum
Riickwiirts-Einsetzen, der ebenfalls mit indirekter Adressierung arbeitet.

function [R,b] = gauss0(Ainp,binp)
function R = gaussO (Ainp, binp)

o° oe

simple elementare Gauss-Elimination
[n,ns]= size(Ainp); A = Ainp; b = binp;
for spa = 1:(n-1)

e

alle Spalten, von 1 bis (n-1)
for zei = (spa+l):n
alle Zeilen unterhalb der Diagonalen
comb = A(zei, spa)/A(spa, spa);
Faktor: Nullkandidat/Pivot
entsprechende Zeilen kombinieren
(Elementaufzaehlung in Zeile
mit impliziter Schleife (:))
A(zei,spa:n) = A(zei,spa:n) - A(spa,spa:n)*comb;
Mit-Transformiren de rechten Seiten
b(zei) = b(zei) - b(spa)*comb;
end

o

o0 o0 o o

e

end

R = A % Kontrolle der R-Form

Ouput i.a. unueblich in Funktion)
function gaussO

o

(
end %
function x = gaussbkO (R, Db)
function x = gaussbkO (R, b)
Rueckwaerts—-FEinsetzen nach Gauss-Elimination
[n,ns] = size(R)

a° o

x=zeros (n, 1) ;

oe

x-Laenge durch Nullvektor vordefinieren
for k=n:(-1):1
alle Zeilen/Unbekannten von unten nach oben

e o

bisherige Unbekannte beruecksichtigen heisst b korrigieren
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% mit Skalarprodukt: (Matrix-Teilzeile * Vektor-Teilspalte)
x(k) = (b(k) - R(k, (k+1):n)*x((k+1):n) )/R(k, k)
% (b(n) nicht korrigiert weil (k+1 > n) leere Schleife)
end
end % function gaussbkO

function [R,b,ivv] = gaussidx(Ainp, binp)

function R = gaussidx (Ainp, binp)

simple Gauss-Elimination mit indirekter Zeilen-Indizierung
so, dass Zeilen-Pivot—-Kontrolle stattfindet

liefert R, b-transformiert und Vertauschungsvektor ivwv

o0 o o oe

[n,ns]= size(Ainp); A = Ainp; b = binp; ivv = l:n;
for spa = 1:(n-1) % alle Spalten, von 1 bis (n-1)

% Pivot—-Kandidaten auf und unterhalb Diagonale max (abs())
pvx = A(ivv(spa:end), spa); [~ mxp] = max(abs (pvx));
if mxp >1 ; h = ivv(spa); ivv(spa) = ivv (mxp+spa—-1l);

ivv (mxp+spa-1) = hj;

Q

end; % Vertauschen der ivv-Werte
for zei = (spa+l):n

o

alle Zeilen unterhalb der Diagonalen

comb = A(ivv(zeil), spa)/A(ivv(spa), spa);
Faktor: Nullkandidat/Pivot
entsprechende Zeilen kombinieren

de oo oe

(Elementaufzaehlung in Zeile mit impliziter Schleife (:))
A(ivv(zeil), spa:n) = A(ivv(zei),spa:n) —...
A(ivv (spa), spa:n) *comb;
Mit-Transformiren der rechten Seiten
b(ivv(zel)) = b(ivv(zei)) - b(ivv(spa))*comb;
end

oe

end
= A ; % Kontrolle der R-Form
(Ouput unueblich in Funktion)

Q

end % function gaussidx

s}

oe

function x = gaussbkidx (R, b, ivv)

function x = gaussbkidx (R, b, ivv)

Rueckwaerts—-Einsetzen nach Gauss—-Elimination
mit Vertauschung der Zeilen in R gemaess ivv

o0 dCo oo oe

ivv Vektor der indirekten Zeilen-Indizierung
[n,ns] = size(R);
x=zeros (n, 1) ;
x-Laenge durch Nullvektor vordefinieren
for k=n:(-1):1
alle Zeilen/Unbekannten von unten nach oben
bisherige Unbekannte beruecksichtigen heisst b korrigieren

oe

e o
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o

mit Skalarprodukt: (Matrix-Teilzeile * Vektor-Teilspalte)
x(k) = (b(ivv(k)) -
R(ivv(k), (k+1) :n)*x((k+1):n)) /R{ivv(k),6 k) ;
% (b(n) nicht korrigiert weil (k+1 > n) leere Schleife)
end
end % function gaussbkidx

function [R,b,ivv,ivh] = gaussidx2 (Ainp, binp)

function [R,Db,ivv,ihv] = gaussidx2 (Ainp,binp)

Simple Gauss-Elimination mit indir. Zeilen-Indizierung
und indirekter Spalten-Indizierung so, dass volle
Pivot-Kontrolle stattfindet
ohne Umplatzieren der Elemente

liefert R, b-transformiert und

o0 o0 N O o0 oo oo

Vertauschungsvektoren ivv, ivh

[n,ns]= size(Ainp) ; spmx = min(n-1,ns);
A = Ainp; b = binp; 4divv = 1l:n; ivh = l:ns;
for spa = 1l:spmx % alle Spalten, von 1 bis (n-1)
% ———— Pivotsuche im ganzen verbleibenden Feld
[amxsv, kxsv]=max (abs (A (ivv (spa:end), ivh (spa:end))));
Fspmxv
[amx, kx] = max(amxsv) ; % Maximum aller Spaltenmaxima
ixz = spa-l+kxsv(kx); ixs = spa-1l+kx;
% Absolute Indizes
if ixs > spa ; h = ivh(spa); ivh(spa) = ivh(ixs) ;
ivh(ixs) = h; end;
% Vertauschen der ivh-Werte
if ixz > spa ; g = ivv(spa); ivv(spa) = ivv(ixz);
ivv(ixz) = g; end; % Vertauschen der ivv-Werte
for zei = (spa+l):n

o

alle Zeilen unterhalb der Diagonalen

comb = A(ivv(zei), ivh(spa))/A(ivv(spa), ivh(spa));
Faktor: Nullkandidat/Pivot
entsprechende Zeilen kombinieren

o0 oo oo

(Elementaufzaehlung in Zeile mit impliziter Schleife (:))
A(ivv(zei),ivh(spa:n)) =
A(ivv(zel),ivh(spa:n))-A(ivv(spa),ivh(spa:n))*comb;
Mit-Transformiren de rechten Seiten

o

b(ivv(zei)) = b(ivv(zei)) - b(ivv(spa)) *comb;
end
end
R =A ; % Kontrolle der R-Form
% (Ouput unueblich in Funktion)

Q

end % function gaussidx?2
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function x = gaussbkidx2 (R, Db, ivv, ivh)

function x = gaussbkidx2 (R, b, ivv, ivh)

Rueckwaerts—-Einsetzen nach Gauss-Elimination
mit Vertauschung der Zeilen in R gemaess ivv
ivv Vektor der indirekten Zeilen-Indizierung

o o° o0 oo oo

und indirekter Spalten-Indizierung mit ivh

[n,ns] = size(R);

x=zeros (n, 1) ;

x-Laenge durch Nullvektor vordefinieren

for k=n:(-1):1

alle Zeilen/Unbekannten von unten nach oben

bisherige Unbekannte beruecksichtigen bedeutet b korrigieren
mit Skalarprodukt: (Matrix—-Teilzeile * Vektor-Teilspalte)

o

e d° o o oe

xsel = x(ivh((k+1):n)) ;
x—Teil unterhalb aktueller Zeile
x(ivh(k)) = (b(ivv(k)) -

R(ivv(k),ivh((k+1) :n)) *x(ivh ((k+1) :n)))/R(ivv(k),ivh(k));
(b(n) nicht korrigiert weil (k+1 > n) leere Schleife)
end

o\

end % function gaussbkidx?2

303 Wirkung der Asymmetrie bei Eigenwertproblemen

-3

% Skript asymeigval

ndim = 5; asy = [0.01, 0.1, 0.5 ,1]

A = rand(ndim); S = A’'+A;

El = (eig(s))’

for asy = 1:4
Se = S; Se(ndim,1l) = Se(ndim,1l) + deler(asy);
En = (eig(Se))’

end
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13.4
Lésungen zu den Selbsttests

Lésungen zur Testserie 3.1

T311 - Rmax =4 — Man setzt den Koeffizienten dieses Vektors verschieden von
Null und alle anderen Null und erhélt den Nullvektor mit Koeffizienten die nicht alle
Null sind.

— DimNull(reg) = 0 — Durch Riickwirts-Einsetzen

T312Es=ones (n) ;
for zei=1l:n-1;for spa=zei+l:n; Es(zei, spa)=0;Es(spa,zei)=0; end;end

T313 I=eye (6) ;I(1,1)=0;TI(3, 3) 0; I( , 5)=0

Pa=I; Pa(3,1)=1; Pa(5,3)=1; 5)=1;

Pb=I; Pb(5,1)=1; Pb(3,3)=1; Pb 5)=1;

T314

% w=angofvect (w,v) Winkel zwischen zwei Vektoren
function angval = angofvect (v, w)

angval = acos( v'*w/sqgrt ((v'*v)*(w'*w)) )*180/pi;

T315b=[0 0 2 1 0]’
—[1-11-11; 00000; 16 8 42 1; 1111 1; 4321 0]
x=M\b
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Lésungen zur Testserie 3.2

T321 - b=0 setzen

— Bildraum aufgespannt durch [1 0 O]” und [0 O 1]°, Nullraum: [0 p pI’

— Turmmatrix:n, Spechtmatrix: 1 - orthogonal

T322 T=2*eye (n)

for spa=3:n;T(spa-2,spa)=-1;T(spa, spa-2)=-1; end

T323
% iasymm = asymmtest (A) testet asymmetrie (=1) sonst (0)
function iasymm = asymmtest (A)
[nn,n]l=size(A); iasymm = 1;
for zei = 1l:n; for spa=zei:n;
if A(spa,zei) ~= —-A(zei,spa); iasymm = 0; break; end;

end; end;

T324pPx=[1 0 0;
Py=[0 0 0; 01
Rang 1
T325n=length(v); s = 0

for k=1l:n; s=s+v(k)"2; end; vecnor = sqgrt(s)

0 00; 00 0]
0; O 0] Pz=[0 0 0; 0 0 0; 0 0 11 alle

o~
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Lésungshinweise zum Kapitel 4

141
Lésungen zu den allgemeinen Ubungen des Kapitels 4

Winkelbestimmungen

40-1 Orthogonaler Dreispitz

Bodendreieck ABC gleichseitig, also istS = (0/(+v/3/3)/h), finde h aus SA’*SC =
0=1-0.5+/3/6-h]” * [ 0.5+/3/6 -h], h = sqrt(1/6) = 0.4082, Betrag(SA) = sqrt(1/2)
=0.7071

40-2 Berechnung der wahren Dachneigung
AB,.CD==6(+60),S=(0010), n=SAxSB, Neigung = acos([0 0 1]*n/Betrag(n))
= 59.03°. m= SBxSC, Winkel ABS-BCS = acos(m’*n/(Betrag(n)*Betrag(m)) =
74.65°.

40-3 Winkelberechnung am Wiirfel
Im Wiirfel ABCD-EFGH bilden die Diagonalen AC, AF, AH mit der K-Diag. AG
den Winkel 35.26°. BE, DE, BD stehen senkrecht auf AG.

Vektorgeometrie in der Ebene

40-4 Hesse’sche Normalform in der Ebene
OA=[40";0OB=[03]"; AB=[43] ;N=[34];en=[3/54/5]";
en’*OP -en’*[4 0] =en’*OP - 12/5=0; en’*[0 3]" -en’*[4 0] = 0;

40-5 Visualisierung der Hesse’schen Normalform
siehe Beispiel-M-Files “showhessenf.m”

151
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Vektorgeometrie in 3D

40-6 Normalenvektoren im Tetraeder:

A=(000); B=(100); C=(0.5sqrt(3)/2 0) ; S= (0.5 sqrt(3)/6 sqrt(2/3) );

enABC =10 0 -0.866]" ; enABS = [0 -0.8165 0.2887]"; enACS = [ -0.707 0.4082
0.2887]”; enBCS = [ 0.707 0.4082 0.2887]’;

40-7 Gerade durch einen Oktaeder:
A=[400],B=[040]",C=[-400]",D=[0-40]", E=[00 4] F=[0 0 -4]’;

Linienzug: ABCDAFAEABFDEB; T= [0/2 /2] ; S=|4/3 4/3 4/3]; OP = OT + w¥r =
07221+ w*|4 4 4]"; V =]-2 -2 0] bei w=-0.5

40-8 Vierseitige Pyramide

4-seitige Pyramide aus gleichseitigen Dreiecken = oberer Teil eines Oktaeders h =
s*sqrt(2)/2 = 7.07 m. ds = 7.07/tan(15*pi/180) 27.6157 m Schattengrenzen-Winkel
= 2*15 Grad = 30 Grad.

40-9 Ebenes Viereck im Raum

Ebene durch ABC, Hesse’sche NF: n = cross(C-A,B-A) = [8 16 16]’; en = [1/3 2/3
2/3]" ;d=2.666=8/3; x*1/3 = 8/3; x=8; SABC =[-4/3 7/3 7/3] sSACD = [8/3 4/3 4/3]
aABC = 24;whos aACD = 48 stot = (SABC*24+sACD*48)/(24+48)= [4/3 5/3 5/3]

40-10 Ebene in Hesse’scher Normalform
Ebene in HesseNF en=[0.64 0.48 0.60] ; en’*OP - 1.92 = ().

Ausflug in h6here Dimensionen

40-11 Winkel im vierdimensionalen Raum:

function wbk = muldiwi (v, w)
wbk = acos( v’/ *w/norm(v)/norm(w))*180/pi;
end

o

alle Winkel in Grad

w(r,v)=30 ; w(r,f)=45; w(r,kl)=w(r,k3)=60;
w(v, £)=35.2644; w(v,kl) = w(v,k3)=54.7356;
w(f,kl)=45; w(f,k3)=90;

o oe

o

40-12 Winkel zwischen mehrdimensionalen Vektoren:
w(k,f)=45; wk.r)= 90 ; w(k,v)=63.435 ;
w(f,r)= 90 ; w(f,v)= 50.7685; w(r,v)= 39.2315;



40-13 Zwei, drei und vierdimensionaler Einheits-, Wiirfel“
Quadrat-Diagonalen: [1 1]” und [1 -1

Wiirfel-Kantenvektoren: [1 0 0], [0 1 0], [0 0 1]°, je 4-fach
Wiirfel-Flichendiagonalen z.B. [1 1 0]” (2 Einsen, 1 Null), Raumdiagonalen [1 1 1]’
drei Einsen.

Bei 16 Ecken gibt es 15%16/2 Verbindungsstrecken = 120. Dabei sind 4 Typen von
Kanten, je 8 fach (3 konstante Bits in allen Kombinationen), 12 Arten von Fli-
chendiagonalen (2 bits aus 4 auswihlen = 6, dann je ++ oder +-), je 4fach, 16 3D-
Korperdiagonalen (3 Bit aus 4, dann +++, ++-, +-+, -++) je 2 fach (Startpunkt bei
4. Dimension 0 oder 1) und 8 Arten 4D Raumdiagonalen, je einfach. (an jedem
der 4 Plitze + oder -, geteilt durch 2 wegen vorwirts- riickwirts Identitiit). Also,
8+32+48+32=120.

Winkel Flichendiagonalen+45° +£135° +90°

Winkel 3D-Raumdiagonalen£54.73°, +125.26° £90°

Winkel 4D-Raumdiagonalen£60°, +120°

Durch Matrizen definierte Abbildungen
40-14 Kongruente Abbildungen der Ebene

My = [-1 0 ; 0 17; Imy = [ -5 -5 -6; 2 0 0];
Mp = [-1 0 ; 0 -1]; Lmp= [ -5-5-6; -2 0 0];
R45 = [0.707 =-0.707; 0.707 0.707 1;

Lrd5 = [ 2.12 3.53 4.24; 4.45 3.53 4.2471;

R90 = [0 —-1; 1 0]; Lr90 = [-2 0 0; 5 5 6];

Homogene Koordinatentransformationen in der Ebene

40-15 2D homogene Koordinatentransformationen des ,,L“

Tal = [1 0 -5 ; 015; 001];
Ta2 = [1 0 -5; 010; 00 1];

Ta3 = [1 0 -10 ; 01 0; 0 0 17;

Tb = [0 -1 0; 1 0 0; 00 17];

Tcl = [0.707 —-0.707 1.465; 0.707 0.707 -3.54; 0 0 11;
Lcl = [3.58 5 5.707; 1.414 0 0.707; 1 1 1];

Tc2 = [1L -1 5; 1 0 -5; 00 1];

Lc2 = [ 355; 001; 1111}

40-16 Drehungen und Translationen des ,,L“

Ral = [0.707 -0.707 0; 0.707 0.707 0; 0 0 17;

Ra2 = Ral”2; Ra3 = Ral”"3;

Lal = [ 2.12 3.54 4.24; 4.95 3.54 4.24; 1 1 1];

153
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Tbl = [1 0 —3.54; 0 1 —3.54; 0 0 11;
Tblb= [1 0 3.54; 0 1 3.54; 0 0 1];

La2 = [-2 0 0; 55 6; 1 1 1]

Th2 = [1 0 0; 01 -5; 0 0 1]

Th2b= [1 0 0; 01 5; 0 0 1]

La3 = [ -4.95 —3.54 —4.24; 2.12 3.54 4.24;1 1 1]
Tb3 = [1 0 3.54; 0 1 -3.54; 0 0 1];

Tb3b= [1 0 -3.54; 0 1 3.54; 0 0 1];

Rbl = [0.707 0.707 0; —-0.707 0.707 0; 0 0 1];

Rb2 = Rbl1*2; Rb3 = Rb1"3;
Gl = Tblb*Rbl*Tbl*Ral
G2 = Tb2b*Rb2*Tb2*Ra2
G3 = Tb3b*Rb3*Tb3*Ra3

o
Il

—

=

0 -1.47; 01 3.54; 0 0 1]
0 -5; 01 5; 001]
= [ 10 -8.54; 01 3.54; 0 0 1]

o o

Il
—
—

40-17 2D-Abbildung des ,L“ mit Gegenrotation

Interessante Losungsvariante: zuerst Gegenrotation um Ecke des “L”
Te=[10-5:010;001];R =[cos(w) sin(w) 0; -sin(w) cos(w) 0; 00 1];
Tb=[105010;001];

Gesamt Gegendrehung G= Tb*R*Tc

Dann Drehung um (0/0) um w R = [cos(w) -sin(w) 0; sin(w) cos(w) 0; 00 1]

40-18 2D-Bewegung des ,L“ mit allgemeinem Winkelparameter a) Tges
=[1 0 5*(cos(w)-1); 0 1 5*sin(w) ; 0 0 0]
b)Tr2= [cos(w) sin(w) 5*(cos(2*w)-1); -sin(w) cos(w) 5*sin(2*w) ; 0 0 1]

40-19 Dreiecksabbildung auf sich selbst:

Dr = [0 10 5; 0 0 5*sgrt(3); 1 1 1] ;

T =1[10-5; 01 -5*sqgrt(3)/3; 0 0 1]

w = 2*pi/3 ;

R = [cos{(w) —-sin(w) 0; sin(w) cos(w) 0; 0 0 1]
Tb = [1 0 5; 0 1 5*sgrt(3)/3; 0 0 17;

TT = Tb*R*T; TT"3

Dr2 = TT*Dr ; Dr3 = TT"2*Dr;

[Dr Dr2 Dr3]

4020 Mehrfache Abbildung eines Rechtecks

ABCD = [0 10 10 0 0; 0 0 2 2 0; 1 1 1 1 11;
Tla = [1 0 0; O 1 -2; 0 0 171;

Tlb = [0 -1 0; 1 0 2; 0 0 17;

ABCD1l = Tlb*Tla*ABCD

T2a = [1 0 -2; 01 —-12; 0 0 11;
T2b = [0 -1 2; 1 0 12; 0 0 11;
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ABCD2 = T2b*T2a*ABCD1

T3a = [1 0 -12; 0 1 -10; O O 171;

T3b = [0 -1 12; 1 0 10; O O 17];

ABCD3 = T3b*T3a*ABCD2

T4da = [1 0 -10; 0 1 0; 0 0 171;

T4b = [0 -1 10; 1 0 0; O O 11;

T4b*T4a* T3b*T3a* T2b*T2a*T1lb*Tla
ABCD4 = T4b*T4a*ABCD3

plot (ABCD (1, :),ABCD(2,:),'k"); hold on;
plot (ABCD1 (1, :),ABCD1(2,:),'r")

plot (ABCD2 (1, :),ABCD2(2,:),'g");

plot (ABCD3 (1, :),ABCD3(2,:),'b"); axis equal

40-21 Zwei verschiedene Abbildungen liberdecken sich

F=1008800; 00440; 1111 1];

Trd = [1 0 0; 01 —4; 0 0 1]

Mi = [100; 0 -14; 00 1]; F1L = Mi*Tr4*F
Trdd = [1 0 -4; 0 1 -4; 0 0 1]1;
R=1[-104; 0-14; 00 1];

Korrespondenz: A1=B2, B1=A2, C1=D2, D1=C2.

Homogene Koordinatentransformationen im Raum

40-22 3D-Abbildung eines Dreibeins

A=[0 O O 11'; B=[10 O O 1]'; C=[0 10 O 1]’; D=[0 O 10 11';
Db = [BACBDATCD];
Mp = [[-eye(3) [0 0 0]1']1; O 0 0 1]; Dbt = Mp*Db;
plot3(Db(l,:), Db(2,:), Db(3,:)); hold on;
plot3 (Dbt (1, :), Dbt (2,:), Dbt(3,:),'r"); axis equal
set (gca, 'CameraPosition’, [-150 45 70]); hold off

~ ~

40-23 3D Abbildung zwischen den Stufen einer Wendeltreppe

Q=[50 50 50 50 150 150 150 150 150 150 50 50 50 150 150 50 50; ...
50 0 0 O 0 0 0 50 50 50 50 50 0 0 50 50 O ;
0 018 O 0 18 0 0 18 0 0 18 18 18 18 18 18 ;
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 71;
plot3(Q(1l,:),Q(2,:),Q0(3,:),"'k"); hold on
w = 15*pi/180;
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Trl = [cos(w) —-sin(w) 0 0; sin(w) cos(w) O O; 0 O 1 18; 0 0 0 17];
Q1 = Trl1*Q; plot3(Q1(1l,:),Q1(2,:),Q1(3,:),"'k");
Q2 = Trl*Ql; plot3(Q2(1,:),02(2,:),02(3,:),"'k");
Q3 = Trl*Q2; plot3(Q3(1,:),03(2,:),Q3(3,:),'k");
Q4 = Trl*Q3; plot3(Q4(1,:),04(2,:),04(3,:),"'k");
Q5 = Trl*Q4; plot3(Q5(1,:),05(2,:),Q5(3,:),'k");
Q6 = Trl*Q5; plot3(Q6(1,:),06(2,:),06(3,:),'k");

axis equal; hold off

40-24 Sich expandierender Wiirfel

W=1[-2-2-2-2 2 2 2 2 2 2 -2-2-2 2 2 =2 -2;
2 -2 -2 -2 -2 -2-2 2 2 2 2 2 -=2-2 2 2 -2;
-2 -2 2 -2 -2 2 -2 -2 2 -2 -2 2 2 2 2 2 2;
$1 111 11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1]

plot3(W(1,:),W(2,:),W(3,:),'k"); hold on

for ix = 0:1 ; for iy = 0:1; for iz = 0:1

t = [2-4*ix 2-4*iy 2-4*iz]'; Ta=leye(3) t; 0 0 0 1];

b = [-eye(3) —-t; 0 0 0 1]; Wt = Tb*Ta*W;

plot3 (Wt (1, :),Wt(2,:),WE(3,:),'r");

end; end; end; axis equal; hold off

40-25 3D: “L’ dreht sich vor dem Spiegel:
Zuerst die Hilfsfunktion plothcl3:

plothandle = plothcl3 (Lmat, colorstring)
3D-Plot einer Linie aus einer
Matrix von Spaltenvektoren

o0 o° o° oe

in 3D homogenen Koordinaten
function plothandle = plothcl3 (lmat, colorstring)
if exist ('colorstring’) == 0
col = "k';
else
col = colorstring;
end
plothandle = plot3(lmat (1, :),lmat (2, :), Imat (3, :),col);
end % function
Dann die eigentliche Losung, ein Film durch abwechselndes Loschen und neu Zeich-
nen:

<)

% lrotmirr3D.m — 3D "L" dreht sich vor dem Spiegel
spiegel=[0 4 4 0 0;0 0 0 0 0;0 0 3 3 0;1 11 117;
% Randpunkte des Spiegels und Spiegelmatrix

spm=[1 0 0 0;0 -1 0 0;0 0 1 0;0 0 O 11;
plothcl3(spiegel, 'b’) ; hold on

axis ([-6 6,-6 6 0 12]) ; axis sqguare

set (gca, 'CameraPosition’, [-15 —-100 27])
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% Drehen des "L" in Schritten von 5 Grad
for 1lw=0:2:360
w=1lw*pi/180; kopf= [2 -4 2 1]'
ecke=[2 -4 0 11'; zehe=[2+cos(w) —-4+4sin(w) 0 1]’
"L" zusammensetzen und spiegeln

=[kopf ecke zehe]; LV=spm*LM;
hm=plothcl3 (1M, "'k’);
hv=plothcl3(LV, 'r’);
pause (0.1)
if 1w < 360

delete (hv)

delete (hm)
end

o

end

40-26 Fiinf Sterne in 3 Dimensionen

A=[-1 -1 -1 1]1'; B=[1 -1 -1 11';
C=[11 -1 1]";b=[-12 1 -1 11";
E=[-1 -1 1 1]’; F=[1 -1 1 17]°
G=[1 1 1 1]';H=[-1 1 1 11";
T=[0 0 6 11'; U=[0 0 -6 1]1';
N=[-6 0 0 1]'; S=[6 0 O 1]’
O=[0 6 0 1]"; W=[0 -6 0 171’
liz = [ETGF THENDH N AEFSCGSZBFEF
WABWEAUCDU BCOHGODTCTD A]
plot3(liz(1l,:),1iz(2,:),1iz(3,:),'k’) ; hold on
cols = [/, 'b";'g’,'c’]
sh = -15;
for k=1:2
Tr= eye(4); Tr(1l,4)= sh; 1i = Tr*liz;
plot3(li(l,:),1i(2,:),11i(3,:),cols(1l,k))
sh = 15;
end
sh = -15;
for k=1:2
Tr= eye (4); Tr(2,4)= sh; 1i = Tr*liz;
plot3(li(l,:),1i(2,:),11i(3,:),cols(2,k))
sh = 15;

end ; axis equal ; hold off

40-27 Ansicht aus dem Helikopter

o3

% showhaus.m
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vi=1[3-20 11" ;
v2 = [ 3 -23 11" ;
v3i=[3 05 11" ;
vd = [ 3 23 11" ;
vb=[3 20 11" ;
ve = [-3 -2 0 11" ;
vl] = [-3 -2 3 1]' ;
v8 = [-3 05 11" ;
v = [-3 2 3 11’ ;
vl0= [-3 2 0 11’ ;
L = [ vl ve v7 v2 v3 v8 v9 v4 vb
vl v2 v3 v4 v5 v10 v6 v7 v8 v9 v10 ];
1xi = L(1,:) ;
lyi = L(2,:) ;
lzi = L(3,:) ;
B oo start ———- file showhaus.m ————————————
% Dieses File ’'showhaus.m’ fasst die Erstellung des
% Linienzuges in 3D homogenen Koordinaten,
% die Matrizen-Berechnungen, die Transformationen
% und die Darstellung der Projektion
% in die y’’ z''-Ebene zusammen

m—file ’'hausdef.m’ definiert 4x20 Matrix der
Kanten-Lininen in 3D homogenen Koordinaten

o° oe

hausdef

die m—files 'zrotmat.m’ und 'yrotmat.m’ definieren
die Rotationsmatrizen ’'Zrm’ und 'Yrm’ aufgrund der
globalen Variabeln ‘phi’ und 'tet’

de o oe

zrotmat
yrotmat

% Die Transformation von L =zu Lt
Lt = Yrm*Zrm*L ;

% Herauspicken der 20 y und y-Koordinaten

1yt = Lt (2, :);



lzt = Lt (3, :);
% And: the show must go on!

plot (lyt,1lzt)
axis( [-6 6 -4 8] )
axis square

$ - end —-———-— file showhaus.m —————-——————-

Die zwei Skripte yrotmat und zrotmat

o3

% Skript yrotmat
Yrm = eye(4);

% globale Variable tet (in Grad)

Yrm(l,1) = cos(tet*pi/180);
Yrm(3,3) = cos(tet*pi/180);
Yrm(1l,3) = sin(tet*pi/180);
Yrm(3,1) = —sin(tet*pi/180);

% Skript zrotmat

Zrm = eye(4);

% globale Variable uebernommen: phi (in Grad)
Zrm(l,1) = cos(phi*pi/180);

Zrm(2,2) = cos(phi*pi/180);

Zrm(1,2) = —sin(phi*pi/180);
Zrm(2,1) = sin(phi*pi/180);
14.2

Miniprojekte zur Raumgeometrie und den Abbildungen

401 Generieren der fiinf Platonischen Kérper

Die Funktion platoshow(n,e) erwartet die Werte n fiir die Anzahl Ecken der Polygone
im Platonischen K&rper und e fiir die Anzahl Polygone, die in einer Ecke zusammen-
kommen.

function r = platoshow(n,e)

platobuild.m Erzeugen der Platonischen Koerper
mit Elementar—-Rotationen

n = Anzahl Ecken der Polygone,

e Anzahl Polygone pro Ecke

benocetigt:

o0 o0 o° o° o°
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o oe

RZ.m, addanode.m, goback.m, addapoint.m

n = input ('Erzeugen der Platonischen Koerper:
n der n-Ecke = ?');
% e = input (' wieviele Flaechen stossen an

einer Ecke zusammen?’) ;

% Legalitaetspruefung und Verbindungstopologie

cond = 0;
ifn< 6 && n > 2
ifn > 3 && e ==

cond = 1;
if n == 4
% Hexaeder , Wuerfel
typ = 3;
"Hexaeder, Wuerfel e=8, k=12, f=6 '
else
% dodekaeder
typ = 5;
"Dodekaeder, Pentagon-Dodekaeder, e=20,
end
else
if (n == 3) && (e > 2) && (e < 6)
cond = 1;
if e ==
% tetraeder
typ = 1;
'Tetraeder, e=4, k=6, f=4'
else
if e == 14
% oktaeder
typ = 2;
'Oktaeder, e=6, k=12, f=8'
else
% ikosaeder
typ = 4;
"Ikosaeder, e=12, k=30, £f=20'
end
end
end
end
end
cols = ['r',’g',’'b'",’c’",'m"];
lpa = zeros(l,e+l);
if cond == 1

k=1; % Kantenlaenge

k=30,

£t=12

4



rf = k/2/sin(pi/n) ;

se = 2*rf*sin(2*pi/n);

rp = se/2/sin(pi/e) ; % Pyramidenradius

hp = sgrt(1l-rp*2);

$rf ; rp; hp;

rk = k*2/2/hp; % Radius der umschreibenden Kugel
rl= 1.2*rk; % Plotgrenzen

"Radius der umschreibenden Kugel:’,

wk = 2*asin(k/2/rk);
wkg = wk*180/pi;

% dreibein
figure(l);

rk

:),'k’, "linewidth’, 1.3

clf;
tri = [ 0 1.2 0 O 0 0;
00 0 1.2 0 0; .
00 0 0 0 1.2];
plot3( tri(l,:),tri(2,:),tri(3,
hold on
axis ([ -1.6 1.6 -1.6 1.6 -1.6 1.6]);

axis sqguare
view(70,22)
plhand = 0;

% oberster Punkt
ppo = [0 O rk]';

plot3( ppo(1l,1),ppo(2,1),ppo(3,1), 0k’ );

o)

% Grundtransformation

trtot = eye(3);
Royf = [cos(wk/2) 0 -sin(wk/2) ;...
01 0; sin(wk/2) 0 cos(wk/2) 1;
Rozf = [ cos(k*2*pi/e) sin(k*2*pi/e) O ; .
—sin(k*2*pi/e) cos(k*2*pi/e) O ; 0 0 1 1;
Rozh = [-1 0 O ; 0 -1 0; 001 171;
rzac = 1;
if typ == 1
pPpt = ppo;
ndepth = 1;
bkmat (1:3,1:3, ndepth) = eye(3);
il = 1; i2 = 0;
for nod = 1:3
RZ ; addanode;
RZ ; addanode;

) 7
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goback; addapoint;

o\

goback; addapoint;
sz = size(ppt); if i2 == 0 i2 = sz (2); end
plot3(ppt(1,11:12),ppt(2,11:12),ppt(3,11:12), ...
cols (nod), 'LineWidth', 2);
pause (1)
end
elseif typ ==
ppt = ppo;
ndepth = 1;
bkmat (1:3,1:3, ndepth) = eye(3);
i1 =1; i2 = 0;
for nod = 1:4
RZ ; addanode;

o\

for nodb = 1:2
RZ ; addanode;
goback; addapoint;
end

oe

goback; addapoint;
sz = size(ppt); if i2 == 0 i2 = sz (2); end
plot3(ppt(1,11:12),ppt(2,1i1:12),ppt(3,11:12),
cols (nod), 'LineWidth', 2);
pause (1)
end
elseif typ ==
ppt = ppo;
ndepth = 1;
bkmat (1:3,1:3, ndepth) = eye(3);

o\

il =1; i2 = 0;
for nod = 1:3
RZ ; addanode;

oe

RZ ; addanode;

oe

for nodb = 1:2
RZ ; addanode;
goback; addapoint;
end

o



goback; addapoint;
goback; addapoint;
sz = size(ppt); if i2 == 0 i2 =

sz (2);
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end

plot3(ppt(1,11:12),ppt(2,11:12),ppt(3,11:12), ...
cols (nod), 'LineWidth’, 2);

pause (1)
end
elseif typ ==
pPpt = ppo;
ndepth = 1;
bkmat (1:3, 1:3, ndepth)

o

il = 1;
for nod =
RZ ;

i2 =
1:5
addanode;

0;

o

RZ ; addanode;

oe

goback; addapoint;

o

RZ ; addanode;

o

for nodb =
Rz ;
goback;
end

1:3
addanode;
addapoint;

o

goback; addapoint;

o

goback;
size (ppt) ;

addapoint;
sz =

= eye(3);

if 12 == 0 i2 =

sz (2);

end

plot3(ppt(1,11:12),ppt(2,11:12),ppt(3,il:i2),

cols (nod), 'LineWidth’,
pause (1)
end
elseif typ ==
ppt = ppo;
ndepth = 1;
bkmat (1:3, 1:3, ndepth)

o

il =1; i2 =
for nod = 1:3
RZ ; addanode;

0;

o

2);

= eye(3);
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RZ ; addanode;
%lev2
for nodb = 1:2
% 2x lev3 am 1. lev2
RZ ; addanode;
goback; addapoint;
end

goback; addapoint;

RZ ; addanode;
%lev2
RZ ; addanode;
lev3
1. lev 4 am lev3
RZ ; addanode;
goback; addapoint;
2. lev 4
RZ ; addanode;

o° o

o\

for nodc = 1:2

o

lev5 2x
RZ ; addanode;
goback; addapoint;
end
goback; addapoint;
goback; addapoint;

goback; addapoint;

o

goback; addapoint;
sz = size(ppt); 1if i2 == 0 12 = sz (2); end

plot3(ppt (1,11:12),ppt(2,11:12),ppt(3,11:12), ...

cols (nod), 'LineWidth’, 2)

pause (1)

end % for
end
else

input (' sorry, diesen regulaeren Polyeder gibt es
end

nicht!’)



Dazu werden folgende Skripts (im gleichen Directory) bendtigt:

% RZ.m Z-Rotation — Hilfs-Skript zu platobuild.m
bkmat (1:3,1:3, ndepth) = Rozf*rzac*bkmat (1:3,1:3,ndepth);
ppt = Rozf rzac*ppt;

% addanode.m Neuen Knoten anfuegen,
% Hilfsskript zu platobuild.m
ndepth = ndepth+l;
bkmat (1:3, 1:3, ndepth)
ppt = [Royf"2*ppt ppol;
bkmat (1:3, 1:3, ndepth)
ppt = Rozh*ppt;

Royfr2*eye (3) ;

Rozh*bkmat (1:3,1:3, ndepth) ;

% addapoint.m Hilfsskript zu platobuild.m
ppt = [ppt ppo];

% goback.m gehe zum vorherigen Knoten,
% Hifsskript zu platobuild.m

ppt = (bkmat (1:3,1:3,ndepth)*-1) *ppt ;
ndepth = ndepth-1;

402 Suchen der GroBkreis-Flugrouten
Losung mit mehreren Hilfsfunktionen:

breitkreisfct.m Funktion zum
Erzeugen der Koordinatentripel

de oo oo

eines Breitnmeridians der Breite lati
function coordmat = breitkreisfct (lati)

t = linspace(0,2*pi);
coordmat=[cos (t) *cos (lati*pi/180) ;
sin(t)*cos (lati*pi/180) ;...
sin(lati*pi/180) *ones (1, length(t)) 1;

grosskreisfct.m Funktion zum
Erzeugen der Koordinatentripel
eines Laengenmeridian-Sektors zur Laenge long
und der Winkeldistanz dist ab dem Nordpol

o0 o oo oP

function coordmat = grosskreisfct (long,dist)

t = linspace(0,dist*pi/180);

coordmat = [sin(t)*cos(long*pi/180);
sin(t)*sin(long*pi/180); cos(t)];

o3

% meridiannetz.m Zeichnen eines Meridian-Netzes
hold on
for long = 0:30:90
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pl = grosskreisfct (long, 360);

plot3(pl(l, :),pl(2,:),pl(3,:), 'b" )
plot3(-pl (1, :),pl(2,:),pl(3,:),'b" )
if long == 0
plot3(pl (1, :),pl(2,:),pl(3,:), 'k’, ' LineWidth’,2 )
end
end
for lat = -60:15:60
pb = breitkreisfct (lat);
plot3(pb(l, :),pb(2,:),pb(3,:),'b" )
if lat ==
plot3(pb(l, :),pb(2, :),pb(3,:), k', "LineWidth’, 2 )
end
end
axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2 -1.2 1.2]); axis square;
view(70,22)

function [dist, azi,maxbreit, norvec] =
grosskreis (longl, latl, long2, lat2)
[dist, azi, maxbreit, norvec] =
grosskreis (longl, latil, long2, lati?2)
Berechnung von Distanz, Startazimut,
maximaler Breite und Normalenvektor
zur Grosskreis-Flugroute zwischen zwei
Orten auf der Welt, deren
Laengenposition (Ost=+, West= -) und
Breitenposition (N=+) bekannt ist.
dgr = pi/180;
vli=[cos (latl*dgr) *cos (longl*dgr)

o0 o0 o0 o O o0 oo oo

cos (latl*dgr) *sin(longl*dgr)
sin(latl*dgr)]’;
vin=[-sin(latl*dgr) *cos (longl*dgr) ...
-sin(latl*dgr)*sin(longl*dgr)
cos(latl*dgr)]’;
v2=[cos (lat2*dgr) *cos (long2*dgr) ...
cos (lat2*dgr) *sin(long2*dgr)
sin(lat2*dgr)]’;
dist=abs(acos(vl’'*v2))*6366.2;
% Winkel in rad = acos(Skalarprodukt)
if dist > 0 % Ausschliessen identische Punkte
norvec = cross(vl,v2);
if norm(norvec) > 0; % Ausschliessen Antipoden
norvec = norvec/norm(norvec) ;
maxbreit = acos(norvec(3)/norm(norvec))/dgr;
takoff = cross(norvec,vl);



norcomp = (takoff’*vlin/norm(vln))*vlin;
westcomp = takoff-norcomp;

azi = acos (takoff’*vin/norm(takoff)/norm(vlin))/dgr;

if long2 > longl ;
azi = —azi;
else
maxbreit = 180-maxbreit;
end;
else; disp(’Antipoden!’); end;
else; disp(’identische Punkte!’); end

% plk=flugfct (long, lat,azi,dist)

% Flugroute ab Startort long lat

% mit Abflug-Azimuth azi und Flugdistanz dist
function plk=flugfct (long, lat,azi,dist)

pm = grosskreisfct (180+azi, dist);

wy = (-90+4+lat)*pi/180;

Rym = [ cos(wy) 0 —-sin(wy); 0 1 0; sin(wy) 0 cos(wy)];

wz = long*pi/180;
Rzm = [ cos{(wz) -sin(wz) 0 ; sin(wz) cos(wz) 0 ;
plk = Rzm*Rym*pm;

o)

% showflug.m Beipiel-Plots f\"ur Flugrouten
clf
meridiannetz;
%$Start = Frankfurt
longs = 8.6833; lats = 50.1167;
Ankara, Athen, Berlin,
Kairo, Kapstadt, London,
Bejing, Moskau, Rio, Sydney ,
Tokyo, Frisco, NYC , Chicago
= [39.9167 37.9667 52.5
30.0333 -35.9167 39.9167
55.75 -22.95 -34.0 35.6667
37.6167 40.65 41.7833 1;
long = [32.9167 23.7167 13.4167
31.35 18.3667
116.25 37.6 -43.2
151.0 139.75 —-122.3833 -73.7833 -95.35];
for k = 1l:1length(long)
[dist, azi, maxbreit, norvec] =...
grosskreis (longs, lats, long(k), lat (k));
pl = flugfct(longs, lats,azi,dist/6336.2*180/pi) ;

e o0 o oe

—
jol
jart

plot3(pl(l,:), pl(2,:), pl(3,:),'r', ' LineWidth’, 2

end
hold off

167
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403 Visualisieren eines Tetraeder-Rings beim Umstiilpen

o° oe

aus 6 verlaengerten Tetraedern

s = 1;

h = sqgrt(3)/2;

d=1.0;

f = 0.93;

pl = [d 00 0]" + [0OhOO]" + [00s/20]" + [0
p2 = [d 0 001" + [0h O0OO0]" - [00s/20]" + [0
p3 = [d-s/2 0 0 11';

p4 = [d+s/2 0 0 11';

zt = (pl + p2 + p3 + p4d)/4;

zt (4) = 1;

Zm = zt * ones (1, 8);

px0 = [0 0 0]';
pxl = [s 0 0]";
px2 = [-s/2 s*sqgrt(3)/2 0]';
px3 = [-s/2 —-s*sqgrt(3)/2 01';
pxo = [ 0 0 11";
pxu = [0 0 -11";

Xa = 1.1*[px0 pxl px0 px2 px0 px3 px0 pxo pxul;

plot3( Xa(l,1:7), Xa(2,1:7), Xa(3,1:7),'k’" );
view(-53, 42);

To = Zm + £*(To—-Zm);

Tk = [pl p2 p3 pl p4 p3 p4d p2];

plot3 (To(l,:), To(2,:), To(3,:) )
Splot3(Tk(1l,:), Tk(2,:), Tk(3,:),'g" )
axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2 —-1.2 1.2]);

axis square;
hold on;

Mv =[100-d; 0100; 0010; 00011 ;

1000 ;:;0-100;0010;0001] ;

[cos(120*%pi/180) —-sin(120*pi/180) 00 ;
sin(120*pi/180) cos(120*pi/180) 0 0;...
0010; 00011 ;

YRS
=
[

o

w=(0:2:360)*pi/180;

tetringfilm.m Simulation des Umstuelpens eines Rings



al

xca = h*(cos(al)/sqgrt (3)

o)

]

fo

o

atan (sgrt (3)

r k
Ra

= 1l:length (w)
=[1000; 0
0 sin(al(k))

000 l] ;

[ cos(w ))
Sln( k))
000 1],

h* ( cos(w
[1 00 xca(k)

XC
Mb

Tt
Tf
if > 1
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
delete
end
plhd
plhdf
plhdg

plhd)
plhdf)
plhdg)
plhdm)
plhdmf)
plhdmg)
plhdl)
plhdml)
plhdlf)
plhdlg)
plhdmlf)
plhdmlgqg)
plhd2)
plhdm?2)
plhd2f)
prlhd2g)
plhdm2f)
plhdm2qg)

P N N e e T P A P S U

plot3 (Tt (
plot3(TE
plot3(TE

1
(
= (

Tm
Tmk
plhdm
plhdmf
plhdmg
Tl = Rt*Tt;

Mi*Tt;
Mi*Tf;

0 —sin(w

r i)
1,1:2),
1,6:

plot3(Tm(1
plot3 (Tmk (1,
plot3(Tmk (1,

*sin(w));
+ tan(al)/sqgrt (3)

cos (al (k))
cos (al(k))
0 cos(w

k))/sgrt (3
: 010

o -

Mb*Rw*Ra*Mv*To;
Mb*Rw*Ra*Mv*Tk ;

o TE(2, 1), Tt (3,
£(2,1:2),

1 6:7), TE(2,6:7),

;). Tm(2,
1:2),
6:7),

:), Tm(3,

2,

T£(3,6:7),

Tmk (2, 1:2),
Tmk (2, 6:7),

e
£(3,1:2), 'b’

lbl

), '’
Tmk (3,
Tmk (3,

.*sin(al));

lbl
lbl

169



170

Tml = Rt*Tm;
Tlk = Rt*Tf;
Tmlk = Rt*Tmk;
plhdl = plot3(T1(1,:), T1(2,:), T1(3,:), 'r' );

plhdlf = plot3(T1k(l,1 2), Tlk(2,1:2), T1lk(3,1:2), 'b’
plhdlg plot3(T1k(1,6:7), Tlk(2,6:7), T1lk(3,6:7), 'b’
plhdml = plot3(Tml(1l, :), Tml(2,:), Tml(3,:), 'r’' );
plhdmlf = plot3(Tmlk(1l,1:2), Tmlk(2,1:2), Tmlk(3,1:2),
plhdmlg = plot3(Tmlk(1l,6:7), Tmlk(2,6:7), Tmlk(3,6:7)
T2 = Rt*Rt*Tt;

Tm2 = Rt*Rt*Tm;

T2k = Rt* RL*TEL;

Tm2k = Rt*Rt*Tmk;
plhd2 = plot3(T2(1, :)

T2(2,:), T2(3,:), '’ );

plhd2f = plot3(T2k(l,1 2), T2k(2,1:2), T2k(3,1:2), 'b’
plhd2g = plot3(T2k(1,6:7), T2k(2,6:7), T2k(3,6:7), 'b’
plhdm2 = plot3(Tm2(1,:), Tm2(2,:), Tm2(3,:), 'r’ );

plhdm2f = plot3(Tm2k(1,1:2), Tm2k(2,1:2), Tm2k(3,1:2),
plhdm2g = plot3(Tm2k(1l,6:7), Tm2k(2,6:7), Tm2k(3,6:7)

if k<2
pause (0.8)
else
pause (0.2)
end

end

o

°

hold off

404 Die Bewegung eines Autos auf einer Parkhausrampe

o o oe

garagefilm.m simple Simulation der Bewegung
eines vereinfachten Autos auf einer

Parkhausrampe

P=[5.15 6.85 6.85 5.15 5.15 ;
-0.6 -0.6 4.2 4.2 -0.6;
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3;
1111 17;

t = (0:0.01:1)*2*pi;

xi = 4.2*%cos(t);

yi = 4.2*sin(t);

xa = 8.5*cos(t);

ya = 8.5*sin(t);

t/2/pi*3;
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plot3(xi,yi, z);
hold on
plot3(xa,va, z);
axis ([-10 10 -10 10 -2 18]);
axis square
for k=1:101
tx = t(k);
T = [cos(tx) -sin(tx) 0 O0O; ...
sin(tx) cos(tx) 0 0; 0 0 1 =z(k); 0 0 O 17];
Q=T*P;
if k > 1
delete (ph)
end
ph = plot3(Q(1,:),Q(2,:),Q(3,:),'r");
pause (0.1)
end
hold off
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143
Lésungen zu den Selbsttests im Kapitel 4

Lésungen zum Selbsttests 4.1

T411-sqgrt (v’ *v) - Die unterste Zeie ist[00 1] —P=[-1 0 0; 0 -1 0;

0 0 1] —v*v'/(v'*v)

T412 [-4 -2 0]', [-2 0 21", [0 2 41"

Td413en = [0.48 0.64 0.6]"

E: en/*0P -1.92 = 0 F: en’*0P -3.84 =0

Td4ldenl = [0 -0.971 0.2425]'" [-0.971 0 0.2425]"

Neigung, beide 75.9¢°, Zwischenwinkel 86.63.

T415v=[1 0 —4; 0 1 —4; 0 0 1]

R=[0 -1 4; 1 0 4; 0 0 1], T=R*V= [0 -1 8; 1 0 0; 0 0 1] R™4=I
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Lésungen zum Selbsttests 4.1

T421 —|v| - |w|sin() — Der Abbildungsteil kongruenter Abbildungs-
matrizen ist orthogonal, darum sind sie Lingen- und Winkeltreu. -
R=[0 -1 0; 1 0 0; 0 0 1]} - Die Ebenen liegen auf verschiedenen
Seiten des Koordinatenursprungs.

T422R=[0.5 0.5 0]’ und S=[0.5 0.5 1]’

T423 Distanz = 9.6, OF=[5.76 6.144 4.608]

T424 Neigung Fliche 70.5288 , Neigung Kante 54.7356,

T425P = [0 8 2 0; 0 0 2 0];plot(P(1,:),P(2,:))
s=sqgrt(2)/2 ; hold on; M=[s —s; s s]; plot(P(1,:),P(2,:))
for k=1:7; Q=M"k*P; plot (Q(1l,:),Q(2,:))
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15
Lésungshinweise zum Kapitel 5

15.1
Lésungen zu den allgemeinen Ubungen im Kapitel 5

Potenzreihen
50-1 Potenzreihen von Exponentialfunktionen
Bestimmen Sie die Potenzreihen vone®, ¢2 und ¢®”.

Symbolic Skript divetaylor.m

e o

verschiedene Potenzreihen von e-funktionen
yms x
aylor (exp(x), 'order’, 10)

x"9/362880 + x"8/40320 + x*7/5040 + x"6/720 + x75/120

+ x"4/24 + x°3/6 + x°2/2 + x + 1

taylor (exp (2*x), ’order’,10)
% (4*x79) /2835 + (2*x78) /315 + (8*x"7)/315 + (4*x76)/45 +...
% (4*x"5) /15 + (2*x"4)/3 + (4*x"3)/3 4+ 2*x"2 4+ 2*x + 1
taylor (exp (x"2), "order’, 10)
% x"8/24 4+ x76/6 + xM/2 + x"2 + 1

+ w

o° o

50-2 Exponentialfunktionen mit verschiedenen Basen

o

Symbolic Skript divexptaylor.m

verschiedene Potenzreihen von Exponentialfunktionen

syms x a

taylor(exp(x), 'order’, 8)

% x"~7/5040 + x°6/720 + x°5/120 + x"4/24 + x°3/6 + x°2/2 + x + 1
taylor(10”x, "order’, 8)

(log (10) ~7*x"7) /5040 + (log(l0)"6*x"6) /720 + ...

(log (10)*"5*%x"5) /120 + (log(l0)"4*x"4)/24 + ...

(log (10)*3*x"3) /6 + (log(l0)"2*x"2)/2 + log(l0)*x + 1
taylor(2”x, 'order’, 8)

(log (2)~T7*x~7) /5040 + (log(2)76*x76) /720 + ...

(log (2)"5*x"5) /120 + (log(2)"4*x"4)/24 + (log(2)"3*x"3)/6 +...
(log (2)"2*x"2) /2 + log(2)*x + 1

taylor(a”"x, 'order’, 8)

o

de e

o

oo de

o
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o

(x*"2*log(a)”~2)/2 + (x"3*log(a)”"3)/6 + (x"4*log(a)”"4)/24 +...
(x~5*1log(a)"5) /120 + (x~6*log(a)"6)/720 + ...
(x*7*1log(a)”~7)/5040 + x*log(a) + 1

o

o°

50-3 Verschiedene Entwicklungspunkte

% Symbolic Skript mclaurincomp.m

% verschiedene Entwicklungspunkte von Exponentialfunktionen
syms x a

tl = taylor (exp(x),x, 'order’, 6)

% x*5/120 + x*4/24 + x*3/6 + x"2/2 + x + 1

subs (tl, x,1.5)

x*5/120 + x™4/24 + x"3/6 + x*2/2 + x + 1

o
]
o
]

ml = taylor(exp(x),x,1, order’, 6)

% exp(l) + exp(l)*(x — 1) + (exp(l)*(x — 1)"2)/2 +
% (exp(l)*(x — 1)"3)/6 + (exp(l)*(x — 1)"4)/24 +
% (exp(1l)*(x — 1)"5)/120

subs (ml, x,1.5)
% (6331*exp (1)) /3840

50-4 Approximation von e’

% Symbolic Skript ewertbest.m
% Annaeherung von e

sSyms x

tl = taylor(exp(x),x,'order’,9)

% x"°8/40320 + x77/5040 + x°6/720 + x~5/120 +

% x"4/24 + x*3/6 + x"2/2 + x + 1

subs (tl, x, 1)

% 109601/40320 % Naeherungswert fuer e

tlh = taylor(exp(x),x, 'order’,15)

subs (tlh, x, 1)

% 47395032961/17435658240 % besserer Naeherungswert

50-5 Elementweise Integration

o)

% Symbolic Skript cosint.m

sSyms x

int (taylor (cos(x),x, "order’,12), x)

% — x711/39916800 + x79/362880 - x77/5040 + x*5/120 - x"3/6 + x
taylor (sin(x), "order’, 12)

% — x711/39916800 + x79/362880 — x77/5040 + x75/120 — x"3/6 + x



50-6 Trigonometrische Ableitungen

o)

% Skript symtrigabl.m

Syms x

sr = taylor(sin(x)) % ev noch 'order’,10 einsetzen
srd = diff (sr, x)

cr = taylor(cos(x))

crd = diff (cr, x)

sr5 = taylor(sin(5*x))
srbd = diff (sr5, x)
crb5 = taylor(cos(5*x))

crbd = diff (crb, x)

50-7 Konvergenzradius
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe -, | _(z —2)"/2"

% konvergu7% Quotientenkriterium: Grenzwert bestimen

Syms x n

qu = ((x=2)"(n+1)/(x=-2)"n * 2"n/2"(n+1))
limit (qu, n, inf)

limfct = simplify(ans)

% limfct = x/2-1 % also Konvergenzbereich 0 < x < 4

50-8 Konvergenzradius einer Reihe mit fehlenden Potenzen

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihey (237 /3™)

konvergu8
Quotientenkriterium: Grenzwert bestimen
sSyms X n

qu = (x"(3*n+3))/(x*(3*n)) * 3°n/3"(n+1)
limit (gqu, n, inf)

limfct = simplify(ans)

$limfct =

% x"3/3 also Konvergenz bei |x| < 37(1/3)

50-9 Geometrische Reihe

In der Form1 + ¢+ ¢® + ¢° . .. mit einem festen Wert vong als geometrische Reihe
bekannt, ist dieselbe Reihe in der Forml +z+xz2+2? . . . eine besonders einfache Po-
tenzreihe. Der Konvergenzbedingungg < 1 entspricht der KonvergenzradiusRk = 1.

Erzeugen Sie diese Reihe durch Anwenden der Taylor- bzw. MacLaurin-Formel auf

die Funktion1/(1 — x).

o3

% taylorgeom
sSyms X
taylor(1/(1-x), ’'order’,10")

177
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50-10 Elementare Binomische Reihe

Fiir ganzzahlige Exponentenn ist die binomische Form(1 + )" ein endliches Poly-
nom. Fiir allgemeine, reeller definiert (1 4+ z)” eine unendliche Potenzreihe

1+ (¥)z + (4)2?... Deren Koeflizienten (}) sind die verallgemeinerten Binomial-
koeftizienten (v)(v — 1)(v — 2) ... (v —k+ 1)) / (k).

Bestimmen Sie nach diesem Muster die ersten 4 Terme von/T + z = (1 + z)'/2.

% Skript binomwurzel

Syms X wap nu

nu = 1/2;

bil = nu, bi2 = nu*(nu-1)/2, bi3 = nu*(nu-1)*(nu-2)/6
bid = nu* (nu-1)* (nu-2)* (nu-3)/24

wap = 1 + bil*x + bi2*x"2 + bi3*x"3 + bid*x"4

% Zum Vergleich

taylor ((1+x)"(1/2))

50-11 Approximative Wurzelberechnung
Benutzen Sie die ersten vier Terme der binomische Reihe zur approximativen Berech-
nung von /9, definiertals2 - (1+1/8)Y/3 = 2. (1 4+ (/3)1/8 + (13)1/8% 4 ...).

o3

% Skript taylorwurzel
syms X

tr = taylor ((1+x)"(1/3))
wwrt = 2*subs (tr,x,1/8)
% Vergleich

double (wwrt)

97 (1/3)

Orthogonalpolynome

50-12 Simple Orthogonalpolynome

Konstruieren Sie die ersten vier Polynome, welche ohne Gewichtsfunktion {iber dem
Intervall [-1 1] orthogonal sind: Sy = 1, 5] = z, S2 = ar? + bz + c. Aus
int (S2*s0,x,-1,1)==0und int (S2*S1, x, -1, 1) ==01lassen sich a, b, c
bestimmen z.B. mit der Festlegunge = —1. Das analoge Verfahren ergibt die Koef-
fizienten von Ss.

)

% simporthpoly.m Aufbau einfache orthogonale Polynome
syms x a b ¢ d

p0 =1 ; pl = x ;

% Ansatz p2, allgemein

P2 = a*x"2 + b*x + ¢ % p2 allgemein 2.Grades

egl = int (p0*p2,x,-1,1)==0 % t2 orth t0

% eql = (2*%a)/3 + 2*c == ; d.h. a = -3*c
eg2 = int(pl*p2,x,-1,1)==
% eg2 = (2*b)/3 == 0% p2 orth pl => b=0

p2 = 3*x*2 - 1; % ¢ = -1 gewdhlt, dann a= 3



% p2 festgelegt auf p2 = 3*x"2 — 1, p3 Ansatz allgemein
p3 = a*x"3 + b*x"2 + c*x + d % p3 allgemein 3.Grades
eg3 = int(p2*p3,x,-1,1)==0
egd4 = int (p0*p3,x,-1,1)==0
egb = int (pl*p3,x,-1,1)==0
(8*b) /15 == 0 %

% eqg3 = % p3 orth p2 => b=0

% eqgd (2*b) /3 + 2*d == 0 % p3 orth p0; b+3d=0 => d=0
% egb = (2*a)/5 + (2*c)/3 == 0 % p3 orth pl; 3a+5c = 0
p3f = 5*x*"3 - 3*x

o)

% p3 festgelegt auf p
teqg3 int (p2*p3f, x, -1
tegd4d = int (p0*p3f, x, -1
tegb int (pl*p3f, x, -1,

3 5x*3 - 3x , Kontrolle

’
’

iy
iy
iy

50-13 Legendre Polynome

Mit der Funktion legendreP (n, x) im symbolischen Modus erhalten Sie das
Legendre-Polynom vom Grad n. Die Legendre-Polynome sind ohne Gewichtsfunkti-
on (bzw. mitw = 1) auf dem Intervall[—1 1] orthogonal. Testen Sie dies fiir einige
Kombinationenni, ne mit int (Pa*Pb, x, =1, 1). Vergleichen sie P, und P53 mit
den Resultaten von 50-12.

% Skript legendcomp
% Vergleich Legendre Polynome
% und Orthogonalitaetstest
syms x

pl = legendreP (1, x
P2 = legendreP (2, x
p3 = legendreP (3, x
pd4 = legendreP (4, x
to34 int (p4*p3, x,
to24 = int (p2*p4, x,

I

)
)
)
)

-1,1)

( -1,1)
told = int(pl*p4,x,-1,1)
to23 = int (p2*p3,x,-1,1)
tol3 = int (pl*p3,x,-1,1)

7

7

50-14 Fit an Legendre-Polynome
Mit dem Fit-Ansatzakoef = Y\ferhalten Sie einen Fit der in der Design-Matrix
Y eingespeicherten Teilfunktionen an die als Spaltenvektor vorgegebene Funktion
£. Versuchen Sie dies mit den ersten fiinf geraden Legendre-Polynomen und der
Kosinus-Funktion im Intervall[—-1 1].

% legendrecos Fit von cos(-1.. 1) an
% gerade Legendre Polynome
X = —-1:0.05:1; ¥ = 0*x+1;

for deg = 2:2:8
Y = [Y ; legendreP (deqg, x)];

179
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end
coslegcoef = (Y')\cos(x)'

Fourier-Analyse, Fourier-Transformation
Fourier-Analyse, Fourier-Transformation

50-15 Orthogonalitédt von Sinus und Kosinus
Das Skalarprodukt von zwei Folgen entspricht dem Entegral iiber das Produkt der
vorliegenden Funktionen.

function sicovec = sico(n, cc,cs, k)
% sicovec = sico(npt, coscoef, sincoef, kharm)
t = (0:n-1)*2*pi/n;

sicovec = cc*cos(k*t)+cs*sin(k*t) ;
50-16 bis 50-20 siehe Beispiel-M-Files.

Das Prinzip des FFT-Algorithmus
50-21 FFT-Prinzip siche Beispiel-M-Files.

50-22 FFT kleiner Dimension

0= f0+ f1, cl=f0— f1

4dim: c0 = fO+ f1+ f2+ f3=9g0+gl; g0= fO+ f2; gl = f1l+ f3;
2=f0—-f1+f2—f3=g0-g1,
cl=f0+7xfl—f2—jxf3=u0+ul; ud=f0— f2; ul=jx*(f1—f3)
B=f0—jxf1—fl4+j*f3=u0—ul

8dim: g0 = fO+ f4; gl = f1+4 f5; g2= f2+ f6; ¢g3=f3+ fT;
damit 1. 4dim aus g:c0 = g0+ g1 + g2+ g3 ¢4 =g0— gl + g2 —g3
2=90+7*xgl—g2—75%g3; c6=9g0—7 *xgl—gl+j*g3
w=-exp(j -w/4); ud=f0— f4d; ul=wx(f1— f5);

u2=w?- (f2—f6): ud=w>-(f3—f7):

damit 2. 4dim aus ucl = u0 + ul + u2 + u3; 3 =10 —ul + u2 —u3
cHh=ul0+j*xul —u2—jxu3d; c7T=u0—j7xul —u2+j5*u3

Gewdhnliche Faltungen

50-23 Einfiihrungsbeispiele von Faltungen
a=[12121];b=[0013100]

conv(a,a)=[ 146811864 1]; conv(b,b)=[00001611610000];
conv(a,b) =conv(b,a)=[ 001587 85100]; wie z. B.

0 0
1 2 1 2 1
3 6 3 6 3
1 2 1 2 0 0
o 0 1 5 8 7 8 5 0 O
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50-24 Sukzessive Abrundung bei mehrmaliger Faltung

a=[0001111000]; a2=conv(a,a) ; a3=conv(a2,a) ; ad=conv(a3,a) ;
ad=conv(a3,a) ; aS=conv(a4,a) ; ab=conv(as,a) ;

an = a/max(a); a2n = a2/max(a2); a3n = a3/max(a3); adn = ad/max(a4);

aSn = aS5/max(aS); abn = a6/max(a6); plot(an) ; hold on ; plot(a2n) ; plot(a3n) ;
plot(a4n) ; plot(aSn) ;

plot(a6bn) ; axis([0 50 0 1.5])

50-25 Darstellung der sukzessiven Addition bei der Faltung

function shvbk = shrgt (v, nsh)

nel = length(v);

shvbk = [v(nel-nsh+l:nel) v(l:nel-nsh)]
end $function

Angewandt auf die Faltung

g=112321000000000]; w=1[00100020012100
conv(w,qg) =[ 0 0 1 2 3 2 3 4 6 5
8 10 8 4 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]
cres = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1*shrgt(g,7) + 2*shragt(g,8)+
1*shrgt (g, 9) ; plot(cres);
cres = 1*g ; plot(cres); hold onj;

cres = 1*g + 2*shrgt (g, 4); plot(cres);

cres = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1*shrgt(g,7) ; plot(cres);
cres = 1*g + 2*shrgt(g,4) + 1*shrgt(g,7) + 2*shrgt(g,8) ;
plot (cres) ;

50-26 Faltung von Standardfunktionen

r = [zeros(l,40) ones(1l,40)];

h = [(1:40) (39:-1:0)]1/40;
p=1-(-1:0.025:0.975) .72 ;

g (1-(-1:0.025:0.975) .72) .72 ;
rh = conv(r,h); plot(rh); pause;
rp = conv(r,p); plot(rp); pause;
rg = conv(r,qg); plot(rg); pause;
hp = conv(h,p); plot (hp); pause;
hg = conv(h,qg); plot(hg); pause;
pg = conv(p,qg); plot(pg);

50-27 Faltung einer Sinusfunktion mit sich selbst

function sinfsin = sinfaltsin(npt)

% function sinfsin = sinfaltsin (npt)
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Faltung einer Sinusfunktion mit sich selbst
mit anschliessender Grafik
sf = sin(0: (2*pi/npt) :2*pi) ;

o oe

sfz = [zeros(l,npt-1) sfl;
sff = real (ifft(fft(sfz).*fft(sfz)));
sinfsin = sff;

plot (sf); hold on ; plot(sff); hold off
end % function

50-28 Selbst programmierte Faltung

function vbk = vecinsert (lg, v, nsh)
nel = length(v);

vbk = zeros (1, 1lqg);

for k=l+nsh:nsh+lg

vbk = v (k-nsh)

function sfres = selffalt(a,Db)

la = length(a)

1b = length (b)

sfres = zeros (1, la+lb-1)
for k=1:1b

sfres = sfres + b(k)* vecinsert(la+lb-1, a, k-1)
end

50-29 Nach der Formel programmierte Faltung

function ¢ = formfalt (a,b)
% ¢ = formfalt (a,b) gewoehnliche Faltung nach Formel
nl = length(a) ; n2 = length(b); nr = nl+n2-1;

for j=l:nr
k1l = max (1, j-n2+1); k2 = min(nl, j);
c(3j) = 0;
for k=kl:k2
c(3)= c(j)+a(k)*b(j-k+1);
end
end

Zirkulére Faltungen
50-30 Zirkulére Faltung mit einfacher Schleife
Mit der zirkuléderen shift-Funktion shrgt

function vecret = shrgt (vecin, nshift)
ntot = length(vecin);
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nlast = ntot - nshift ;
vecret = [ vecin(nlast+l:ntot) , vecin(l:nlast)];

Q

end % function
kann eine einzelne Schleife die Zirkulire Faltung berechnen:

function [afb,afbm] = simpcircfalt (a,b)
einfache zirkuldre Faltung mit Anzeige der

o

zu summierendem Zeilen

oo o

benoetigt shrgt (a,n)

afbm(l, :) = a(l)*b; n= length(a);
for k=l:length(a)-1

afbm(k+1, :) = a(k+1)*shrgt (b, k) ;
end

afb = sum(afbm, 1) ;

<)

end % function

50-31 Zirkuldre Faltung mit doppelter Schleife

function ¢ = formfaltz(a,b)
% ¢ = formfaltz(a,b) zirkulaere Faltung nach Formel
nl = length(a) ; n2 = length(b); al = a; bl = b;
if nl < n2

al = [al zeros(l,n2-nl)]; nl = n2;
elseif nl > n2

bl = [bl zeros(l,nl-n2)];
end
for j=1:nl

c(j)y = 0;

for k=1:7j

c(j)= c(j)+b(k)*a(j-k+1);
end

for k=j+1l:nl
c(j)= c(j)+b(k)*a(j-k+nl+l);
end
end

50-32 Zirkulére Faltung einer Sinus-Funktion mit sich selbst:
t = 0:pi/40:2*pi-pi/40; si = sin(t);

si2 = real (ifft (fft(si).*fft(si))); plot(si2); hold on;
plot (-40*cos(t)+1,'—-r’); hold off



184

50-33 Zirkuldre Faltung mit Faltungssatz

a=1[12345¢6]; b=1[100102¢0]; c=1579579];
cf = real (ifft(fft(a).*fft (b)))

50-34 Funktions-M-File fiir zirkuldre Faltung mit FFT

function ¢ = fftfaltz(a,b)
% ¢ = fftfaltz(a,b) zirkulaere Faltung nach Faltungssatz
nl = length(a) ; n2 = length(b); al = a; bl = b;
if nl < n2 % Laengen-Test mit Nullen nachfuellen
al = [al zeros(l,n2-nl)]; nl = n2;
elseif nl > n2
bl = [bl zeros(l,nl-n2)];
end
c = real(ifft(fft(al).*fft(bl)));

50-35 Normale Faltung auf zirkuldre Faltung zuriickfiihren

function ¢ = fftfaltgew(a,b)

c = fftfaltgew(a,b) gewoehnliche Faltung

nach Faltungssatz

nl = length(a) ; n2 = length(b);

1 = a; bl = b; nr = nl+n2-1;

Nullen auffuellen bis zu Resultatlaenge
der gewoehnlichen Faltung

al = [al zeros(l,nr-nl)];

bl = [bl zeros(l,nr-n2)];

c = real(ifft(fft(al).*fft(bl)));

o
<
o

)

o

o oe

50-36 Vergleich von zirkularer und gewdéhnlicher Faltung
Cz=1[22201816 16 18 20 22 23]
Cg=[01261015192223221915106310]
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15.2
Lésungen zu den Selbsttests

Lésungen zur Testserie 5.1

T511

— Die bekannte Bedingungq < 1, alsor=1

— Durch verschiedene Phasenlagen

—-r<l ——i-z5

T512 Mit der Hilfsfunktion fiir die Koeffizienten der e-Entwicklung erhilt man

function ec = ecoef (x,n)
ec = x.”n./factorial (n);

flirz =1¢7=1.9841e — 04

fiir z = 2 c10 = 2.8219¢ — 04

fiir z = 10 €32 = 3.8004¢e — 04

T513

C(]:l 61:\/5/2 CQZO 03:1/\/372

$0=0 ¢p1 =7/2 ¢p2=0 ¢p3 =37/4

po=1p1=1/2 pp=0 p3=1/32

T514

Bestimmen Sie die ersten 6 Tschebyscheff-Polynome aus der Start-Angab&@y = 1,
Ty = = und der RekursionT}, 1 =22 - T, — 3 - T,—1

o)

% Skript tschebyserie
syms X
t0 =1, tl = x

= simplify(collect (2*x*tl — t0))
% t2 = 2*x"2 - 1;

= simplify(collect (2*x*t2 — tl1))
% t3 = 4*x"3 - 3*x
simplify(collect (2*x*t3 - t2))
% td = 8*x" — 8*x"2 + 1
t5 = expand(2*x*td - t3)
% th = 16*x"5 - 20*x"3 + 5*x
t6 = simplify(collect (2*x*t5 - t4))
$ to = 32*x76 - 48*x"4 4+ 18*x72 - 1

o+
o~
I

T515

Finden Sie die gewdhnlichen Fourier-Koeffizienten ahnand der Angabe, dass das
Power-Spektrum pg . . . pg die Werte p; = 4, py = 1/4 und sonst Null aufweist,
und dass die Funktion gerade ist.

Gerade Funktion heisst: Nur cos-Koeffizienten - allé,, = 0

ap=0,a1 =2,a4 =1/2
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Lésungen zur Testserie 5.2

T521

— Damit die Formel

ap = % . fOT f(t) - cos (k Q%t) dt

fiir k = 0 keine Ausnahme machen muss sondern gleich lautet.

Schreiben Sie die Formelsin?(z) + cos? () mit den Taylor-Termen bis und mitz?.
sin?(z) = —zt /3422, cos®(x) = /3 — 22 +1, zusammen sin? () 4 cos? (z) = 1.
Wieviele Koeflizienten kann eine Fourier-Darstellung maximal enthalten, wenn diese
bis zur 10. Harmonischen geht?

Maximal 21, 1 Gleichstrom-Anteil und je 10 cos- und sin-Koeffizienten.

Wie kann man einen einzelnen komplexen Koeffizienten z. Bey, in einer Fourierreihe
ersetzen, wenn man sonst alle komplexen Koeffizienten kennt?

cr = Re(e_ —Im(c_y)

T522

Fiihren Sie die einfache Faltung der Folgena=[1 2 3 4]Jundb = [1 0 1 1
0 1] mit Bleistift und Papier durch, sowohl als direkte einfache Faltung, als auch
als zirkulire Faltung bei welcher die notwendige Anzahl Nullen angehéngt wurde.
Vergleichen Sie die Resultate.

conv(a,b) = conv(b,a) = [1 2 4 7 5 8 6 3 4]
ay = [a 0 0 0 0 0] by = [b 0 0 0]
ifft(fft(ay) .*fft (by))

= 1.02.04.0 7.0 5.0 8.0 6.0 3.0 4.0
T523

co=1 61:\/5/2 co =0 03:1/\/5

$0=0 ¢1=7/2 ¢p2=0 ¢3=3m/4

po=1p1=1/2 pp=0 p3 =1/32

T524

Uberlegen Sie sich, vorerst ohne nachzuschauen, wie die komplexe Matrix zu einer
DFT von 4 Punkten, k=0 bis 3 aussieht.

DFT4 = [1 1 11; 1 3 -1 -3; 1 -11-1; 1 -5 —-1 3]

T525

Schreiben Sie ein MATLAB-Skript, das durch Punkt-Multiplikation und Summation
mit Funktionen der Artsin cos(n - k- 27/8) k = 0...3, n = 0...7 zu einer
tabellarisch gegebenen Funktion von 8 Werten die DFT bestimmt.

w=(0:7)/8*2*pi; a=zeros(l,8); b = zeros (1, 8);

for k=0:3

a(k+l) = 2/8*sum(cos (k*w) .*f); b(k+l) = 2/8*sum(sin(k*w)
end

SFE)
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16
Lésungshinweise zum Kapitel 6

16.1
Lésungen zu den allgemeinen Ubungen des Kapitels 6

Funktionsdarstellung
60—-1 Konturplot einer Halbkugel

% halbkugelkontur.m
z=zeros (41) ;
for zei = 1:41
for spa = 1:41

y(zei) = (zei-21)*0.05;

X (spa) = (spa—-21)*0.05;

if x(spa)"2+y(zei)™2 < 1

z(zel, spa)= sqrt(l-x(spa)"2-y(zei)"2);

end
end
end
contour (x,v,z,25) ; axis([-1 1 -1 1]); axis square; pause
contour3(x,vy,z) ; axis equal; pause
surf(x,vy,z) ; axis equal;

60—2 Konturplot

% sincoskontur.m

z=zeros (41) ;

for zei = 1:41
for spa = 1:41

y(zei) = (zei-1)*0.05%pi;

x (spa) = (spa—-1)*0.05%pi;

z (zel, spa)= sin(x(spa)) *cos(y(zel)) ;
end

end
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contour(x,v,z,25) ; axis([0 6.3 0 6.3]);
axis square; hold on

xstat = [0.5 1.5 0.5 1.5 0.51.501 2 01 2]*pi;
ystat = [ O 0 1 1 2 2

0.5 0.50.51.51.5 1.5]*pi;
plot (xstat,ystat, "or’); hold off; pause
contour3(x,vy,z,20) ; axis equal; pause
surf(x,y,z) ; axis equal;

60-3 Grafische Darstellung - ,,Jurahiigel”

o)

% jurakontur.m
z=zeros (41) ;

for zei = 1:41
for spa = 1:81

y(zei) = (zei-21)*40;
X (spa) = (spa—-41)*80;
z(zei, spa)=max(1100,1600-x (spa)”~2/20000~y (zei)"2/1250) ;
end
end
contour (x,v,z,15) ; axis equal;
pause
contour3(x,vy,z,20) ; axis equal; pause
surf(x,vy,z) ; axis equal;

60-4 Konturplots einfacher Matrizen:

% specmatkontur.m
z=indmatf (9); contour(z); pause

Du = zeros(21);
for zei = 1:21
for spa = zei:4l
Du(zei, spa)= spa-zei;
end
end
Ph = [ Du fliplr(Du) 1; P = [ flipud(Ph) ; Ph ];surf(P)

axis equal ; view(-20,62)

60-5 Konturplots von verschiedenen Matrizenprodukten

o)

% dumatkontur.m
surf (Du); pause; surf(Du”2); pause;
surf (Du.”2); pause



C = fliplr(Du); surf(C.”3); pause;
surf (C*"3); pause; surf (C*Du)

60—6 Trichterfunktion

o)

% trichterkontur.m
z=zeros (85) ;
for zei = 1:85
for spa = 1:85
y(zei) = (zei-43)*0.5;
X (spa) = (spa—-43)*0.5;
if x(spa)"2+y(zei) 2 <= 2172
z (zel, spa)= sqgrt(x(spa)"2+y(zei)"2)-0.5;
end
end
end
contour (x,v,z,25) ; axis([-22 22 =22 22]);
axis square; pause
contour3(x,vy,z,20) ; axis equal; pause
surf(x,y,z) ; axis equal;

60—7 Kissenfunktion

o)

% kissenkontur.m
z=zeros (41, 61);
for zei = 1:41
for spa = 1:71
y(zei) = (zei—-21)*0.05;
X (spa) = (spa—-36)*0.05;

z(zel,spa)= 0.4* (l-(x(spa)*4/7)"8)*(l-y(zei)"4);

end
end
contour (x,v,z,15) ; axis equal; pause
contour3(x,v,z,20) ; axis equal; pause
surf(x,y,z) ; axis equal ; colormap(winter)

60-8 Futtersilo mit Bodenlagerung

% silo.m H\"ohenlinien, Volumen und Abspannseile
% fuer Futtersilo mit Bodenlagerung

h=zeros (61l); xpl=zeros(l,61l); vypl=zeros(l,6l);
[xg,vgl= meshgrid(0:0.1:6,0:0.1:6 ) ;

for k= 1:061

189
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x = (k=1)*0.1; xpl (k) = x;
for j=1:21
y = (J-1)*0.1; ypl(J) = y;
h(k, j) = 0.2*x* (6-x) * y*(2~-y);
end
end
% Volumen in Liter = 10 mal (h in m)

% Summe aller Hoehen Jje 10x10cm
V=10*sum(sum(h))
contour3 (xg, yg, h, 30)

hold on

hmx = max (max (h))

for k=0:4
xsl =k+ (0:0.1:2) ; xs1(1); ysl = 0:0.1:2;
zsl = 0.2*xsl.*(6-xsl) .* ysl.*(2-ysl);
plot3(ysl,xsl,zsl, k')

end

for k=2:6
xsl =k+ (0:-0.1:-2) ; xsl(1l); ysl = 0:0.1:2;
zsl = 0.2*xsl.*(6-xsl) .* ysl.*(2-ysl);
plot3(ysl,xsl, zsl,’k")

end

hold off; vx=sum(h’); vpart=zeros(l,61l);

for k=1:61
vpart (k) =10*sum(vx(1l:k));

end

vpart

figure(2); plot(xpl,vpart) ; figure(l)

Partielle Ableitungen

60-9 Analytische Bestimmung von partiellen Ableitungen

a) Of /0x = 2zeYsin(z), Of/0y = e sin(z), Of )0z = z%eY cos(z)
b)lof/ox =€ - y—e " .y, 0f /oy =€e"Y -z —e" " .z

¢) 0f/0x = 2sin(x) - cos(z) - cos®(z) Of 0z = sin?(z) - (—3 cos?(z) - sin(z))
d)] of /0x = 322y2zL, 0f /oy = m32yz% of/0z = x?’yQ% of Jou = —z3y?

1
w uz

60-10 Bestimmen von partiellen Ableitungen:

x [22 442
b)OF/0x = cos(x * cos(4y)) - cos(4dy) OF /0y = —4 cos(z * cos(4y)) -  * sin(4y)
Q) OF [0z = 2%/ \Jzz+y/z /2 -2 OF )0y = 22/ \Jzz+y/z /2 - (1/2) OF 0z =
2/zz+ylz+ 22 )\Jrz+y/z )2 (x —y/2?)
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60—11 Gradient: alle partiellen Ableitungen in einem Vektor zusammen-
gefasst

Syms X y z

fl = x"2+y"2 ; pdxl = diff(fl,x); pdyl = diff(fl,y)
%pdxl, pdyl = 2*x 2%y

f2 = sin(x)*cos(y); pdx2 = diff (f2,x);

pdy2 = diff (£2,vy)

$pdx2, pdy2 = cos (x)*cos(y); -—-sin(x)*sin(y);

f3 = 1/sqrt (x"2+y"2+272); pdx3 = diff (f3,x);

pdy3 = diff (£3,v); pdz3 = diff(£f3,y)y3 = diff(£f3,vy)

$pdx3, pdy3 = -x/(sqgrt(x"24y"24+z"2))"3,
% —y/ (sqrt (x*2+y"~2+z72)) "3
S pdz3 = -z/(sqrt (x"24y~242°2))"3

60-12 Gradientenplot

%$sincontgrad.m Konturplot mit eingezeichnetem Gradient
[X,Y] = meshgrid([0:.1:17);

Z = sin(pi*X) .*sin(pi*Y);

contour3(X, Y, Z, 30)

figure(2); clf

[px,py]l = gradient(Z, .2, .2);

contour (X, Y, Z2) ; hold on

quiver (X, Y, px, py) % malt Pfeile

axis equal ; hold off

60—13 Partielle Ableitungen und Gradientenfunktion:

%jhillcontgrad.m Konturplot mit eingezeichnetem Gradient
[X,Y] = meshgrid([-1600:50:1600], [-400:50:4001) ;

Z = max (1600 —(X/1000) .72*50 —-(Y/250).72*50,1400) ;
contour3(X,Y,Z,20); axis equal

figure(2); clf

[px,py]l = gradient (Z,50,50); $Abst\"ande zwischen Punkten
subplot (3,1,1)
contour (X, Y, 7, 15) ;  hold on

o3

% Ausduennen der gezeichneten Pfeile

xsel = 1:4:65; ysel=1:2:17;

Xs = X(ysel,xsel);Ys = Y (ysel, xsel);

pxs = px(ysel,xsel) ; pys = pyl(ysel, xsel);

quiver (Xs, Ys, pxs, pys) % erstellt Pfeile
axis equal ;
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subplot (3,1,2); contour(X,Y,px,15)
subplot (3,1,3); contour(X,Y,py,15)
hold off

60—14 Konturplots und Gradientenvektoren
Die folgenden Funktions-M-Files konnen im allgemeinen Programm
divfctcont () eingesetzt werden.

%$z=minihillf (Xgr, Ygr) Funktion zur Definition der Flaeche
% 1 - x"2 = 0.2*y"2

function z=minihillf (Xgr, Ygr)

z =1 - Xgr.”2 - 0.2*Ygr."2 ;

%$z=sinsinf (Xgr, Ygr) Funktion zur Definition der Flaeche
% sin(pi*x) * sin(pi*y)
function z=sinsinf (Xgr, Ygr)

z = sin(pi*Xgr) .*sin(pi*Ygr);

$z=pwdiff (Xgr, Ygr) Funktion zur Definition der Flaeche

% (x"2 — abs(x*3)) * (y"2 — abs(y"3))
function z=pwdiff (Xgr, Ygr)
z =(Xgr.”2 - abs(Xgr.”3)) .* (Ygr.”2 - abs(Ygr.”3)) ;

function plhd = divfctcont (fctnam, xvec, yvec)

% plhd = divfctcont (fctnam, Xgrid, Ygrid)

% Konturplot von mit 'fctnam’ waehlbarer Funktion
[X,Y] = meshgrid(xvec, yvec);

7z = feval (fctnam, X, Y) ;

figure(l); clf
contour3(X,Y, Z, 30)
figure(2); clf

[px,py] = gradient (Z, xvec, yvec) ;
plhd = contour (X, Y, Z,25) ;  hold on
quiver (X, Y, px, py) %erstellt Pfeile

axis equal ; hold off

60-15 Stationare Punkte

o)

% p2pd4findstat.m - Symbolic script sucht Stationaere Punkte
Syms Xs ys

fs = (xs"2-xs"4) * (ys*2-ys™4)

dfx = diff (fs, xs)

dfy = diff(fs,vys)

stptsol = solve (dfx,dfy)

stptsol.xs



stptsol.ys
${xs 0} {0 ys}{+-1 +-1} {+-\sqgrt(2)/2 +-\sqgrt(2)/2}

%p2pdstat.m Konturplot mit stationaeren Punkten
[X,Y] = meshgrid([-1.1:0.1:1.11);

7 = 10*(X."2=-X."4) . *(Y."2=-Y."4) ;

figure(l); clf

contour3(X,Y,Z,20);

axis equal

figure(2); clf

contour (X, Y, 7, 15) ;

60-16 Biquartische Funktion
Mit der Funktion

$z=bigquartf (Xgr, Ygr) Funktion zur Definition der Flaeche
% 0.25x74-0.5x"2 4+ 0.25y"4-0.5y"2 -0.12x -0.05y + 1

function z=biquartf (Xgr, Ygr)
z=(0.25*Xgr."4-0.5*Xgr."2)-0.12*Xgr
+(0.25*Ygr.”4-0.5*Ygr."2)+1-0.05*Ygr;

ergibt sich der Aufruf ganz einfach als:

divfctcont ('biquartf’,-1.7:0.2:1.7, -1.7:0.2:1.7)

60—17 Das elektrische Potential einer Punktladung:

Die Funktc'bon 1

o(r) = . hat die drei partiellen Ableitungen

ineo R 4P+ 2

—x/\/31:2—&—g/2—&—z23 bzw.—y/..., —z/... damit
“ Y

E=gradp=—qf- | y 3
z

Fitprobleme
60—18 Geraden- Parabel- und kubischer Fit

x =0:4 ; v=1[11.2 2.2 3 3.6];

Ml = [sum(x.72) sum(x); sum(x) 5];

bl =[ sum(x.*y) ; sum(y)];

M2 = [sum(x."4) sum(x.”3) sum(x."2);
sum(x.”3) sum(x.”2) sum(x) ;
sum(x."2) sum(x) 5];

b2 =[ sum(x.”"2.*y) ; sum(x.*y) ; sum(y)];

M3 = [sum(x.76) sum(x.”5) sum(x.”4) sum(x."3);
sum(x.”5) sum(x.”4) sum(x.”3) sum(x."2);

ist
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sum(x.”4) sum(x.”3) sum(x.”2) sum(x);
sum(x.”3) sum(x.”2) sum(x) 5 ];
P3 =[ sum(x.%3.*y); sum(x.”2.*y) ; sum(x.*y) ; sum(y)];
pl = MI\bl
p2 = M2\Db2
p3 = M3\b3

60-19 Kubischer Fit

x=[-3-2-101223]; A=[x."3 x.72x[11111111"'1;
b=1[-7-5-20-1201"; p=A\b

60-20 Fit mit Gewicht:

X = (-2:2)'" ; y=[-2011.531"; w=1[421214]";

Mn = [sum(x.”2) sum(x); sum(x) 5]; bn =[ sum(x.*y) ; sum(y)];
A = [x ones(5,1)]; pn = Mn\bn ; pf = A\y;

Aw = A.*[w w]; yw = yv.*w; pfw = Aw\yw;

Mw = [sum(w."2.*x."2) sum(x.*w.”2); sum(x.*w.”2) sum(w.”"2)];
bw =[ sum(w.”2.*x.*y) ; sum(w.”2.*y)]; pnw = Mw\bw;

pn, pf, pnw, pfw

60—21 Fehlergleichungen

Zur Demonstration dass die Normalengleichungen einer Multiplikation von links mit
AT entsprechen, sollten die folgenden Fille alle Nullmatrizen oder Nullvektoren er-
geben.

A’ *A-Mn
A’ *y-bn
Aw’ *Aw—-Mw
Aw’ *y—bw

60—22 Fit nach Potenzfunktionen

x = (1:5)'" ; yv=113421]";

p2 = polyfit(x,vy,2) ; p3 = polyfit(x,vy,3)

xf = 0:0.05:6; y2 = polyval(p2,xf); y3 = polyval (p3,xf);
plot(x,y,’or’); hold on; plot(xf,y2); plot(xf,y3,'g’")

60-23 Fit nach frei festlegbaren Funktionen

x = (0:0.2:1)"*pi ; y = sin(x);
varfctfit(x,vy, 'powlfct’, '"powlfct’,6 "pow2fct’)



pkoef = varfectfit(x,y,'£1',7£2", ...)
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% linearer Fit nach einer variablen Anzahl Funktionen fk

function pkoef = varfctfit (varargin)
A=[];
for nf = 3:nargin
A=[A feval (varargin{nf},varargin{l})];
% Auswertung einer mit Namen bekannten Funktion
end
pkoef = A\varargin{2};

60-24 Orthogonale Funktionen beim Fitten:
Zuerst die Funktions-Definitionen, dann diverse Fit-Fille:

function s4 = sintpif (x)
sl = sin(2*pi*x)
end $ function
% ——— trennen, separate Files ———-—
function s2 = sin2tpif (x)
S2 = sin(2*2*pi*x)
end % function
% —-—-—- trennen, separate Files —-———
function s4 = sindtpif (x)
sd4 = sin(4*2*pi*x)
end % function

o3

% ——— trennen, separate Files ———-—

x = (0:0.1:0.9)" ;

y=([011.20 10000 -11";
varfctfit (x,y, 'sintpif’)
varfctfit (x,y, 'sintpif’, 'sin2tpif’)
varfctfit(x,y, 'sintpif’, 'sin2tpif’, 'sindtpif’)

Methode der Lagrange-Multiplikatoren
60—25 Lagrange-Multiplikator bei einer ,Hiigelform“-Funktion

2

L(z,y,\) = 10 — 0.22% — 0.059°> + A - (z +y — 5)

9L = —04z+X =0
%% = —0ly+x =0 o r=1,y=4 A=-4

60-26 Lagrange-Multiplikatoren:

L(z,y,z,\) =2° + 2> + 422 + X+ (z —y — 22 — 8)
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9L = 24 =0

9L _ —

o — WA — 3.2 1.6 16X = —6.4
— =32, y=-16, ,2=—-1.6A= —6.

9L — gz -2\ =0 v Y §

%% = x—y—2z =38

60 - 27 Nichtlineare Nebenbedingung und Abstandsfunktion

L(z,y, ) = V22 + g2 + X+ (y — 5/2°)
L = g2 +y2+ A 15/ =0
G = /e Ty A 0| 5 o=1,y=4r=—4

%% y'5/x3 =0

60-28 Visualisierung der Optimierung mit Nebenbedingung

% hillagrange.m Figur zu Optimierung mit Nebenbedingung
Xv = -6:0.1:6;

[xg, ygl=meshgrid(xv) ;

H= 10 - 0.02*xg.”2 - 0.1*yg."2;

H=H .* (yg > xg—4) ; H=max(H, 9);

figure(l) ; clf; surf(xg,yg,H); view(15.5,11)
figure(2) ; clf

contour3(xg,yg,H) ; hold on

IM = [-0.04 01 ; 0-0.21;1-10]; Lb=1[0041";
o= LM\Lb

xel = 0:0.1:6; vyel = —4+xel;

zel = 10 - 0.02*xel.”2 — 0.1l*yel."2;

zel = max(zel,9); plot3(xel,vyel,zel, 'k’)
view(15.5,18.0) ; hold off

Singular Value Decomposition und Pseudoinverse
60-29 Anwenden der pseudoinversen Matrix

X=(-3:3)"; A=[x."3 x.72 x x.70];
yl=[-1110013]"; yv2=10121223325]";
% Aufruf der Singular Value Decomposition

[U, S, V] = svd(A); Si =8

% nur S muss elementweise invertiert werden
for k=1:4
Si(k,k) = 1/S(k,k);
end
Si



% U und V sind orthogonal: U’ *U=I
Api= V*Si’*U’;

pl = A\yl
ppl = Api*yl
P2 = A\y2

pp2 = Apir*y2

Nichtlineare Gleichungssysteme
60-30 Jacobi-Matrix:

J(x1,22,23) =
ml/\/m%4—x§4—x§ mg/\/m%A—x%4—x§ xg/\/m%A—x§4—x§
—z9/(z}(1 4+ 23/27))  1/(21(1+ 23/27)) 0

—mgml/\/x%4—x%3/0c —mng/\/$%4-I%3/CC 1/\/23 + 2% /cc

ce = (1+a3/(a} +23))

60-31 Nichtlineare Gleichungssysteme

x= [5 5]’; fct2pZpditer; fct2p2péiter; fctlplpditer;
% fct2p2pditer.m — run Jacobi-Iteration

fvec= fct2p2pd(x(1l),x(2))

delx = fct2p2pdjac(x(1l),x(2))\ fct2p2pd(x(1),x(2))

x = x—-delx

% fvec = fct2p2p4(x,y) Funktion zur jacobi-Iteration
function fvec = fctl2p2pd(x,y)

fvec = zeros(2,1);

fvec(l) = (x-4)"2+ y*2 -10;

fvec(2) = x4+ y*4 -20;

%$jac = fct2p2pdjac(x,y) Evaluation der Jacobi-Matrix
function jac = fct2p2pdjac(x,Vy)

jac = zeros(2);
jac(l,1) = 2*x-8;
jac(1l,2) = 2*y;
jac(2,1) = 4*x"3;
jac(2,2) = 4*y"3;

60-32 Kugelkoordinaten

Ein Einzelschritt der Newton-Iteration zum Invertieren der Kugelfunktion wird im
File kugjacrun.m gezeigt. Zum Iterieren muss dieses Skript mehrfach aufgerufen wer-
den.

% kugjacrun.m 3D Newton Iteration
xstart = [5 0.5 0.31';
xaktuell = xstart

197
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for iter = 1:8

ferr = kugfct (xaktuell)

delx = -kugjac (xaktuell)\ferr
xaktuell = xaktuell + delx
pause

end

Dabei werden die Funktionen kugfct.m und kugjac.m aufgerufen.

fvec=kugfct (xvec) Abweichungen bei
Kugelfunktions—-Iteration
function fvec = kugfct (xvec)

o oe

fvec = zeros(3,1);

fvec(l) = xvec(l)*cos(xvec (2))*cos (xvec(3)) — 2;
fvec(2) = xvec(l)*cos(xvec (2))*sin(xvec(3)) — 7;
fvec(3) = xvec(l)*sin(xvec(2)) — 3;

o)

% Jkug = kugjac(xvec) Jacobi Matrix zu Kugelkoordinaten
function Jkug = kugjac(xvec)

Jkug = zeros(3);

rac = xvec(l); tac = xvec(2); wac = xvec(3);
Jkug (1, 1)= cos (tac) *cos (wac) ;
Jkug(l,2)= -rac*sin(tac) *cos (wac) ;
Jkug (1, 3)= -rac*cos(tac)*sin(wac) ;
Jkug (2, 1)= cos (tac) *sin(wac) ;
Jkug (2, 2)= -rac*sin(tac)*sin(wac) ;
Jkug (2, 3)= rac*cos(tac) *cos (wac) ;
Jkug (3, 1)= sin(tac);
Jkug(3,2)= rac*cos(tac);

Jkug (3, 3) = 0 ;

60-33 Funkfeuerortung

Im File funkfeuer.m zur Ldsung der Ubung 60 — 33 sind die beiden Funktionen zur
Evaluation der Abweichungen und zur Bestimmung der Jacobimatrix als Unterfunk-
tionen definiert. Dazu muss die Hauptfunktion aber selbst eine Funktion sein, ein
Skript ist nicht erlaubt.

%[x,yl= funkfeuer (dl,d2) 2D Newton Iteration
function [xpos,ypos] = funkfeuer (dl,d2)
xv = [5 5]'; dv = [dl;d2];

for iter =1:8

dx = funkfeuerjac (xv) \ funkfeuerfct (xv, dv) ;
Xv = xv —-dx;
end

xpos = xv(l); ypos = xv(2);
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% subfunction funkfeuerfct

function fmom funkfeuerfct (xv, dv)

fmom=zeros (2, 1) ;

fmom (1) = sqrt(x v(l)"2+xv(2)"2) — ...
sgrt (xv(1l) "2+ (xv (2)-10)"2) — dv(1l);

fmom(2) = sgrt(xv(l)"2+xv(2)"2) - ...
sqrt ((xv(1)-=10)"24xv(2)"2) — dv(2);

% subfunction funkfeuerjac

function jbk = funkfeuerjac (xv)

jbk(l l) = xv(l) /sqrt (xv (1) "2+xv (2)"2)

)/Sqrt( XV (1) "2+ (xv(2)-10)"2);

jbk(l 2) = xv{(2) /sqrt (xv (1) 2+4xv (2)"2

(xv (2)—-10) /sgrt (xv (1) "2+ (xv (2) -1

jbk(2,1) = xv(1l)/sqgrt (xv (1) "24+xv(2)"2

(xv(1)-10)/ sqgrt ((xv(1l)—-10)"2+xv
jbk (2,2) = xv(2)/sqgrt (xv (1) "2+xv(2)"
xv(2)/ sqrt ((xv(1)-10)"2+xv (2)"

) — ..
0)"2);
) —
(2)7°2);
2)
2);

I

16.2
Miniprojekt zu den Funktionen mit mehreren Variablen

601 Elektrisches Potential

Lésungen zum Selbsttest

T611 - Senkrecht zum Gradientenvektor, alsot, = [0F/dy — OF/8z]"

— vy = AF = 0F/dz - Az + OF 8y - Ay = (0F/dx)? + (9F /0y)?

— Nur so wird die Nebenbedingung alsdL /0 = 0 ein Teil des Gleichungssystems.
- (=J7h)

T612

[X,Y]=meshgrid(-1:0.02:1); h=max (1-X."2-Y."2,0); h=h."2;
contour3(X,Y,h,25); axis equal

T613

hA=0; hB=1; hC=4; hD=1; [X,Y]=meshgrid(0:0.1:5);

h=hA + (hB-hA)*X/5 + (hD-hA)*Y/5 + (hC+hA-hD-hB)*Y.*X/25;
contour3(X,Y,h,25); axis equal; box on; pause

[gx,gy] = gradient(h,0.1,0.1); contour(X,Y,gx); pause
contour (X, Y, gy) ;

T614
L=42> +y° + 24+ Mz + 2y + 42 — 12)
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9L = 8z+2A =0

oL = 2y+2) =0

9L = 144) =0

9L = z42y+42-8 =0
M=[8 0 0 1; 02 00; 0004; 1 240]; b=[0O0 -1 87;
x = [0.312 0.25 1.8672 -0.25]1"'
T615
% newtexa als Funktion damit £ und jac intern sind
function xf = newtexa (xi,yi)
xv=[xi;vyil;
for k=1:8; xv = xv-newtexajac(xv)\newtexafct (xv); end;
xf=xv;
% fvec = newtexafct (xv) Beispielfunktion 2D Newton
function fvec = newtexafct (xv)
fvec = zeros(2,1); fvec(l) = xv(1l)"4+xv(2)"4-20;
fvec(2) = xv(l)"2 -xv(2)"2 —1;
% newtexajac (xv) Beispielfunktion jac zu 2D Newton
function jac = newtexajac(xv)

jac(l, 1)=4*xv(1)"3 ; jac(l,2)=4*xv(2)"3 ;
jac (2, 1)=2*xv (1) ; jac(2,2)==2*xv(2) ;
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17
Lésungshinweise zum Kapitel 7

1741
Lésungen der allgemeinen Ubungen zum Kapitel 7

Analytische L6sungen im Symbolischen Modus
70-1 Geraden durch den Koordinatenursprung

syms X y(x)
ysol = dsolve(diff(y(x)) == y/x)

o

ysol =
Cl*x

oe

70-2 Konzentrische Kreise

syms x y(x)

ysol = dsolve (diff (y(x)) == —-x/y)
% ysol =

S 2M(1/2)* (= x"2/2 + C2)"(1/2)

S =27 (1/2)* (= x*2/2 + C2)~(1/2)

% pretty(ysol)

70-3 Differentialgleichung zur Parabelschar

syms x y(x) K
para = dsolve(diff(y(x)) == 2*y/x, 'y (l)==K')
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70-4 Orthogonale Trajektorien zu den Parabeln

syms X y(x)

ellia = dsolve (diff(y(x)) == -x/(2*y), 'y (0) == 1"
ellib = dsolve (diff(y(x)) == -x/(2*y), 'y (0) == 2’
ellic dsolve (diff(y(x)) == -x/(2*y), 'y (0) == 4’

ezplot (ellia); hold on
ezplot (ellib) ;ezplot(ellic);
axis([-6 6 0 12]); axis square; hold off

70-5 Differentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

syms x y(x)

solord3 = dsolve('D3y + D2y -Dy +y == 17/, 'x")
% solord3 =

% Cl*exp (—x*((19 — 3*33~(1/2))~(1/3)/3 +

% (3*337°(1/2) + 19)"(1/3)/3 +1/3)) +...

% C2*cos ((3M(1/2)*x*((19 — 3*33"(1/2))"(1/3) -

o

(3*337(1/2) + 19)7~(1/3)))/6)*...
exp(x* ((19 — 3*33~(1/2))~(1/3)/6 + ...
(3*33~(1/2) + 19)y~(1/3)/6 —-1/3))—...
C3*sin((37(1/2)*x* ((19 — 3*33~(1/2))"~(1/3) —...
(3*337(1/2) +19)"~(1/3)))/6)*...
exp(x* ((19 — 3*337(1/2))"(1/3)/6 + ...
(3*337(1/2) + 19)~(1/3)/6 — 1/3)) + 1

e o o o° oe

o

70-6 Hyperbolische Lésung

syms X y(x)

hyp = dsolve(y"2 == 4* (1+(diff (y(x))"2)))
% hyp =

% 2

% -2

o

2*exp(— C6 — x/2) + exp(C6 + x/2)/2
2*exp (x/2 — C2) + exp(C2 — x/2)/2

o

70-7 Implizite L6sung

syms x y(x)
dsolve (x + y*diff(y) + (x"2+y"2)* 4*y"3*diff(y))
% 1implizite Loesung



% solve ((x"2%exp (2*y"™4)) /2 + (y"2%exp (2*y"4))/2 == —C4,

Lésungen mit der Laplace-Transformation im Symbolischen Modus
70-8 Radioaktiver Tochterkern, Laplace-Lésung

% tochtlaplace.m Laplace Loesung RA Zerfall Tochterkern
clear all ; syms ym(t) yt(t) t s k h NM u v ; format compact

% Zerfalls—-Gleichung 1 dym(t)/dt = —k*ym(t)

% Zerfalls—-Gleichung? dyt (t)/dt = k*ym(t) - h*yt(t)

% k, h zZerfallskonstanten Mutter— Tochterkerne

degm = diff(ym(t),t) == -k*ym(t) % Zerfall Mutterkerne
degt = diff(yt(t),t) == k*ym(t) — h*yt(t) % Tochterkerne

degml = laplace (deagm, t,s) % Lapl Mutter

degtl = laplace(deqgt, t,s) % Lapl Tochter

% im alg Glsyst. u und v fir L(yn) und L(yt)

egla = subs(degml, laplace(ym(t), t, s), u ) % alg G1 1

eqlb = subs(deqgtl, laplace(ym(t), t, s), u ) % alg Gl 2a
eqgqlc = subs(eglb, laplace(yt(t), t, s), v ) % alg Gl 2b

[M,N] = solve(eqgla,eqglc,u,v)

ym(t) = ilaplace(M,s,t) % exp(~k*t)*ym(0)

yt(t) = ilaplace(N, s, t) % n(t) = exp(-k*t)*n(0)

% yt(t) = (k*exp(-k*t)*ym(0))/(h - k) - ...

% (exp (~h*t) * (k*ym(0) — h*yt(0) + k*yt(0)))/(h - k)

70-9 Differentialgleichung 2. Ordnung, Laplace-Lésung

syms s t YY yy

YY = sym('Y(t)")

dz = laplace(diff(diff(YY)))

d0 = laplace (YY)

Gl = d2 4+ 4*d0 == laplace(exp(3*t))
Glil = subs(Gl,'Y(0)',1)

Gli2 = subs(Glil, 'D(Y) (0)’,-1)

Glyy = subs(Gli2, 'laplace(Y(t),t,s)’',vyYy)

y = solve (Glyy,vyy)

Y = simplify(ilaplace(y),20)

% Glyy = yy*s™2 — s + 4*yy + 1 == 1/(s - 3)

Sy = (s + 1/(s = 3) = 1)/(s"2 + 4)

$ Y = (12*cos(2*t)) /13 + exp(3*t)/13 - (8*sin(2*t)) /13

70-10 Einfacher Oszillator, Laplace-Lésung

syms s t YY yy

YY = sym('Y(t)')

d2 = laplace(diff(diff(YY)))
d0 = laplace (YY)

203

y)
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Gl = d2 + d0 == 1laplace(cos(t))

Glil = subs(Gl, 'Y (0)',2)

Gli2 = subs(Glil, 'D(Y) (0)’,0)

Glyy = subs(Gli2, 'laplace(Y(t),t,s)’',vy)

y = solve (Glyy,vy)

Y = simplify(ilaplace(y),20)

ezplot (Y, [0 150 =30 301)

% unbeschraenkte Aufschaukelung exakt in Resonanz

70-11 Resonanz-Aufschaukelung, Laplace-Lésung

o)

% Skript laposcdmpreso

syms s t YY yy

YY = sym('Y(t)")

dz2 = laplace (diff (diff (YY)))

dl = laplace(diff (YY))

d0 = laplace (YY)

Gl = d2 +0.1*d1l + 9* d0 == laplace(sin(3*t))
Glil = subs(Gl, 'Y (0)',0)

Gli2 = subs(Glil, 'D(Y) (0)',0)

Glyy = subs(Gli2, 'laplace(Y(t),t,s)',vyy)

y = solve (Glyy,vyy)
Y = simplify(ilaplace(y),20) % Aufschaukeln bis Anregung
ezplot (Y, [0 100 -20 20]) % und Daempfung ausgeglichen

70-12 Oszillator mit Anregung ausser Resonanz, Laplace-L6sung

Skript laposcoffres

Laplace Loesung Oszillator

mit Anregung ausserhalb Resonanz
syms s t YY yy

o o oe

YY = sym('Y(t)’)

dz = laplace(diff (diff (YY)))

d0 = laplace (YY)

Gl = d2 + 4% d0 == laplace(sin(3*t))

Glil = subs(Gl, 'Y (0)',0)

Gli2 = subs(Glil, 'D(Y) (0)',0)

Glyy = subs(Gli2, 'laplace(Y(t),t,s)',vy)
y = solve (Glyy,vy)

Y = simplify(ilaplace(y),20)

ezplot (Y, [0 50 -3 31)
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Numerische Lésung von Differentialgleichungen
7013 Wegweiserfeld

% wegwelser (xmx, ymx, £f) zeichnet ein Wegweiserfeld zu y'=-f*y
% mit Pfeilen an den Positionen O:xmx 0:ymx
function voidbk = wegweiser (xmx, ymx, f)
hold on
for x=0:1:xmx

for y=0:1:ymx

w=atan (f*y) ; putarrow (x,y, w) ;

end
end
hold off
% internal function
function voidbk = putarrow(xpos, ypos,win)

xars = [0.08 0.25 -0.25 0.25 0.08;
0.01 O 0 0 -0.01 ; 1111 17;
xpl= [cos(win) —-sin(win) xpos;...

sin(win) cos(win) ypos; 0 0 1l]*xars;
plot (xpl(l, :),xpl(2, :))
for x=0:1:25
for y=0:1:18
w=atan(-0.1*y); putarrow (x,vy,w) ;
end
end

70-14 Einfache Differentialgleichung:
dy/dt = —0.2 - y separierendy /y = —0.2d¢t integrieren In(y) = —0.2t + C
y(x) = y(0) - e~ 0%

o3

% simpdecay (f) L\"osung der simplen Dgl. y’'=-f*y

yin = 15;

[tsol,ysol] = odedb5('simpdecayeval’, 25, yin);

plot (tsol, ysol);

% deri= simpdecayeval (tval,yval) die Ableitung y’'=-0.2*y
function deri = simpdecayeval (tval,yval);

deri = -0.2* yval;

70-15 Euler-Verfahren eindimensional
selfeulerdecay - ausprogrammiertes Euler—-Verfahren

fuer Zerfallsgleichung y’'=-0.1%*y
ttot = 50; vyin = 20; lam = -0.1;
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h = ttot/1000; tsol = [0:1000]'*h;
ysol= zeros(1001,1);
$init
ysol(1l) = yin;
%loop
for k=2:1001
ysol (k) = ysol(k-1) + h* (lam*ysol(k-1));
end

70-16 Einzelschritte mit dem Euler-Verfahren

dz/dt =u

du/dt = —-0.1-v

dy/dt = v

dv/dt =0.1-u
yvec(O dyvecO vyvecl dyvecl yvec?2 dyvec?2 yvec3
x 10 0 10 -0.02 9.996 -0.04 9.988
u 0 -0.1 -0.02 -0.1 -0.04 -0.1 -0.06
vy 0 1 0.2 1 0.4 0.9996 0.5999
v 1 0 1 -0.002 0.9996 -0.004 0.9988
t =0 0.2 0.4 0.6

70-17 Euler-Verfahren analog zur Bibliotheksprozedur

[tsol,ysol]= selfeuler (fctnam, ttot, yin)
ausprogrammierter ode-solver nach Euler

o0 oo oo

mit gleicher signatur wie ode4b5 ()

function [tsol,ysol]l= selfeuler (fctnam, ttot, yin)
h = ttot/1000; tsol = [0:1000]’*h;

ysol= zeros (1001, length(yin));

$init
ysol(l,:) = yin’;
%1loop
for k=2:1001
ysol(k, :) = ysol(k-1,:) +...
h* ( feval (fctnam, (k-1)*h , ysol(k-1,:)") )';
end

Differentialgleichungen héherer Ordnung
70-18 Umsetzen von Differentialgleichungen héherer Ordnung in Systeme
erster Ordnung

o)

% deriv = dmposc(t,yac) Beispiel gedaempfter Oszillator
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function deriv = dmposc(t,yac)

w = 1.08;

d=0.01;

deriv = zeros(2,1);

deriv(l) = vyac(2);

deriv (2) = —-d*yac(2) —-w*w*yac(l) + 0.2*sin(t) ;

% Skript rundmposc Integrieren und Zeichnen
yin = [0 0]';

[tsol, ysol] = oded5('dmposc’, 200 , yin);
figure(l); clf

plot (tsol,ysol(:,1))

figure(2); clf

plot(tsol,ysol(:,2),'r’")

70-19 Differentialgleichungen héherer Ordnung

% haronmosc einfacher harmonischer Oszillator

function deri = harmonosc (tac, yac)

deri = zeros(2,1); deri(l) = vyac(2) ; deri(2) = -yac(l);
% dmposc501 Beispiel gedaempfter Oszillator

function deri = dmposc501 (tac, yac)

deri = zeros(2,1); deri(l) = yac(2) ;

deri(2) = -25*yac(l) -0.1*deri(1l);

% splinederiv Ableitung der Spline-Bedingung y(IV) = 0
function deri = splinederiv(tac,yac)

deri = zeros(4,1); deri(l) = vyac(2) ;

deri(2) = yac(3); deri(3) = yac(4) ; deri(4) = 0;

70-20 Freier Fall mit Luftwiderstand

% runluftfall - freier Fall mit Luftwiderstand

% vorgaengig CLUFTBREMS definieren (0.5 — 0.001)
global CLUEFTBREMS

[tsol,ysol] = odedb5('1luftfallderi’, 100, [0,0]);
figure(l); clf; plot(tsol,ysol(:,1))

figure(2); clf; plot(tsol,ysol(:,2)); figure(l)

% deri = luftfallderi (tac,yac) Ableitung Fall in Luft

function deri = luftfallderi(tac, yac)
global CLUFTBREMS

deri = zeros(2,1);

deri(l)=yac(2);

deri(2)=-9.81 + CLUFTBREMS* (yac(2))"2;
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70-21 Oszillator mit Parametereingabe von auBBen
Die Ableitungsfunktion mit globalen Parametern lautet:

function deriv = dmposcpare (t, yac)
global EFREQ

global OSCDAMP

global ANRFREQ

global ANRAMP

w = EFREQ;

d = OSCDAMP;

afr = ANRFREQ;

A = ANRAMP;

deriv = zeros(2,1);
deriv(l) = yac(2);
deriv(2) = —-d*yac(2) -w*w*yac(l) + A*sin(afr*t) ;

Im Anwendungs-Skript kdnnen verschiedene Varianten ausprobiert werden, indem
man Zeilen deaktiviert (mit dem %-Zeichen) und andere modifiziert.

%$yin = [10 0]';

yin = [0 0]';

global EFREQ

global OSCDAMP

global ANRAMP

global ANRFREQ

% EFREQ = 1.2; OSCDAMP = 0.05; ANRAMP = 0; ANRFREQ = 0;
5 2; OSCDAMP = 0.1; ANRAMP = 1; ANRFREQ = 2.5;
EFREQ = 2; OSCDAMP = 0.1; ANRAMP = 1; ANRFREQ = 2;
[tsol, ysol] = oded5('dmposcpare’, 50 , yin);

[teu, yeu] = odeeuler ('dmposcpare’, 50 , yin);

figure (1)

clf

plot (tsol,ysol(:,1))

hold on

plot (teu,yeu(:, 1), 'k’")

hold off

figure (2)

clf

=
B!
o
=
| @]
Il

Hier wurde gerade noch der selbst prorammierte Euler-Loser zum Vergleich einge-
setzt. Damit man nicht lange suchen muss, wird der Code hier nochmals aufgefiihrt.

function [tsol,ysol]= odeeuler (fctnam, bereich, ystart)
h = bereich/8000;

tsol = [0:8000]'*h;

ysol= zeros (8001, length(ystart));

%init
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ysol(l,:) = ystart’;
ywrk = ystart;
%1loop

for k=2:8001
% Extrapolationsschritt ergibt naechstes y
ywrk = ywrk 4+ h* feval (fctnam, ysol(k-1) , ywrk);
% Abfuellen
ysol (k, :) = ywrk';
end

70-22 Pendel ohne Kleinwinkel-Approximation

function realpendel (ampini)

% function realpendel (ampini)

% Auslenkwinkel der Schwingung in Radian
leff =1; g = 9.81;

yin = [ampini 0];

[tsh, ysh] = oded5(@harmpend, [0 15], vyin);
[tss,yss] = oded5(@sinpend, [0 15], yin);
figure (1)

plot (tsh,ysh(:,1)); hold on;
plot(tss,yss(:,1),’'——"); hold off

figure (2)

plot(ysh(:,1),ysh(:,2)); hold on;
plot(yss(:,1),yss(:,2)); hold off

°

function yp = harmpend(t,y)

yp(l,1) = y(2); yp(2,1) = —g/leff*y(l);
end
function yp = sinpend(t,y)

yp(l,1) = y(2); yp(2,1) = —g/leff*sin(y(1));
end

<)

end % function

Systeme von Differentialgleichungen
70-23 Schiefer Wurf in 3D
Losung mit einem Beispiel fiir die Event-Handhabung:

function [ts,ysv,te,ye,ie] = schiefwurf (vo,azi,elev)

% ts, ysv Flugbahnen des schiefen Wurfes ohne Luftwiderstand

% te,ye Positionen der Events vz=0(Scheitel), z=0(Ende), z=10
v0 = [0 vo*cosd(elev)*cosd(azi) 0 vo*cosd(elev) *sind(azi)

0 vo*sind(elev) 1;
tfinal = y0(6)/4.5;
options = odeset ('Events’, @scheitelboden) ;
[ts,ysv,te,ye,ie] = oded5(@wurfabl, [0 tfinal]l,y0,options);
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3

function ablvec = wurfabl (t, rvc)
wurfabl (t, rvc)

berechnet die ersten Ableitungen von

function ablvec =

do o o

X,VX, y,Vvy, z,vz beil
ablvec = zeros(6,1); % Spaltenvektor
ablvec (1) = rvc(2); % x' = vx (vx'=
ablvec(3) = rvc(4); s vy =vy (vy'=
ablvec(5) = rvc(6); % z! = vz
ablvec(6) = -9.81; $ z'!' =vz' = -

end

3

Gravitation ohne Luftwiderstand

vordefinieren
0 vordefiniert)
0 vordefiniert)

S

function [val, enddef, richtung] =

scheitelboden (tev, yev)

% function [value,isterminal,direction] = scheitelboden(tev,yev)
% Eventfunktion zum definieren der Punkte bei denen val = 0 wird
val(l) = yev(6); % Scheitelpunkt: vz = 0
enddef (1) = 0; % hier weiterfahren
richtung(l) = -1; % 0 von Pos zu Neg ueberqueren
val(2) = yev(5); % Bodenhoehe Null: z =0
enddef (2) = 1; % Integration abbrechen
richtung(2) = -1; % 0 von Pos zu Neg ueberqueren
val(3) = yev(5)-10; % Bodenhoehe 10: =z -10 = 0
enddef (3) = 0; % weiterfahren
richtung(3) = 0; % Richtung egal
end
end

70-24 Radioaktiver Tochterzerfall

Zerfalls mit Tochterkern
globale Parameter: LAMBDAL
global LAMBDAL; global LAMBDAZ2

o o oe

runtochzerfpar zeigt Zeitfunktionen eines radiocaktiven

LAMBDA2 interagktiv abgefragt

LAMBDAl = input (’/lambdal eingeben’)

LAMBDAZ =
yin = [10 0]’
[xs0l, ysol] = oded5(’'tochzerfpar’,

plot (xsol, ysol)

% deri =

Ableit
tochzerfpar (t,y)

global LAMBDAZ

tochzerfpar (t, y)
function deri =
global LAMBDAL ;

deri = zeros(2,1);
deri(l) = -LAMBDAl*y(l);
deri(2) = LAMBDAl*y (1) - LAMBDAZ

7
input (' lambda? eingeben’) ;

50 , yin);

ungen zum RA-Tochterzerfall

*y(2);
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70-25 Geladenes Teilchen in 2D im konstanten Magnetfeld

o3

% runchargpart.m

ystart=[ 0 0 0 11';

[t45,v45]= oded5 (' chargpartderi’, 200, ystart) ;
plot(y45(:,1),v45(:,3),’r")

% deriv = chargpartderi(t,vyac) Ableitung Teilchen 2D
% in konstantem Magnetfeld

function deriv = chargpartderi (t, yac)

B=-1/10; deriv = zeros(4,1);

deriv(l) = vac(2); deriv(2) = vyac(4)*B ;

deriv (3) = vac(4); deriv(4) = —-yac(2)*B ;

70-26 bis 70-28 siche M-File Sammlung

Traktrix und andere Verfolgungsprobleme
70-29 Klassische Traktrix-Differentialgleichung

function [ts, ys] = tractrixn(a)
function [ts, ys] = tractrixn(a)
Numerische Lésung der klassischen

o0 oo oo

Traktrix-Differentialgleichung als System x(t),y(t)
yini = [0 a]l; vw = 0.1;
[ts,ys] = oded5 (Qtrxndiff, [0 10*a/vw], yini);
plot(ys(:,1),ys(:,2))
function ydiff = trxndiff (t, yac)
ydiff(l,1)= wvw*(vw*t-yac(l)) / (a);
ydiff(2,1)= —vw*yac(2) / (a);
end
end

70-30 Verallgemeinerte Traktrix
Als Anwendungsbeispieln wird eine kreisformige Schleppkurve angenommen

function [ts, ys] = tractrixcirc(yvstart, rad, wrot)
function [ts, ys] = tractrixcirc(yvstart, rad, wrot)
Numerische Ld&sung der verallgemeinerten
Traktrix-Differentialgleichung
mit kreisfoermiger Schleppkurve
yini = yvstart; a = sqgrt(yini(l)"2+yini(2)"2);
[ts,ys] = oded5 (@trxgendiff, [0 300], yini);
plot(ys(:,1),ys(:,2))
function [wp , dwp] = wptf(t, rad, wrot)

e o o oe
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wp(l,1l) = rad*cos(wrot*t);
wp(2,1) = rad*sin(wrot*t);
dwp(l,1) = -rad*wrot*sin(wrot*t);
dwp (2,1) = rad*wrot*cos (wrot*t);
end
function ydiff = trxgendiff (t, yac)
[wp, dwp] = wptf(t, rad,wrot);
svec = [wp(l)-yac(l); wp(2)-yac(2)];
% dx,y/dt ist Projektion von dwp auf svec
dmov = svec* (svec’ *dwp) / (svec’ *svec) ;
ydiff(l,1)= dmov(1l);
ydiff(2,1)= dmov(2);
end

end

Das nichste Beispiel sieht eine Schleppkurve entlang der Geraden
wpini + t* wplin mit dem Ortsvektor wpini und dem Richtungsvektor
wplin vor. Vielseitige Experimente sind angesagt!

function [ts, ys] = tractrixgen(yvstart,wpini,wplin)
function [ts, ys] = tractrixgen(yvstart,wpini,wplin)
Numerische Ld&sung der verallgemeinerten
Traktrix-Differentialgleichung
mit der Geraden wpini+t*wplin als Schleppkurve

yini = yvstart; a = sqgrt(yini(l)"2+yini(2)"2);

[ts,ys] = oded5 (Rtrxgendiff, [0 300], yini);

plot(ys(:,1),ys(:,2))

function [wp , dwp]

e e o oe

wptf (t, wpini, wplin)

wp(l,1) = wpini(l) + wplin(1l)*t;
wp(2,1) = wpini(2) + wplin(2)*t;
dwp(l,1) = wplin(l); dwp(2,1) = wplin(2);
end
function ydiff = trxgendiff (t, yac)
[wp, dwp] = wptf(t,wpini,wplin);
svec = [wp(l)-yac(l); wp(2)-vyac(2)];
% dx,y/dt ist Projektion von dwp auf svec
dmov = svec* (svec’ *dwp) / (svec’ *svec) ;
ydiff(1l,1)= dmov(1l);
ydiff(2,1)= dmov(2);
end

end



70-31 Weitere Verallgemeinerung - variable Lédnge
Durch Angabe einer Geschwindigkeit des Verfolgers kann sich die Schlepp-Linge
dndern, und der Verfolger kann den Verfolgten bei geniigend hoher Geschwindigkeit
einholen. Dies ist ein Anwendungsbeipiel fiir die Event-Steuerung, welche fiir den
Abbruch der Berechnung beim Zusammentreffen sorgt.

function [ts, ys, yw] = tractrixmeetev(yvstart,wpini,wplin, speed)
function [ts, ys] = tractrixmeet (yvstart,wpini,wplin, speed)
Numerische L8sung der verallgemeinerten
Traktrix-Differentialgleichung

mit der Geraden wpini+t*wplin als Schleppkurve.O

und der Geschwindigkeit des Verfolgers speed

o0 oo do do oo

yini = yvstart; a = sqgrt(yini(l)*24+yini(2)"2);

termopt = odeset ('Events’, @targmet) ;
[ts,ys,te, ye,ie] = oded5(@trxgendiff, [0 300], yini,termopt);
yw(:, 1) = wpini(1l) + wplin(l)*ts ;
yw(:,2) = wpini(2) + wplin(2)*ts ;
plot(ys(:,1),ys(:,2))
function [wp , dwp] = wptf(t,wpini,wplin)
wp(1l,1) = wpini(1l) 4+ wplin(1l)*t;
wp(2,1) = wpini(2) + wplin(2)*t;
dwp(l,1) = wplin(l); dwp(2,1) = wplin(2);
end
function ydiff = trxgendiff (t, yac)
[wp,dwp] = wptf(t,wpini,wplin);
svec = [wp(l)-yac(l); wp(2)-yac(2)];
% dx,y/dt ist Projektion von dwp auf svec
dmov = svec/norm(svec) *speed;
ydiff(l,1)= dmov(l);
ydiff(2,1)= dmov(2);
end
function [val,enddef, richtg] = targmet (tev, yev)
tol = 0.0001;
val = (yev(l) — wpini(l) -tev*wplin(l))"2 +
(yev(2) - wpini(2) —-tev*wplin(2))"2 - tol;
enddef = 1;
richtg = -1;
end

end

70-32 Das Verfolgungsproblem der vier Kafer

function [ts,ys] = trak4()
trak4 Klassiker vier Kaefer
vier gegenseitig aufeinander zulaufende Linien
yini = [10 10 -10 10 -10 -10 10 -10]';
function yp = tr4diff(t,y)
v = 0.5; v2 = 0.5' yp = zeros(7,1);

o0 e

yp(l) = V*(Y(3)* ) /sart ((y(3) -y (1)) "2+ (y(4) -y (2))"2);
yp(2) = v*(y(4)— )/sqrt((y(3) —y (1)) "2+ (y (4) -y (2))"2);
yp(3) = V2*(y(5) 3))/sqrt ((y(5) -y (3))"2+(y (6) -y (4))"2);
yp(4) = v2*(y(6)-y(4))/sqart ((y(5)-y(3))"2+(y (6)-y(4))"2);

213
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yp(5) = v*(y(7)-y(5))/sart ((y(7)-y(5)) "2+ (y(8) -y (6))"2);
yp(6) = v*(y(8)-y(6))/sart ((y(7)-y(5)) "2+ (y(8)-y(6))"2);

yp(7) = v2*(y(1)-y (7)) /sart ((y (1) -y (7)) "2+ (y (2) -y (8))"2);
yp(8) = v2*(y(2)-y(8))/sart ((y(1)-y (7)) "2+(y(2)-y(8))"2);
end

[ts,ys] = oded5(Q@tr4diff, [0 40], yini);

plot(ys(:,1),ys(:,2)); hold on

axis([-10 10 —-10 101); axis square

plot(ys(:,3),ys(:,4));

plot(ys(:,5),ys(:,6));

plot(ys(:,7),ys(:,8)); hold off

end

70-33 Aquitangentiale

Die Funktion aequitang erwartet als Input eine Anzahl Teilstrecken, mit typ = 1,2,3
fiir Gerade, Rechtskurve und Linkskurve. Der Parameter lengwin gibt die Linge in
Meter bzw. den Winkel in Grad an. Die Resultate poshint und posvord zeiden die
Spur der Hinterréder bzw. der Vorderrader

function [poshint,posvord] = aequitang(rdstand, typ, lengwin)
function [poshint,posvord] = aequitang(rdstand, typ, leng)
Aeguitangentiale am Beispiel eines Autos
rdstand = Radstand

typ 1 = Gerade 2 = Rechtskurve, 3 = Linkskurve
lengwin = Laenge oder Winkel

e o0 o0 o° oe

dl = rdstand/10; Rkurv = 8; dwbas = dl/Rkurv*180/pi;
1fz = 7.5;
poshint = [0 0]; posac = [0 0]; w = 0; war = w;
for k = 1l:1length(typ)
if typ(k) == 1

nstep = ceil (lengwin (k) /dl);

for s = l:nstep
posac=posac+lengwin (k) /nstep* [cosd(w) sind(w)];
poshint = [poshint ; posac];
war = [war ; w];

end

elseif typ(k) ==
nstep = ceil (lengwin (k) /dwbas) ;

for s = l:nstep
dw = - lengwin (k) /nstep;
dpos = [cosd{(w) —-sind(w); sind(w) cosd(w)]*...

[-Rkurv*sind (dw); —-Rkurv* (l-cosd(dw))];
posac = posac + dpos’;
poshint = [poshint ; posac];
w w +dw;
war = [war ; w];
end
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elseif typ(k) == 3
nstep = ceil (lengwin (k) /dwbas) ;
for s = l:nstep

dw = lengwin (k) /nstep;
dpos = [cosd(w) —-sind(w); sind(w) cosd(w)]*...
[Rkurv*sind(dw) ; Rkurv* (l-cosd(dw))];
posac = posac + dpos’;
poshint = [poshint ; posac];
w = w +dw;
war = [war ; w];
end
end
end
$for p = l:length(poshint)
posvord = poshint+lfz*[cosd(war) sind(war)];
%end
end

Als Beispiel kann eine Abfolge von Geraden und Kurven mit dem folgenden Skript
berechnet und gezeichnet werden. Typisch ist das iiber die Kurve Hinausfahren und
dann ganz kurzfristige Einlenken.

[poshint, posvord] = aequitang(7.5,[1 3 1 3 12 3 2 1],...
[30 90 15 90 20 180 45 45 15]);

clf

plot (poshint (:, 1), poshint (:,2))

axis equal ; hold on;

plot (posvord(:,1l),posvord(:,2)) ; hold off

Spline-Interpolationsfunktionen

70-34 Spline-Interpolationsfunktion als Randwertproblem

a)y!V = 0 hat die allgemeine Losungf (z) = ax®+ba? + cx+d. Die 4 Bedingungen
an den beiden Réndern legenf (0), £(1), f/(0) und f/(1) fest. Das Gleichungssystem

00 0 1 a fo
11 1 1 v | | A
00 10 c | | 5
3210 d f1

liefertd = fo, c = f, b= —3fo+3f1 —2fb — f1. a=2fo —2fr + fo + f1
Dies ergibt fiir das Beispielyf (z) = —0.62> + 0.32% + 0.5z + 1
b) Daraus ergeben sich die 4 elementaren Splinefunktionen zyfy = 1: 223 — 322 +

1, zu f1 = 1: —223 + 322, Zuf6:1;$3_2z2+m, u f} — 13— g2
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70-35 Elementarfunktionen der Spline-Interpolation

Die 4 Elementar-Splines sind:

B1:2t3 — 3t> + 1 = (2t + 1) - (t — 1)? Doppelte Nullstelle bei 1

B2:—2t3 + 3t2 = ¢2 . (3 — 2t) Doppelte Nullstelle bei 0

B3:t3 — 2t> +t = ¢ - (t — 1)? Doppelte Nullstelle bei 1, einfache bei 0

B4:t3 — 2 = ¢2 . (t — 1). Doppelte Nullstelle bei 1, einfache bei

Beim Auswechseln vont gegen (1 — t) wird aus B4 (1 — ¢)? - ¢ , also B3 und aus B2
—t? . (2t — 3) wird (1 — )% - (2t + 1), also B1.

172
Miniprojekt zu den Differentialgleichungen

701 Algen- und Fischbestand

function [ts,ys] = algenfische(M,cl,c2,c3,c4)
% function [ts,ys] = algenfische(cl,c2,c3,c4)
% Algen— und Fischbestand
yini = [10 2];
[ts,ys] = oded5(@algfideri, [0 100], yini)
plot (ts,ys)
function yp = algfideri (t,vy)
yp(1,1) = cl*y(1)*(1-y(1)/M) - c2*y(2)*y(1);
yp(2,1) = c3*y(l) - cd*y(2)/y(1);
end
end
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17.3
Lésungen zu den Selbsttests

Lésungen der Testserie 7.1

T711 - Differentialgleichungen sind Funktionsgleichungen; die Gleichheit muss in
einem ganzen Bereich der unabhiingigen Variablen {iberall erfiillt sein.

—3mal2=6

— Man muss die Losung ysol gegen tsol plotten nicht nur ysol allein.

— Damit die Signatur (Struktur der Parameter beim Aufruf) fiir die im innern aufge-
rufene Ableitungfunktion immer gleich ist.

T712dV = 1.3%7 - dh dV/dt = v/2-9.81-h - 0.04%x dh/dt = /2-9.81-h -
0.04%7/(1.3%7)

% deri = tankleerderi (tac,vyac) Ableitung Tank-Entleerung

function deri = tankleerderi (tac, yac)

if yvac > 0 % Absichern: Wurzelnenner muss positiv sein
deri= -sqrt(2 * 9.81 * yac) * 0.047"2*pi/(1.3"2*pi);

else

deri=0;
end
T713
% varimagderi Ableitung Teilchen im variablen Magnetfeld
function deri = varimagderi (tac, yac)
B=0.1l*yac (1) ;
deri = zeros(4,1); deri(l)=yac(2); deri(2) = 1/B*yac(4);
deri(3)=yac(4); deri(4) = —-1/B*yac(2);
T714
% circmotionderi Ableitung zu Kreisbewegung
function deri = circmotionderi (tac,yac)
deri = zeros(4,1); deri(l)=yac(2); deri(2) = 0.05*yac(4);
deri(3)=yac(4); deri(4) = -0.05*yac(2);
dz/dt =u
du/dt = 0.05-v
dy/dt = v

dv/dt = —0.05 - u

yvec(O dyvecO yvecl dyvecl yvec?2 dyvec? yvec3
b4 0 1 0.2 1 0.4 0.9999 0.6
u 1 0 1 -0.0005 0.9999 -0.001 0.9997
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y 20 0 20 -0.01 19.998 -0.02 19.994
v 0 -0.05 -0.01 -0.05 -0.02 -0.05 -0.03
t =0 0.2 0.4 0.6
T715

syms t y(t) c
ys = dsolve ('D2y +c*Dy == 0/, 'y (0)== 10', 'Dy(0) == 1')
% ys = (10*c + 1)/c - exp(-c*t)/c

Lésungen der Testserie 7.2

T721 - Drei Anfangswerte

— Weil oft die algebraischen Gleichungen im Laplace-Raum einfacher zu handhaben
sind als die Differentialgleichungen im Zeitraum.

— Der Rechenaufwand steigt meist enorm an, weil eine Schrittweitensteuerung immer
kleinere Schritte verlangt.

—Ein Spaltenvektorm fiir die Ableitungen, welcher in der Abfolge dem Spaltenvektor
fiir die gesuchten Funktionen entspricht.

T722

function [ts, ys] = kettlinnum(p)
function [ts, ys] = kettlinnum(p)

o o

Numerische L&sung der Kettenlinie
yini = [0 0];
[ts,ys] = oded5 (Rkettldiff, [0 101, yini);
gplot (ys(:,1),ys(:,2))
function ydiff = kettldiff (t,yac)

ydiff = zeros(2,1);
ydiff (1)= yac(2) ;
ydiff (2)= p*sqgrt(l + yac(2)"2) ;
end
end
T723

syms X y(x)

ysol = dsolve (diff (y(x)) == -x/y)

Ableitung senkrecht zur Richtung gegen 0/0
ergibt konzentrische Kreise

ysol =
27°(1/2)* (- x~2/2 + C2)"(1/2)

=27 (1/2)* (= x"2/2 + C2)"(1/2)

pretty(ysol)

o o0 O° O A O O© O o oo

— — — ~
~

[N

- -

- -
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T724

% verhulstlap.m Laplace Loesung Verhulst Dgl

clear all ; syms y(t) yy t s u ; format compact

% Verhulst-Gleichung Sy’ = ¢ * y * (1-y/M) vereinfacht 3/2*y* (1-y)
$ deq = diff(y(t),t)== 3/2*y(t)*(1-y (L))

deg = diff(y(t),t)== 3/2*(y(t)-y(t)"2)% t-Differentialgleichung
deqgl = laplace(deq, t, s) % L-transfomierte Dgl

egla = subs(degl, laplace(y(t), t, s), u ) % alg Gl.

yy = solve(egla, u) % yy = alg. Gl. nach u aufgeloest

y(t) = ilaplace(yy, s, t)

% y(t) exp ((3*t)/2)*y (0) -

(3*ilaplace (laplace(y(t)"2, t, s)/(s - 3/2), s, t))/2
nicht analytisch loesbar
sorry, beil Aufgabenstellung nicht genuegend recherchiert

o0 oo e

% deri= fallluftderi(tac,yac) Ableitung
% freier Fall mit Luftwiderstand

function deri = fallluftderi(tac,yac)
deri = zeros(2,1); deri(l)=yac(2);
% a) deri(2) = -9.81

deri(2) = -9.81 + deri(2)72*0.05;
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18
Lésungshinweise zum Kapitel 8

18.1
Lésungen zu den allgemeinen Ubungen im Kapitel 8

Zusammenfassung grosser Datenmengen
80—1 Median und Quartile fiir einfache Folge

o3

% Skript medggleich
x = 10:30;
xm = median(x), gl = prctile(x,25) ,g3 =

80-2 Median und Quartile bei Sdgezahn-Funktion

% Skript medgsaegz

x=[122333444455555©66°56
xm = median(x), gl = prctile(x,25) ,g3 =
% xm = 5 gl = 3 g3 =6
z=[11111122222333341414
zm = median(z), gzl = prctile(z,25) ,qgz3
% zm = 2 gzl = 1 gz3 =4

80-3 Parameter der Differenzbasierten Familie

% Skript stdsaegz

x=[122333444455555%6¢66
Xm = mean(x), sx = std(x)
skx = skewness(x), curx = kurtosis(x)
% xm = 4.3333 sx = 1.5275
% skx = -0.5814 curx = 2.3100 (=3)
z=[1111112222233334414
zm = mean(z), sz = std(z)
skz = skewness(z), curz = kurtosis(z)

zm = 2.6667 sz = 1.5275

o o

skz = 0.5814 curz = 2.3100

prctile(x, 75)
$ xm = 20 gl = 14.7500 g3 = 25.2500

6 6 6];
prctile(x,75)

55 6];

prctile(z, 75)

6 6];
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o)

% Schiefe fuer z positiv (nach rechts auslaufend)

80—-4 Parameter bei einzelnen Datenpunkten

o)

% Skript tridistr Dreipunkte Verteilung

X = [-ones(1l,5) zeros(l,10) ones(1l,5)];

mdix = median(x), gl = prctile(x,25), g3 = prctile(x,75)
% mdix = 0 gl = -0.5000 g3 = 0.5000

Xxm = mean(x), xstd = std(x)

% xm = 0 xstd = 0.7255

80-5 AQuantile von normalverteilten Daten

<)

% skript normguantil
siz = [20 200 10007;
przmat = zeros(10,4);
for s = 1:3
for r = 1:10
z = randn(l,siz(s));
prcv = prctile(z, [20,40,60,801);
przmat (r, :) = prcv;
end
prmat{s} = przmat;
end
prmat{1l}
prmat{2}
prmat {3}

80-6 Elementare Glockenkurven

Durch die Funktioneny = max (0, (1 — 2%))* werden fiir k = 1 die umgekehrte Pa-
rabel und fiirk > 1 verschiedene Glockenkurven definiert. Bestimmen Sie fiir einige
dieser Fille o (y ist immer Null) und die dazu passende Gaul3’sche Glockenkurve
und erzeugen Sie eine gemeinsame Grafik der Kurvenpaare.

Der Exponentkexp kann in der folgenden Funktion vorgewihlt werden:

function glockenvergleich (kexp)
glockenvergleich Vergleich Glockenkurven

S
o
o
]

mit Normalverteilung

xgl = -1:0.05:1; xnor = -1.5:0.05:1.5;
vgl = (1-xgl.”2)."kexp;
plot (xgl,ygl, 'b’, " linewidth’, 2)

[me, £s] = normparf (xgl, ygl)

si = sum(ygl) *(xgl(2)-xgl(1));

ynor = normpdf (xnor,me, fs) *si;

hold on

plot (xnor, ynor, 'r’, "linewidth’, 2)



hold off
function [fctmean, fctstd] = normparf (xv, yv)
ml = sum(xv.*yv); w = sum(yv);

fctmean = ml/w;
fectstd = sqgrt (sum( (xv-fctmean) . 2.*yv) /w) ;
end
end

80-7 Vergleich zu Normalverteilungs-Dichte

Testen Sie die Nihe bzw. die Abweichung der in 80-6 beschriebenen Glockenkurven
y = max(0, (1 — #%)* zur Normalverteilung mit Hilfe der Funktionenggp Lot und
normplot

function glockenqgqg(kexp)

% glockenqgq gg—- und normplot von Glockenkurven
xgl = -1:0.1:1;

ygl = (l-xgl."2)."kexp;

ycnt = floor (ygl*1000);

% Umsetzen in 1-dim Vektor mit Hfg prop zu ygl
xv = [];

for k 1: length(xgl)
xv = [xv xgl(k)*ones (1l,ycnt(k)) ]
end
figure (1)
ggplot (xv)
figure (2)

normplot (xv)
end

80-8 Daten in Klasseneinteilung

Erzeugen Sie mit randn einen Datensatz mit der NormalverteilungN (z, 5, 2) und
1000 Punkten. Ordnen Sie diese in Klassen der Breitd).25 ein (binning). Berechnen
Sie < z > und s fiir die Verteilung der Klassenhiufigkeiten. Bestimmen Sie aucly,
mit der Sheppard’schen Korrekturs? = s% — b%/12.

% Skript binningshow

X = b+2*randn(1l,1000); br = 0.25;
% ev auch groessere br
[klasscent,klasshf] = klasshfg(x,5,br);

bar(klasscent, klasshf)
Umsetzen in 1-dim Vektor mit Hfg prop zu ybi
xv = [];
for k = 1: length(klasscent)
xv = [xv klasscent (k) *ones(l,klasshf(k)) ];
end
mu und sd der Klassendaten mit Normfit berechnen

oe

o
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[muv, sdv]=normfit (xv) ;

sshep = sgrt(sdv”2 - br*2/12);
[mu, sd]=normfit (x) ;

disp(sdv, sshep, sd)

Die dabei verwendete Binning-Funktion wird hier nochmals aufgefiihrt.

function [klasscent,klasshf] = klasshfg(dvec,midval, klbr)
function [klasscent, klasshf] = klasshfg(dvec,midval, klbr)
Haeufigkeitsbestimmung in Klassen gleicher Breite

dvec = Beobachtungsvektor,

midval = ein Klassen-Zentralwert; klbr = Klassenbreite
klasscent = Vektor der Klassen-Zentralwerte

e @ o o o° oe

klasshf = Haeufigkeit der einzelnen Klassen
dvs = sort (dvec); ndat = length(dvs);
nklu = ceil ((midval-klbr/2 —-dvs (1)) /klbr);
nklo = ceil ((dvs (end) - midval-klbr/2)/klbr);
klasscent = (-nklu:nklo)*klbr + midval;
klasshf = zeros(1l, length(klasscent));
ind = 1; k = 1;
while k <= ndat
if dvs(k) < klasscent (ind)+klbr/2
klasshf (ind) = klasshf(ind)+1;
k = k+1;
else
ind = ind+1;
end
end

Wahrscheinlichkeitsrechnung
80-9 Buchstaben-Anordnungen
Auf wieviele Arten kdnnen die Buchstaben des Wortes " MAMMAMIA’ angeordnet
werden?
4*'M', 3*'A’, 1*x'I', total 8: Pw = 8!/(4!*3!) = 280

80-10 Gruppeneinteilung
Auf wieviele Arten konnen aus 20 Personen vier Fiinfergruppen zusammengestellt

werden?

1. Gr. 5 aus 20, 2. Gr. 5 aus 15, 3. Gr. 5 aus 10

nchoosek (20, 5) = 15504, nchoosek (15,5) = 3003
nchoosek (10, 5) = 252, total = 11'732'745'024

Andere Betrachtungweise mit demselben Resultat — Die Aufstellung auf die 20 Plitze
in allen 5 Gruppem ergibtP20 = 20!. Injeder der 4 Gruppen ist die Anordung auf
die 5 Plitze unwichtig, also muss durch (5 !) ~4 dividiert werden.



80-11 Kursteilnehmer-Zuordnung
Auf wieviele Arten kdnnen 15 Kursteilnehmer in Fiinfergruppen aufgeteilt und drei
Kursleitern zugeordnet werden.

nchoosek (15,5) = 3003, nchoosek(10,5) = 252,

total = 756756 * 6 = 4540536

80-12 Halbzeitresultate

Wieviele verschiedene Halbzeitresultate sind bei einem Fussballspiel moglich, das
5:6 endete?

Die Pause kann vor, zwischen oder am Ende jeder Torserie gewesen sein, das ergibt
6*7 = 42 theoretisch mogliche Halbzeitresultate.

80-13 Tanzpartner

In einem Tanzkurs erscheinen an einem Abend 5 Herren und 7 Damen, so dass eine
Dame den Herrenpart tibernehmen muss. Wieviele Moglichkeiten von 6 Tanzpaaren
auf der Tanzfliche sind denkbar?

Die Anzahl errechnet sich aus der Anzahl Mdéglichkeiten, wie die 5 Herren aus
7 Damen 5 auswihlen konnen. also Variationen von 7 Elementen zur 5. Klasse
= T7!/2! = 2520. Die zwei iibrigbleibenden Damen bilden dann das Tanzpaar mit
dem unechten ménnlichen Parter. Falls unterschieden wird, welche der zwei iibrig-
bleibenden Damen den Herrenpart iibernimmt, verdoppelt sich die Zahl.

80-14 Seltene Miinzwurf-Falle

Bei 15 Miinzwiirfen nacheinander wird gesucht, wie viel hdufiger die Resultate 1 mal
Kopf, bzw. zweimal Kopf und sonst immer Zahl sind als das spezielle Resultat 15 mal
Zahl.

nchoosek (15,1) = 15; nchoosek (15,2) = 105

80-15 Telefonnummern

Wieviele fiinfstellige Telefonnummern kénnen in einem Kreis mit derselben Vorwahl
vergeben werden, wenn man beriicksichtigt, dass fiir die erste Ziffer O und 1 ausfallen.
8% 10*

80-16 Augensumme bei zwei Wiirfeln
Wieviele Moglichkeiten gibt es, mit 3 Wiirfeln die Augensumme 10 zu erhalten?
Mit dem Skript dreiwuerfel.m

valvec =
3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18
hfg =

1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
hfg zu valvec = 10 ist 27

8017 Funf Wiirfel
Beim Wiirfelspiel “Yahtzee” werden 5 ununterscheidbare Wiirfel gleichzeitig gewor-
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fen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass beim ersten Wurf a) drei gleiche
Augenzahlen oben liegen; b) vier gleiche Augenzahlen oben liegen; c¢) ein “full hou-
se” vorliegt, also drei und zwei zueinander passende Augenzahlen erscheinen. (Die
vollstindige Diskussion dieses Spiels wird durch die Méglichkeit zum “Verbessern”
wesentlich komplizierter. Zweimal diirfen beliebig auswiihlbare Wiirfel nochmals ge-
worfen werden.)

Es soll hier eine konstruktive, durch ungeiibte Kombinatoriker nachvollziehbare Her-
leitung gezeigt werden, nicht nur die Formel angeben, bei der man nicht klar weiss,
warum gerade diese gilt, und dann die Zahlen einsetzen.

Die Ldsung ldsst sich am einfachsten von oben her aufbauen:

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge gibt es an jedem der 5 Plitze 6 Moglichkeiten,
also total 6° = 7776 mogliche Fille.

Davon besteht eine einzige aus fiinf Einsen. Die Wahrscheinlichkeit fiir 5 * *1° ist
also 1/7776.

Weil die Auswahl, welche Augenzahl fiinfmal vorkommen soll, beliebig ist, ist die
Wahrscheinlichkeit fiir fiinf gleiche Augenzahlen 6 mal so gross, als6/7776.

Bei 4 Einsen ist ein Platz fiir die 5 anderen Augenzahlen frei. Die verschiedenen
Anordnungen von 4*1 und 1*A sind als Permutation mit Wiederholung?w54 1 =
5!/(4!-11) = 5 bezifferbar. (Das "A’, die andere Zahl, kann vor, in den 3 Mittelplitzen
oder am Schluss stehen, was auch 5 Moglichkeiten ergibt.)

Die Wahrscheinlichkeit fiir 4 * *1” ist alsob « 5/7776 = 25/7776.

Damit ist die Wahrscheinlickeit fiir 4 gleiche Augenzahlen b)6 x 25/7776 =
150/7776.

Die verschiedenen geordneten Moglichkeiten 111AB fiir 3 Einsen und zwei andere,
unter sich verschiedene mirA < B, ereben sich aus der Hiufigkeit, 2 verschiedene
Zahlen aus den 5 Nicht-Einsen auszuwithlenK55 = 5!/(3!-2!) =5-4/2 =10

Die Anordnungen von 3 Einsen und 2 weiteren Zahlen folgen der Permutation mit
Wiederholung Pw53,1,1 =5!/(3!-1!-11) =5-4 =20

Die Wahrscheinlichkeit fiir 3*°1” ist somitl0 x 20/7776 = 200/7776.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir 3 gleiche Augenzahlen ap « 10 x 20/7776 =
1200/ 7776.

Nun sind wir auch bereit, fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir ein “full
house’.

Wir starten wieder mit 3*%°1’, hiingen aber 2 gleiche an: "111AA’. Das gibt 5 Mdog-
lichkeiten fiir die Auswahl der anderen Zahl °A’. Von dieser Auswahl ergeben sich
wieder die verschiedenen Anordnungen durch Permutationen mit Wiederholung:
Pwbz =5!/(31-2))=5-2=10

Die Wahrscheinlichkeit fiir 3%’ 1° und 2 unter sich gleichen Zahlen ist somib =
10/7776 = 50/7776.

Wieder ist die Wahrscheinlichkeit fiir drei beliebige Augenzahlen und zwei andere
unter sich gleiche, also fiir ein *full house’ ¢) sechsmal so gross6 = 5 x 10/7776 =
300/7776.

Die obigen Resultate wurden hier ausfiihrlicher erarbeitet, aber ergeben diesel-
ben Zahlen wie in der homepage fiir Stochastik-Formeln von Dr. Werner Bre-
feld (http://www.brefeld.homepage.t-online.de/stochastik-formeln.html). Dort wer-



