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Vorwort zur 3., korrigierten und erweiterten Auflage

Seit der ersten Auflage der Grofien Sdtze und schinen Beweise der Mathematik sind
mehr als zwanzig Jahre vergangen, eine Zeitspanne, in der sich auch in der Mathematik
vielerlei neue Entwicklungen ergeben haben. Insbesondere die Nutzung elektronischer
Hilfsmittel hat auch die Mathematik zu einem noch bedeutsameren Wirtschaftsfak-
tor werden lassen. Diese Entwicklung hat neben anderen Auswirkungen auch dafiir
erforderliche Spezialisierungen in der Mathematik noch verstéarkt. Damit ist das im
Vorwort der ersten Auflage erwéihnte Anliegen auch heute noch unverindert aktuell:
Um die Wirksamkeit einer Grundlagenwissenschaft wie der Mathematik zu erhéhen,
soll versucht werden, prinzipielle mathematische Denkweisen einem groéfleren Leser-
kreis aus allen Wissensbereichen zugénglich zu machen.

Das Buch wendet sich daher insbesondere auch an Leser (wie Naturwissenschaftler
und Ingenieure), die spezielle mathematische Methoden in ihrem Beruf anwenden,
und die dariiber hinaus erfahren wollen, was die Mathematik sonst noch so zu bieten
hat. Wer ein volles Mathematik-Studium absolviert, lernt natiirlich ein relativ breites
Spektrum mathematischer Denkweisen kennen, wenngleich die jetzige Aufspaltung
des Diplom-Studiums in ein Bachelor- und ein Master-Studium die Tendenz einer
frithzeitigen Spezialisierung ebenfalls verstarkt. Und so ist es nicht unwahrscheinlich,
dass auch ein ausgebildeter Mathematiker den einen oder anderen fiir ihn neuen Ge-
sichtspunkt findet.

Daher bin ich dem Verlag HARRI DEUTSCH dankbar, eine Neuauflage geplant zu ha-
ben, nachdem die bisherigen Auflagen und Nachdrucke im Akademie-Verlag Berlin
und Verlag HARRI DEUTSCH vergriffen waren. Wéahrend das urspriingliche Manu-
skript in der frither iiblichen Weise hergestellt worden war (handschriftliches Manu-
skript, dann Abschrift mit Schreibmaschine und Eintragen der Formeln, héndischer
Drucksatz mit Fahnen- und Bogenkorrektur), hatte sich der Verlag HARRI DEUTSCH
freundlicherweise zu einer Digitalisierung des Manuskriptes entschlossen. Diese digi-
talisierte Fassung wurde dann bei der Vorbereitung der hiermit vorliegenden dritten
Auflage zur Korrektur und Erweiterung verwendet.

Mit Ausnahme von Kapitel 13 wurden alle bisherigen Beweisanordnungen beibehalten.
Allerdings wird der Beweis des Satzes von CAUCHY-KOWALEWSKAJA jetzt anstelle
durch sukzessive Approximationen durch das elegantere Kontraktions-Prinzip durch-
gefiihrt. In die vorliegende Neuauflage wurde daher (am Ende von Kapitel 9) auch ein
Beweis des Kontraktions-Prinzips aufgenommen. In Kapitel 14 wird das WEYLsche
Lemma nicht nur auf die bisherige Weise (iiber die Mittelwerteigenschaft) bewiesen,
sondern es wird ein weiterer Beweis hinzugefiigt, der auf der Approximation von ste-
tigen Funktionen durch zweimal stetig differenzierbare beruht. Weitere Erganzungen



ii Vorwort zur 3., korrigierten und erweiterten Auflage

betreffen beispielsweise einen Ausblick auf den Fixpunktsatz von LERAY-SCHAUDER
sowie einen Uberblick iiber des Lésen (nichtlinearer) impliziter Gleichungen. Teilweise
sollen diese Erganzungen auch an Methoden heranfithren, die von der gegenwértigen
Forschung benutzt werden. Natiirlich betrifft das in erster Linie Themen, die zu mei-
nen Forschungs-Interessen gehoren.

Beim Aufbau des Buches wurde versucht, die einzelnen Kapitel mehr oder weniger un-
abhéngig voneinander zu gestalten. Riick- und Querverweise, wie sie in einem systema-
tischen Lehrbuch unumgénglich sind, wurden weitestgehend vermieden. Im Gegenteil,
um eine grofitmogliche Selbstandigkeit der Kapitel zu erreichen, wurden grundlegen-
de Konstruktionen (wie das CANTORsche Diagonalverfahren in den Kapiteln 3, 5 und
11) sogar mehrfach erldutert. Andererseits gibt es aber auch Félle, wo die Aussage
eines Kapitels in einem anderen Kapitel gebraucht wird. Das ist beispielsweise beim
Beweis des SCHAUDERschen Fixpunktsatzes der Fall (Kapitel 11), da dieser auf den
BrouweRschen Fixpunktsatz (Kapitel 10) zuriickgefithrt werden kann.

Im Gegensatz zu den fritheren Ausgaben werden alle Literaturzitate jetzt am Ende
des Buches gesammelt. Natiirlich ist es bei der grolen Breite der behandelten Themen
auch nicht annihernd méglich, einen vollstindigen Uberblick iiber relevante Literatur
zu geben. In erster Linie werden benutzte Quellen dokumentiert (soweit es sich nicht
um Kenntnisse handelt, die zum Standard-Wissen eines ausgebildeten Mathematikers
gehoren). Davon abgesehen, sollen Anregungen zu weiterfithrenden Literaturstudien
gegeben werden.

Mein Dank an den Verlag HARRI DEUTSCH geht insbesondere auch an dessen fiir
elektronische Medien zusténdigen Abteilungsleiter, Herrn KLAUS HORN. Bei der Vor-
bereitung dieser Neuauflage konnte ich mich stets auf seine angenehme und konstruk-
tive Zusammenarbeit verlassen, die weit {iber das rein Verlegerische hinausging: Seine
Sachkenntnisse als Physiker haben zu mancher Verbesserung des Textes gefithrt. Auch
das Satzbiiro Tanovski & Partners mochte ich dankend erwdhnen. Die digitale Fas-
sung wurde sorgfiltig erstellt, und sogar der eine oder andere Schreibfehler der Vorlage
erkannt und korrigiert.

So bleibt mir nur zu wiinschen, dass die vorliegende Neuauflage einen Beitrag zur
Pflege mathematischer Denkweisen leistet.

Graz, im Januar 2009
WOLFGANG TUTSCHKE



Vorwort

In allen Wissenschaften ist die Tendenz einer zunehmenden Spezialisierung zu beob-
achten; so auch in der Mathematik. Diese zunehmende Spezialisierung, die mit immer
breiter gefacherten Anwendungen verbunden ist, fithrt zu der Gefahr, dass die Ma-
thematik in der Praxis nicht mehr als einheitliche Wissenschaft in Erscheinung tritt.
Solche Tendenzen hat es auch in fritheren Entwicklungsphasen der Mathematik gege-
ben; sie wurden stets von Versuchen begleitet, einer Zersplitterung entgegenzuwirken
und die Einheit der Mathematik zur Geltung zu bringen. Beispiele dafiir sind die »Ele-
mente« von EUKLID oder die Algebraisierung der Geometrie durch DESCARTES. Der
Nutzen, den eine solche auf die Herstellung der Einheit der Mathematik gerichtete
Tatigkeit hat, ist ganz offensichtlich, vor allem schon auf Grund unserer historischen
Erfahrungen.

In der heutigen Mathematik zeigt sich die erfreuliche Tatsache, dass sie auflerordent-
lich reichhaltig geworden ist, dass zu vielen alten Anwendungsgebieten immer noch
neue hinzugetreten sind. Daher ist es heute sogar wichtiger denn je, die Einheit der
Mathematik zu férdern. Dazu ist es erforderlich, das Wesen der Mathematik, das be-
sondere in ihren Beweismethoden zutage tritt, sichtbar zu machen. Der Grund fiir eine
solch grofle Bedeutung mathematischer Beweismethoden liegt darin, dass sie nicht nur
auf speziellen Teilgebieten genutzt werden, sondern allgemeinere Verwendung finden.
In diesem Sinne ist ein wichtiger Schritt zum Verstdndnis des Wesens der Mathema-
tik das Kennenlernen der Beweise fiir ihre fundamentalen Satze. In dem vorliegen-
den Buch sind 15 solcher Sitze aus tragenden Teilgebieten der heutigen Mathematik
ausgewahlt worden. Dazu gehoren Sétze iiber die Losbarkeit von Gleichungen, wie
die FREDHOLMsche Alternative oder der BROUWERsche und der SCHAUDERsche Fix-
punktsatz, die sich vielseitig auswirken und deren Beweise gleichzeitig prinzipielle
Bedeutung haben.

Derartige iibergreifende mathematische Gesichtspunkt kommen auch beim Beweis von
Aussagen zum Tragen, die ganz spezielle Anwendungen betreffen; ein Beispiel hierfiir
ist das EINSTEINsche Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten, dessen tieferer Sinn
erst durch den mathematischen Gruppenbegriff erkannt werden kann. Die mathema-
tische Praxis fithrt zwangsldufig aber auch zu beweistheoretischen Fragen, wie sie in
den Unterschieden zwischen Wahrheit und Beweisbarkeit in der Mathematik zum Aus-
druck kommen. Desgleichen treten — auch bei konkreten analytischen Untersuchungen
— mengentheoretische Problemstellungen auf, wie sie sich beispielsweise in der Aquiva-
lenz von Auswahlaxiom und ZORNschem Lemma duflern. Die moderne Entwicklung
der Mathematik erforderte auch, den klassischen Differenzierbarkeitsbegriff und im
Zusammenhang damit auch den Losungsbegriff fiir Differentialgleichungen zu erwei-
tern. Damit entsteht natiirlich auch die Frage, wann eine verallgemeinerte Losung
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doch klassische Losung ist. Eine Antwort hierauf gibt beispielsweise das WEYLsche
Lemma, dem Kapitel 14 dieses Buches gewidmet ist.

In den 15 Kapiteln des Buches, die weitestgehend selbstéandigen Charakter tragen,
werden zentrale mathematische Problemstellungen aus verschiedenen Zweigen der
Mathematik und ihrer Anwendungen behandelt. Jeder Abschnitt ist einem funda-
mentalen mathematischen Sachverhalt gewidmet, wobei die Allgemeingiiltigkeit der
gewonnenen Ergebnisse eingeschétzt wird. Auflerdem enthélt das Buch einen Dialog
iiber Mathematik, der Bemerkungen iiber das Wesen der heutigen Mathematik und
daraus resultierende Konsequenzen zum Gegenstand hat. Darin sind insbesondere
auch Hinweise auf die Identitdt des Schénen, Allgemeinen und Anwendbaren in der
Mathematik eingeschlossen.

Zu den im Buchtitel auftretenden Begriffen »grofi« und »schon« sei eine kurze Bemer-
kung gemacht. Threm Ursprung und ihrer hauptséchlichen Verwendung in der Um-
gangssprache entsprechend haben beide zunéchst einen stark subjektiven Charakter.
Andererseits werden im wissenschaftlichen Sprachgebrauch beide Begriffe aber durch
die Wissenschaftsentwicklung selbst objektiviert, wobei als wirklich grofle Satze der
Mathematik diejenigen hervortreten, die allgemein sind und sich demzufolge auch
vielfach anwenden lassen. Wirklich zentrale Satze werden durch die Wissenschaftsent-
wicklung auch stets so tiefgreifend durchgearbeitet, dass ihre Beweise klar und durch-
sichtig und damit auch im Sinne des menschlichen Strebens nach Wahrheitsfindung
natiirlich und schén werden. Die inner- und aulermathematische Ausstrahlungskraft
der hier zu behandelnden Sétze ist sehr verschiedenartig. In diesem Sinne sind die
ausgewahlten Sédtze keinesfalls gleichermaflen grof. Hier aber noch quantitative Ab-
stufungen innerhalb des qualitativen Begriffes »grofi« vornehmen zu wollen, hiefle
aber doch — zumindest im Rahmen unserer Zielstellungen — zu weit zu gehen. Das
gleiche trifft auf die »Schonheit« der Beweise zu.

Die vorrangige Zielstellung des Buches ist es, Wesen und Bedeutung der Mathematik
flir einen breiten Leserkreis erkennbar zu machen und so das weitere Eindringen der
Mathematik in die Praxis zu fordern.

Dieses Buch wendet sich an alle, die an der heutigen Mathematik interessiert sind.
Die heute unvermeidbare Spezialisierung fiihrt dazu, vornehmlich mit Teilgebieten
unserer Wissenschaft bekannt zu sein. Das bewirkt oft, dass ein Uberblick iiber die
Moglichkeiten, die in der Mathematik insgesamt enthalten sind, fehlt.

Hierfiir nun sollte die Lektiire des Buches niitzlich sein und das Verstandnis fiir Wesen
und Anwendbarkeit der Mathematik vertiefen.

An vielen Schulen existieren derzeit Schiilerarbeitsgemeinschaften, die unter der An-
leitung erfahrener Mathematiklehrer die Begeisterung junger Talente fiir unser Fach-
gebiet wecken; daflir werden Materialien benétigt, die sich an prinzipiellen Entwick-
lungstendenzen der Mathematik orientieren; das vorliegende Buch enthélt geeignete
Beitriage dieser Art.



Vorwort v

In den verschiedensten Berufsgruppen sind Kenntnisse klassischer mathematischer Me-
thoden vorhanden, die beispielsweise in Studienrichtungen an Hoch- und Fachschulen
mit Mathematik als Nebenfach unterrichtet werden. Da diese Methoden in der neueren
Mathematik vielfach verbessert worden sind, ist es zweckméfBig, fiir die Verbreitung
solcher Neuentwicklungen téatig zu sein. Deshalb behandelt das Buch auch klassische
Fragestellungen mit modernen mathematischen Methoden, verdeutlicht deren Vorzii-
ge, gibt dem Leser mancherlei Anregung fiir die mathematische Weiterbildung, um
so geeignete Wege fiir eine breitere Nutzung mathematischer Methoden in der Praxis
zu erschlieflen.

Einer der Autoren hat in Gestalt des Mathematischen Wérterbuches vor mehr als zwei
Jahrzehnten ein umfangreiches Werk veroffentlicht, das eine Antwort auf die Frage
gab, was Mathematik sei. Das jetzt vorliegende Buch strebt eine Antwort darauf an,
wie Mathematik wird, wie sie neue Gestalt annimmt. Die vielen Auflagen des Mathe-
matischen Worterbuches sind ein deutlicher Hinweis auf seinen Nutzen. Die Autoren
des vorliegenden Buches sind {iberzeugt davon, dass auch von ihm eine entsprechende
Wirkung erwartet werden kann, weil das Interesse fiir die stdndige Neugestaltung der
Mathematik aktuell ist und bleibt.

Schliellich noch eine Bemerkung zum Lesen des Buches. Die einzelnen Kapitel
sind in einer Weise voneinander unabhéngig, dass sie in beliebiger Reihenfolge
gelesen werden koénnen. In manchen Kapiteln finden sich zwar gelegentliche Hin-
weise auf andere Kapitel. Diese sollen den interessierten Leser aber im allgemei-
nen nur auf Querverbindungen aufmerksam machen; sie sind fir das Verstdnd-
nis des jeweiligen Kapitels nicht erforderlich. Manche Definitionen und Schlusswei-
sen werden sogar in mehreren Kapiteln wiederholt, falls sie fiir das Versténdnis
des jeweiligen Kapitels wesentlich sind. Der Aufbau der einzelnen Kapitel erfolgt
im allgemeinen so, dass sie ohne Benutzung weitergehender Literatur versténdlich
sind.

Fir Hinweise auf die Gestaltung einzelner Kapitel sprechen wir folgenden Fachkolle-
gen, deren Ratschlidge besonders hilfreich waren, unseren Dank aus: Herrn Dr. sc. G.
DAUTCOURT vom Zentralinstitut fiir Astrophysik der Akademie der Wissenschaften
der DDR fiir Hinweise zu Kapitel 4, Herrn Prof. G. F. MANDZAVIDZE vom vom
I. N. VEKUA-Institut fiir angewandte Mathematik der Universitdt Thilissi zu Kapi-
tel 9 und 10, Herrn Dr. sc. H. HERRE vom KARL-WEIERSTRASS-Institut fir Ma-
thematik der Akademie der Wissenschaften der DDR zu Kapitel 15.1 Vorschlige
hinsichtlich der Gestaltung des Gesamtmanuskriptes verdanken die Autoren Herrn
Prof. P. H. MULLER von der Sektion Mathematik der Technischen Universitidt Dres-
den sowie Herrn Prof. S. PROSSDORF vom bereits oben erwihnten KARL-WEIER-
STRASS-Institut fiir Mathematik. Den Mitarbeitern des Akademie-Verlages wird fiir

1 Im vorliegenden Nachdruck wurde nur eine Beweisliicke in Kapitel 7 beseitigt, auf die uns dankens-
werterweise Herr Dr. A. POMP vom KARL-WEIERSTRASS-Institut fiir Mathematik der Akademie
der Wissenschaften der DDR aufmerksam gemacht hat.
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eine vielseitige, konstruktive Zusammenarbeit gedankt, insbesondere Fréulein Dipl.-
Math. G. REIHER und Herrn Dr. R. HOPPNER.

Berlin und Halle, im Juni 1985

JOSEF NAAS und WOLFGANG TUTSCHKE



