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Vorwort

Das Buch bietet eine Einfiihrung in grundlegende Konzepte, Modelle und Me-
thoden der Finanzmathematik und wendet sich in erster Linie an finanz- und
wirtschaftsmathematisch orientierte Studenten und Absolventen von Fach-
hochschulen und Universitéten.

Der Text ist in zwei Teile gegliedert. Ein Schwerpunkt und eine Besonder-
heit des ersten Teils ist die algebraische, nicht-wahrscheinlichkeitstheoretische
Darstellung der Bewertung zustandsabhéngiger zukiinftiger Auszahlungen in
allgemeinen Ein- und Mehr-Perioden-Modellen in den Kapiteln 1 und 3. Die
seit Black, Scholes und Merton grundlegende Bewertungsidee besteht in der
Replikation dieser Auszahlungen durch selbstfinanzierende Handelsstrategien
in arbitragefreien Marktmodellen, und der Preis eines Auszahlungsprofils ist
der Anfangswert einer die Auszahlung replizierenden Handelsstrategie. Diese
Vorgehensweise kann insofern als deterministisch bezeichnet werden, als dass
eine Auszahlung in jedem moglichen Zustand mit Hilfe einer Handelsstrate-
gie nachgebildet wird und die Eintrittswahrscheinlichkeiten von Zustéinden
dabei keine Rolle spielen. Diese Wahrscheinlichkeiten miissen nicht einmal
modelliert werden. Wenn aber die Bewertungsstrategie im Kern nicht wahr-
scheinlichkeitstheoretisch ist, dann sollte sie — alleine schon zur Vermeidung
irrefithrender Interpretationen — auch nicht ohne Not so formuliert werden.

Der algebraische Zugang zur Bewertung von Derivaten léisst sich finanzma-
thematisch als verallgemeinerte Diskontierung zukiinftiger zustandsabhéngi-
ger Zahlungsstrome interpretieren. So ist beispielsweise in arbitragefreien Ein-
Perioden-Modellen der Preis einer zustandsabhiingigen, replizierbaren Aus-
zahlung ¢ € R¥ durch ein Skalarprodukt ¢y = (1, c) gegeben, wobei 1) > 0
einen Zustandsvektor des Modells bezeichnet. Wir werden sehen, dass alle
Komponenten von 1 € R¥ aufgrund der Arbitragefreiheit des Modells gro-
Ber als Null sind. Daher ist Q := %, wobei d := Y1, ¢, > 0, formal ein
WahrscheinlichkeitsmaB, und es kann ¢y = dE® [¢] geschrieben werden. Da d
als Diskontfaktor interpretiert werden kann, ist der Preis ¢y von ¢ damit als
abdiskontierter Erwartungswert in einer durch das Wahrscheinlichkeitsmafl
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Q@ definierten ,risikoneutralen Welt” umgeschrieben worden, aber die Bewer-
tungsstrategie hat mit Wahrscheinlichkeitstheorie nichts zu tun.

Im Rahmen unserer Interpretation sagen wir dagegen, dass durch ¢y =
(1, ¢) die zustandsabhiingige zukiinftige Auszahlung ¢ in einem verallgemei-
nerten Sinn auf den aktuellen Zeitpunkt 0 abdiskontiert wird und dann den
Wert ¢g besitzt. Ist ¢ zustandsunabhiingig, gilt also ¢ (w;) = 2z € R fiir alle
i=1,...,K, so folgt cg = (¢, c) = (Zle l/’z‘) z =d -z, und wir erhalten die
klassische Diskontierungsformel fiir den zukiinftigen Zahlungsbetrag z.

Eine weitere Besonderheit des vorliegenden Textes besteht darin, dass das
Capital Asset Pricing Model (CAPM) in Kapitel 2 in mathematisch prizi-
ser Form aus der Theorie der arbitragefreien Ein-Perioden-Modelle entwickelt
wird, und dass mit Hilfe dieser Ideen auch die Theorie und die Ergebnisse der
klassischen Portfolio-Optimierung abgeleitet werden.

In Kapitel 4 werden die in den Kapiteln 1 und 3 vorgestellten Bewertungs-
konzepte auf Binomialbaum-Modelle und auf praxisrelevante Finanzinstru-
mente angewendet. Insbesondere wird die Bewertung von Standard-Optionen
unter Berticksichtigung von Dividendenzahlungen der Underlyings wihrend
der Laufzeit der Derivate dargestellt. Durch Grenziibergang werden ferner
aus den Binomialbaum-Gleichungen fiir Call- und Put-Optionen die Black-
Scholes-Formeln abgeleitet.

Bestandteil des ersten Teils dieses Buches ist auch eine ausfiihrliche Dar-
stellung des Risikokonzepts Value at Risk in Kapitel 5. Das Delta-Normal-
Verfahren zur niherungsweisen Berechnung des Value at Risk wird so formu-
liert, dass es sich leicht objektorientiert implementieren ldsst. Dariiber hinaus
wird in diesem Kapitel auch eine Einfiihrung in kohiirente Risikomafle gege-
ben, und der prominenteste Vertreter dieser Mafle, der Expected Shortfall,
wird detailliert als kohdrent nachgewiesen.

Der heute iibliche Zugang zur Finanzmathematik in stetiger Zeit wird
mit Hilfe von Methoden der stochastischen Analysis entwickelt. Im zweiten
Teil des vorliegenden Buches werden grundlegende Konzepte, wie etwa die
bedingte Erwartung, Martingale, das stochastische Integral, die It6-Formel,
der Martingal-Darstellungssatz oder der Satz von Girsanov, in Kapitel 6 zu-
néchst im Rahmen endlicher, zeitdiskreter Modelle vorgestellt. Der Vorteil
der Konzentration auf diese Modellklasse besteht darin, dass die wesentlichen
Begriffsbildungen in grofier Allgemeinheit und ohne aufwendigen technischen
Apparat dargestellt werden kénnen.

In Kapitel 7 werden die im vorherigen Kapitel eingefiihrten Konzepte und
Zusammenhiinge der stochastischen Analysis auf die Bewertung von Derivaten
in Binomialbaum-Modellen angewendet. Die Vorgehensweise ist dabei ganz
analog zur Bewertung von Optionen innerhalb der stetigen Finanzmathema-
tik, aber sie lisst sich in den diskreten Modellen mit erheblich geringerem
technischen Aufwand durchfiihren.

Im letzten Kaptitel 8 wird schliefllich eine Einfithrung in die stetige Finanz-
mathematik gegeben. Obwohl die stochastische Analysis hier nicht streng und
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vollsténdig entwickelt wird, sind die vorgestellten Begriffsbildungen dennoch
aus den beiden vorangegangenen Kapiteln vertraut. Als wesentliche Anwen-
dung werden die Black-Scholes-Formeln in diesem stetigen Rahmen hergelei-
tet.

Im Text werden Code-Fragmente fiir die Implementierung von Binomial-
baum-Verfahren und Black-Scholes-Formeln, auch unter Beriicksichtigung von
Dividendenzahlungen, angegeben. Eine vollstéindige Java- Anwendung mit gra-
fischer Oberfliche, von der aus diese Bewertungsverfahren aufgerufen werden,
konnen einschlieBlich aller Quelltexte von der Homepage des Autors herunter-
geladen werden'.
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