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2. Die Newtonsche Mechanik

Die Aufgabe der Mechanik ist es, die Bewegung
materieller Korper quantitativ zu beschreiben und zu
berechnen. Die Losung dieser Aufgabe erfolgt in zwei
Schritten:

Zuerst wird der begriftliche und formale Rahmen
zur quantitativen Beschreibung der Lage- und Form-
ianderung der Korper festgelegt (Kinematik) und dann
ein Schema bereitgestellt, nach dem sich die Bewegun-
gen (wenigstens im Prinzip) berechnen und vorhersa-
gen lassen (Dynamik).

Wir wollen uns zunichst mit der Punktmechanik
befassen. Hierbei werden Situationen behandelt, in
denen Ausdehnung und Forméinderungen der beweg-
ten Korper keine wesentliche Rolle spielen. Dies ist
besonders dann der Fall, wenn die Abmessungen der
Korper klein sind im Vergleich zu ihren gegenseitigen
Abstanden und zu den Wegen, die sie zuriicklegen.
Man denkt sich dann die Ko6rper durch ausdehnungs-
lose Massenpunkte repriasentiert. Ob eine solche Ideali-
sierung moglich und zweckmaBig ist, hingt von den
physikalischen Umstinden und von der Fragestellung
ab. So 148t sich beispielsweise in der Himmelsmechanik
die Erde sehr gut als Massenpunkt behandeln, wih-
rend Geographie und Geophysik natiirlich fiir eine
punktférmige Erde ginzlich ohne Inhalt wiren.

Die Mechanik ausgedehnter Korper wird uns spiter
beschiftigen, wenn wir Theorien des starren Korpers
und der verformbaren Kontinua darstellen. Es wird
sich zeigen, dal} in gewisser Weise ausgedehnte Syste-
me auf Systeme mit vielen Massenpunkten formal
zuriickfihrbar sind.

2.1 Zeit und Raum
in der Klassischen Mechanik

Zur quantitativen Beschreibung der Bewegung von
Massenpunkten bendtigen wir mathematische Mo-
delle fiir Raum und Zeit.

Die Zeit wird als Menge aller ,,Zeitpunkte** durch
die Menge R der reellen Zahlen beschrieben. Die
Menge R ist eine geordnete Menge ; dem entspricht die
Ordnung der Zeitpunkte nach Vorher und Nachher,
Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft. In der klas-
sischen Mechanik denkt man sich die Zeit als univer-
sell: Jedem ,,Punktereignis®, also jedem Ereignis von
vernachlissigbar kurzer Zeitdauer, 148t sich eindeutig
ein Zeitpunkt in R zuordnen, und die Zeitpunkte
verschiedener Punktereignisse lassen sich ohne Ein-
schrinkung miteinander vergleichen.

Physikalisch meB3bar gemacht und realisiert wird
die Zeitskala (wenigstens im Prinzip) durch ein Sy-
stem gleichmifBig laufender Normaluhren, die mit-
einander synchronisiert sind. Die Synchronisation
von Uhren ist im Rahmen der Klassischen Mechanik
unproblematisch. Sie kann etwa durch Transport ei-
ner Eichuhr und deren Vergleich mit anderen Uhren
geschehen. Eine Problematisierung und Abédnderung
dieses so einleuchtenden und in der unseren Sinnen
direkt zugénglichen Welt so wohl bewihrten Kon-
zeptes der Zeit wird erst in der Relativitétstheorie
(siehe Kap. 15) nétig.

Wir benétigen auch ein mathematisches Modell des
Raumes, in dem sich Massenpunkte bewegen. Die
., Punkte des Raumes bilden die Gesamtheit der
moglichen Lagen eines Massenpunktes. Es liegt fiir
uns nahe - und eine Fiille von Erfahrungen hat zu
dieser Wahl gefiihrt — die mathematische Struktur des
recllen dreidimensionalen affinen Raumes' E* als Mo-
dell fur den physikalischen Raum in der klassischen
Mechanik zu benutzen. Diese Struktur ist aus der
Mathematik bekannt (siche z.B. [2.1, 2]).

Man geht dabei von zwei verschiedenen Mengen
von Grundobjekten aus. Zunichst ist eine Menge A
gegeben, deren Elemente Punkte heilen und fiir die
moglichen Lagen der Punktteilchen stehen sollen.
Neben diesen Punkten betrachten wir einen reellen
dreidimensionalen Vektorraum® V> mit den Vektoren

X, ...

' Affiner Raum affinis, (lat.) angrenzend, verwandt. Affine Trans-
formationen (,, Verwandtschaftstransformationen‘) sind diejeni-
gen Transformationen, die sich durch Verschiebungen, Drehun-
gen und Verzerrungen erzeugen lassen. Sie bilden eine Gruppe
und sind identisch mit der Menge aller umkehrbar-eindeutigen,
linear-inhomogenen Transformationen der Koordinaten. Der
affine Raum ist dadurch gekennzeichnet, daB} seine Struktur
unter der Gruppe der affinen Transformationen erhalten bleibt.
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4 2. Die Newtonsche Mechanik

Dabei gelte:

a) Jedem geordneten Punktepaar (P, Q) ist ein Vektor
x aus V'? zugeordnet, den man mit P bezeichnet.

b) Umgekehrt gibt es zu jedem Punkt P und zu jedem
Vektor x aus V3 einen eindeutig bestimmten Punkt
Q, so daB PJ =x ist. ,,Von P aus liBt sich jeder
Vektor x abtragen®.

¢) Fiir je drei Punkte P, Q, R gilt

PJ +QR =PK . (2.1.1)

Eine Punktmenge mit einer solchen Struktur heil3t
ein reeller dreidimensionaler affiner Raum.

Man zeigt leicht:

PP=0 und PJ=-QF. (2.1.2)

Die Wahl von E? spiegelt unter anderem folgende Tatsachen wider.

— Der Raum ist homogen, d.h. es ist kein Raumpunkt vor den
anderen ausgezeichnet. (Ein Vektorraum ¥ besitzt hingegen ein
ausgezeichnetes Element, namlich den Nullvektor.)

— Der Raum ist isotrop®, d.h. es ist keine Richtung ausgezeichnet.

— Begriffe wie ,,Gerade*, ,,Strecke und ,,Ebene‘* besitzen einen
wohldefinierten Sinn, es gelten fiir sie die Gesetze der Elementar-
geometrie.

Wird ein fester Punkt O als Ursprung oder Bezugs-
punkt ausgezeichnet, so ist jeder Punkt P im affinen
Raum durch den Vektor OP = bestimmt. Der Vektor
r heiBt auch Ortsvektor von P beziiglich des Bezugs-
punktes O.

Wihlt man noch eine Basis (e;), (i=1,2,3) des
Vektorraumes V3, so kann man den Ortsvektor r=0F
darstellen als

(2.1.3)

2 Vektor. (1at.) Neubildung von vehere: (etwas) fahren, also etwa
,, Transportator. Gedacht ist woh! an einen Translationsvektor
oder Geschwindigkeitsvektor. Entscheidend ist die Vorstellung
der Gerichtetheit. Im Gegensatz dazu ist ein Skalar (von lat.
scala: Leiter) eine ungerichtete ZahlgroBe.

In Analogie dazu ist der Begriff ,, Tensor** (von lat. tendere:
spannen) gebildet (vergl. Anhang C). Durch ein Tensorfeld wird
ndmlich der Spannungszustand eines kontinuierlichen Mediums
beschrieben.

3 jsotrop. (von Griechisch ,,gleichwendig*): Gleichwertigkeit aller
Richtungen.

Der Punkt P ist so also auch charakterisierbar durch
das Drei-Tupel von Zahlen (x,, x,, x3). Die x; heillen
Koordinaten beziiglich des affinen Koordinatensystems,
das durch Angabe von Bezugspunkt und Basisvekto-
ren: (O, ey, e,, €3) definiert ist. Wenn man sich dagegen
noch nicht auf eine Basis festlegen will, wohl aber
schon einen Bezugspunkt gewihit hat, spricht man von
einem Bezugssystem.

Dem Begriff eines Koordinatensystems entspricht eine Vorrich-
tung, mit der im Prinzip die quantitative Bestimmung der Lage eines
Massenpunktes wirklich durchgefiihrt werden kann:

Im Punkte O, dem Standort des Beobachters, wird ein starres
Achsengeriist mit angebrachten EinheitsmaBstiben auf den Achsen
aufgestellt, das dem System e, e,, e; von Basisvektoren entspricht.
Die Koordinaten eines Punktes werden durch Parallelprojektion auf
die Achsen bestimmt. In vielen Fillen werden O, e, , e,, €5 zeitunab-
hingig sein, oft ist es auch notig oder zweckmaiBig, zeitlich
verdnderliche Bezugs- bzw. Koordinatensysteme heranzuziehen.

Wichtig ist es, zu erkennen, daf die Koordinaten von
der Basis abhidngen. Seien zwei verschiedene affine
Koordinatensysteme gegeben durch

(03 €,€, e3) und (0 ” ei > eé, eé)

und sei

3
— !
€;= z e, Dy

k=1

(2.1.4)

die Entwicklung der Basisvektoren e; nach der Basis
(e) (k=1,2,3). Seien die Koordinaten eines Punktes P
bezeichnet mit (x;, x,,x3) bzw. (x1,x3,x3), so daB}
also

OF =

i

x;e; bzw.
1 i=1

DM w
3
l

v
=

3
gilt. Dann ist auch, wenn man 0’0 als Z ciey dar-
k=1

stellt,

3

OP=00+0P= Z cren+ Z e.Dyix; . (2.1.5)

k,i=1
Also erhilt man fiir die Koordinaten beziiglich der

verschiedenen Koordinatensysteme die Beziehung

3
X;/(=Ck+ Z Dkix

i=1

(2.1.6)



Eine Basis (e, €,, e;) von V' definiert eine Orientie-
rung des Raumes E*. Die Basis

3
€= Z e Dy;
k=1
heiBt genau dann gleich orientiert, wenn det (D;;) >0
ist, und entgegengesetzt orientiert, wenn det (D,;) <0
ist. Wir denken uns stets eine feste Orientierung

eingefiihrt, die wir positive Orientierung nennen wol-
len (Abb. 2.1.1).

-
€3
Abb. 2.1.1. Ein Orthonormalsystem,
2 das wir positiv orientiert oder rechts-
€, hindig nennen wollen. Der Basisvektor

e, zeigt nach hinten
-
€

Um Léngen- und Winkelmessungen zu ermogli-
chen, fiihrt man im Vektorraum V* ein Skalarprodukt

(x,y)—x-yeR ein, so daB fir x,y,z€ V3, aeR

gilt:
xX-y=y-x, (2.1.7)
x-(y+z)=x-y+x-z, (2.1.8)
x-(ay)=ax-y , (2.1.9)
x-x>20; x-x=0«x=0. (2.1.10)

E3 wird dann auch ,,Euklidischer* affiner Raum‘
genannt.
Hiermit sind dann im E3 definiert:

a) Abstdnde zwischen Punkten P und Q durch
PQ :=|PQ|=)/PQ P .
Es gilt die Dreiecksungleichung

PO<PR+RQ . (2.1.11)

Euklid (um 300 v. Chr.). Der in seinen ,,Elementa* unternom-
mene axiomatische Aufbau der Geometrie, der erst von Hilbert
vervollstindigt wurde, war zwei Jahrtausende lang Vorbild fiir
die exakte Mathematik.
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b) Winkel zwischen Vektoren durch

Xy
[l

cos ¥ (x,y):=

s

c) positiv orientierte Orthonormalbasen e, e,,e; als
positiv orientierte Basen von V> mit e;-e;=4;;,
d) ein vektorielles Produkt (x,y)—xxye V> durch

folgende Eigenschaften

XXy=—yxx (2.1.12)
xx(y+z)=(xxy)+(xxz) (2.1.13)
xx(ay)=oxxy 2.1.14)
e xXe,=e; (2.1.15)

e, Xe3=¢ (2.1.16)
e3X e =e, 2.1.17)

fiir eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Man zeigt leicht, daB3 diese Definition unabhingig
davon ist, von welcher positiv orientierten Orthonor-
malbasis man ausgeht.

i) Die vektoriellen Produkte der Basisvektoren e; kann man auch
in der Form

exe=)Y &ye
k
schreiben.
Das Symbol & ist hierbei wie folgt definiert:
&= 0, wenn irgend zwei Indizes gleich sind
gx= 1, wenn i,j, k eine gerade Permutation von 1,2, 3
&= —1, wenn i, j, k eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist.

Es gelten folgende Identititen:

3
Y Eipbins= 00k~ 050k (2.1.18)
i=1
ax(bxc)y=b(a-¢c)—c(a-b) , (2.1.19)
a-(bxc)=det(a,b,c) . (2.1.20)

ii) Wir betrachten diejenigen affinen Transformationen, welche
die Abstinde zwischen je zwei Punkten unverédndert lassen. In der
Mathematik heiBlen diese auch Bewegungen.

PP, Q—Q’, sodaB PQ=PQ' .
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Fiir die Ortsvektoren bedeutet das mit De;:=Y e, Dy;:
x—Dx+a=x", ’
y—Dy+a=y', und
(y—x}-(y—x)=D(y—x)-D(y—x) , oder
yy—2x-y+x-x=DyDy—-2Dx-Dy+Dx-Dx ,

und daher
x y=Dx-Dy fiiralle x,yelV? .

Insbesondere fiir x=e;, y=e; mit ¢;-¢;=0;;:
3
De;-De;=6;;=) DuDy; .
k=1

Beziiglich einer Orthonormalbasis wird also die Matrix D;; einer
Bewegung eine sogenannte orthogonale Matrix sein miissen, die der
Bedingung

3
Z Dkkaj=5ij
k=1

geniigt.
In Matrizenschreibweise bedeutet dies

D™D=1, wobei (D), =Dy

die transponierte Matrix zu D ist und (1);, =, die Einheitsmatrix,
also die Matrix der identischen Abbildung bezeichnet.

Um Schreibarbeit zu sparen und an Ubersichtlich-
keit der Formeln zu gewinnen, unterdriicken wir bei
der Summation iiber Vektorindizes gelegentlich das
Summenzeichen, schreiben also

3 3
X;€; statt Z X;€; , X;)i statt Z XiVi

i=1 i=1

oder

e;Xe;=¢ e statt e, xe;=) &, .
k

Wir schlieBen uns damit der Einsteinschen® Summen-
konvention an: iiber doppelt auftretende Vektorindizes
ist stets zu summieren. Die Stellung der Indizes (x' oder
x;) ist belanglos, solange nur Orthonormalbasen be-
nutzt werden.

5 Einstein, Albert (x1879 Ulm, +1955 Princeton). Seine Leistungen
sind allgemein bekannt:
1905: Spezielle Relativitiatstheorie, Theorie der Brownschen
Bewegung, Photoeffekt (Lichtquanten)
1915: Allgemeine Relativitatstheorie

Nach Vorgabe eines affinen Koordinatensystems
(0, ey, e,, e;) kann so zu jeder Zeit die Lage eines jeden
Massenpunktes durch Angabe des Ortsvektors r(f)
=x;(t)e; charakterisiert werden. Wir wollen im folgen-
den immer, wenn nichts anderes erwihnt wird, ein
kartesisches Koordinatensystem wéhlen, so daB also
e;-e; =0 ist.

Nun beschreibt mit fortschreitender Zeit der Ort des
Massenpunktes r(z) eine sogenannte Bahnkurve im E3,
also eine Abbildung IR — E£°. Wiihlt man zu jeder Zeit
das gleiche K oordinatensystem, so ist die Zeitentwick-
lung vollstindig durch die Funktion x;(z) gegeben.

Wir fordern nun, daB die x;(¢) mindestens zweimal
nach der Zeit differenzierbar sind. Dann nennt man

F(1f) =% r(t)=v(r) die Geschwindigkeit(-skurve),

(D) =% v(t)=a(t) die Beschleunigung(-skurve)

des Massenpunktes. Die mathematische Bildung des
Differentialquotienten entspricht dabei genau dem
physikalischen Verfahren zur Messung von Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen. Zu bemerken ist,
daB, im Gegensatz zum Ortsvektor, Geschwindigkeits-
vektor und Beschleunigungsvektor nicht von der Wahl
des Ursprungs (Bezugspunktes) abhingen.

Als erstes Beispiel sei die Bahnkurve eines gerad-
linig-gleichformig sich bewegendes Massenpunktes be-
trachtet. Sie ist gegeben durch die Abbildung

r(t)=ro+ vyt (2.1.21)

mit konstanten Vektoren ry, vy. Hier gilt dann

v(=v, , a(t)=0. (2.1.22)
Der Graph der Bahnkurve wird durch eine Gerade
dargestellt. Die Geschwindigkeit des Massenpunktes
ist konstant sowohl dem Betrage wie der Richtung
nach.

2.2 Die Newtonschen Gesetze

Im 17. Jahrhundert kam eine neue Sicht iber die
Bewegung materieller Korper zur Klarung und zum
Durchbruch. Einen vorldufigen Endpunkt dieser Ent-
wicklung, zu der die hervorragendsten Gelehrten jener



Zeit beigetragen haben, setzte I. Newton®. In seinem
1687 veroffentlichten Werk ,,Principia‘ sind seine drei
Epoche machenden Gesetze formuliert, die den An-
fang des wissenschaftlichen Zeitalters bedeuten. Die
entscheidende Erkenntnis Newtons war, daBB nicht
die geradlinig-gleichférmige Bewegung, sondern nur
die Abweichung der Bewegung von dieser geradlinig-
gleichformigen Art einer Erkliarung bedarf. Eine solche
Abweichung, verursacht durch Einflisse aus der Um-
gebung, fithrt er auf Krdfte zuriick, die materielle
Korper aufeinander ausiiben. Die Form dieser Krifte,
z.B. ihre Abhangigkeit vom Abstand der materiellen
Korper, ist zu postulieren.

So sagt das erste Newtonsche Gesetz, daB ein
Korper in Ruhe oder im Zustand der geradlinig-
gleichférmigen Bewegung genau dann bleibt, wenn er
unbeeinfluBt ist, wenn also keine Krifte auf ihn
wirken. In diesem Gesetz wird quasi postuliert: Es gibt
ein , Nullelement* in der Menge der Krifte, der
Einflisse auf einen materiellen Korper. Liegt dieses in
einer physikalischen Situation vor, so liegt auch die
,.Nullklasse* der Bewegung vor. Diese ist Ruhe oder
auch —und das ist das Neue — geradlinig-gleichf6rmige
Bewegung, also a=0. Das erste Newtonsche Gesetz
st auch als Trdgheitsprinzip bekannt und geht auf Gali-
lei® zuriick.

Jede vom Nullelement verschiedene Kraft, jeder
nicht vernachlissigbare EinfluB} fiihrt also zu einer
nicht verschwindenden Beschleunigung und so zu einer
Anderung der Bewegung.

Das erste Newtonsche Gesetz erhilt erst einen
wohlbestimmten Sinn, wenn man angibt, in welchen
Bezugssystemen es gelten soll. Es kann oftensichtlich
nicht in allen Bezugssystemen giiltig sein. Gilt es
namlich in einem System S, so kann es nicht in einem

% Newton, Isaac (x1643 Woolsthorpe, 11727 Kensington). Von
vielen als-der groBte aller Physiker angesehen. Begriinder der
Mechanik und Himmelsmechanik, bahnbrechende Arbeiten
auch iiber Optik.

1686: ,,Philosophiae naturalis principia mathematica*,
deren Grundgedanken er schon in den Jahren 1665-1667 bei
einem Aufenthalt in seinem Heimatort Woolsthorpe entwickelt
hatte, wohin er wegen der Pest geflohen war. Zur Ableitung der
Keplerschen Gesetze aus dem Gravitationsgesetz Entwicklung
der Infinitesimalrechnung. (Sie wurde unabhingig auch von
Leibniz entdeckt, was spéter zu heftigen Priorititsstreitigkeiten
fiihrte.)

1704: ,,Opticks*. Newton war seit 1669 Professor in Cam-
bridge, ab 1696 staatlicher Miinzaufseher und seit 1703 Prasident
der Royal Society.
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relativ beschleunigten System S’ gelten, denn in diesem
erfihrt der Massenpunkt eine Beschleunigung, obwohl
keine Kraft auf ihn wirkt.

Man nennt K oordinatensysteme, in denen das erste
Newtonsche Gesetz gilt, auch Inertialsysteme’. Es ist
keineswegs von vornherein klar, daB ein solches Iner-
tialsystem iiberhaupt existiert. Durch eine zeitabhén-
gige Koordinatentransformation 1aBt sich zwar errei-
chen, daB eine gegebene Bahnkurve r(¢) in eine
geradlinig-gleichférmige iibergeht, aber verlangt wird
ja viel mehr, namlich daB alle Bahnkurven kriftefreier
Massenpunkte geradlinig-gleichformig sind. Es zeigt
sich jedoch: Ein Koordinatensystem, das sich relativ
zum Fixsternhimmel ohne Rotation geradlinig gleich-
formig bewegt, ist in sehr guter Nidherung ein Inertial-
system ; ein Koordinatensystem mit dem Bezugspunkt
auf der Erdoberfliche ist sicher in weniger guter
Niherung ein Inertialsystem, da sich der Bezugspunkt
wegen der Rotation der Erde in beschleunigter Bewe-
gung zur Sonne befindet. Wir werden die Abweichun-
gen dieses Bezugssystems von einem Inertialsystem
noch genauer studieren. Wenn ein System S ein
Inertialsystem ist, so ist auch z.B. jedes relativ zu S
geradlinig-gleichférmig ohne Rotation bewegte System
S’ ein ebenso gutes Inertialsystem. Der Ursprung O’
von S’ bewegt sich dann im System S geradlinig-
gleichformig, wihrend die Achsenrichtungen von S
und S’ zu allen Zeiten libereinstimmen.

Wenn in S die Bahnkurve eines Massenpunktes durch r(¢)

gegeben ist, so hat sie wegen der Absolutheit der Zeit in der
klassischen Mechanik im System S’ die Form

r'()y=r(t)+vot+ry

mit konstanten Vektoren ry, vy. Dabei ist v, die Relativgeschwindig-
keit von S und S’. Die Transformation der Bahnkurve von Snach S’
heiBt Galilei-Transformation®. In der Mechanik gilt das Relativitdts-

7 Inertialsystem (von lat. inertia: Trigheit). Ein Bezugssystem, in

dem der Tragheitssatz gilt.

8 Galilei, Galileo (x 1564 Pisa, T 1642 Arcetri bei Florenz).
Seine bekanntesten Leistungen sind die Entdeckungen der
Gesetze des freien Falls, von denen er durch Extrapolation zu
immer kleinerer Beschleunigung zum Tragheitsgesetz gelangte,
der Bau eines astronomischen Fernrohrs und die mit diesem
gemachten astronomischen Entdeckungen: Jupitermond, Pha-
sen der Venus, Auflésung der MilchstraBe in einzelne Sterne.
Veroffentlichung dieser Ergebnisse 1610: ,,Siderius Nuncius®.
1616: Ermahnung durch das Heilige Officium wegen Eintretens
fiir das Kopernikanische System. 1632: ,,Dialogo*, Dialog iiber
die beiden Hauptsysteme der Welt. Darauf Proze8l und Verurtei-
lung zum Widerruf. 1638: Discorsi, sein physikalisches Haupt-
werk.
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prinzip: Alle Inertialsysteme sind physikalisch gleichwertig, es ist
also nicht moglich, durch mechanische Messungen ein bestimm-
tes Inertialsystem auszuzeichnen. In formaler Sprache bedeutet dies,
dal die Gesetze der klassischen Mechanik invariant unter Galilei-
Transformationen sein miissen. Das Relativititsprinzip gilt iibrigens
nicht nur in der Mechanik, sondern erfahrungsgemif3 allgemein in
der Physik. Allerdings hilt, wie schon erwihnt, die Annahme der
Absolutheit der Zeit einer ganz genauen Priifung nicht mehr stand.
Der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen ist ge-
nau genommen nicht durch eine Galilei-Transformation, sondern
durch eine sogenannte Lorentz-Transformation® zu beschreiben (sie-
he Kap. 15). Es ist jedoch fiir Geschwindigkeiten, die klein gegen
die Lichtgeschwindigkeit sind, die Galilei-Transformation eine ganz
hervorragende Niherung.

Ist so im ersten Newtonschen Gesetz ausgespro-
chen, was es bedeutet, wenn keine Kraft auf ein
Teilchen wirkt, so wird im zweiten Newtonschen
Gesetz erklart, wie die zu postulierenden Krifte die
Beschleunigung des materiellen Korpers beeinflussen.
Die Aussage ist: Wenn man mit K(z) die Kraft zur Zeit
t bezeichnet, dann gilt

ma(t)=K(t) , 2.2.1)
d.h. die Beschleunigung ist zu jeder Zeit der postulier-
ten Kraft proportional. Der Proportionalitatsfaktor m
ist eine Eigenschaft des beeinfluflten materiellen Kor-
pers. Man nennt m auch die trdge Masse des Korpers.

‘Wenn man weil3, da3 die Krifte, die auf verschie-
dene Korper wirken, dem Betrage nach gleich sind,
so konnen iiber die Beschleunigungen der Korper
auch deren Massen bestimmt werden. Wir werden in
Kiirze das dritte Newtonsche Gesetz besprechen, das
die Existenz einer solchen Situation sicherstellt.

Aus |m;a,|=|m,a,| folgt dann namlich

m, lazl
— = 2.2.
m | (2.2.2)

Durch Festlegung einer Normmasse 148t sich dann die
Masse eines jeden materiellen Korpers als Vielfaches
dieser Normmasse bestimmen. Das wirklich Bemer-
kenswerte an Newtons zweitem Gesetz ist die Tat-
sache, daf} sich der gesamte EinfluBl der Umwelt auf
einen Massenpunkt in einer einzigen vektoriellen

®  Lorentz, Hendrik Antoon (x 1853 Arnhem, t 1928 Haarlem).
Besonders hervorgetreten durch seine ,,Elektronentheorie“, eine
elektrodynamische Theorie der Materic mit Anwendung auf die
Elektrodynamik bewegter Kdrper. Arbeiten auch zur Thermo-
dynamik und kinetischen Gastheorie. Seit 1918 Planung des
Projektes zur Trockenlegung der Zuider-See.

Funktion K(7) ausdriicken 148t und daB fiir die
Reaktion auf die Kraft nur die Masse m maBgeblich ist.

Man stellt weiterhin auf der Basis dieses Gesetzes
experimentell fest:

a) Die Masse eines Korpers ist stets positiv und eine
extensive Gréfe!®, d.h. ein Korper, der aus zwei
Korpern der Massen m; und m, zusammengesetzt
ist, hat die Masse m, +m,. (Die Geschwindigkeit
ist z.B. keine extensive GroBe, auch nicht die
Temperatur.)

b) Krifte addieren sich wirklich wie Vektoren (Kréfte-
parallelogramm): Wenn auf einen Massenpunkt
zwel unabhingige Einfliisse einwirken, von dem
einer der Kraft K,, der andere der Kraft K,
entspricht, so ist der resultierende Gesamteinflufl
durch die Vektorsumme K, + K, gegeben.

Hat man im zweiten Newtonschen Gesetz nun
festgelegt, wie die Krifte die Bewegung verdndern, so
bedeutet das, daB man die Bewegung, d.h. die Lage des
Massenpunktes r(f) zu jeder Zeit ¢ aus der Gleichung

mi(t) =K (1) (2.2.3)

berechnen kann, wenn man

a) die Kraftkurve K(z)

b) die Anfangswerte r(0) und ¥(0)=v(0) von Ort und
Geschwindigkeit zu irgendeiner Anfangszeit =1,
etwa =0 kennt.

Im allgemeinen ist aber die Kraftkurve K(7) nicht
direkt bekannt: Die Kraft K(¢), die ein Massenpunkt
zur Zeit t erfahrt, kann im Prinzip von seiner gesamten
Vorgeschichte abhdngen. In der Praxis gelten oft
einfache Kraftgesetze. Die Kraft auf einen Massen-
punkt zur Zeit 7 ist schon durch wenige GroBen, wie
Lage und Geschwindigkeit des Massenpunktes zur
Zeit 1, bestimmt :

K()=F(r(1),7(0),t) .

In diesem Falle lautet das zweite Newtonsche Gesetz:

(2.2.4)

mi(t)=F(r(2), (1), 1) . (2.2.5)

Diese Gleichung heilt Bewegungsgleichung des Mas-
senpunktes. Da in ihr der gewdhnliche Differential-

10 Extensiv (lat.) von extensio: Ausdehnung,



quotient von r(¢) in zweiter Ordnung auftritt, ist sie
eine ,,gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung®.
Die Losung einer solchen Gleichung ist im allgemeinen
eindeutig bestimmt, wenn die Anfangswerte von r(t)
und deren erster Ableitung vorgegeben werden. Die
Losungen der Bewegungsgleichung bilden somit eine
sechsparametrige Schar von Bahnkurven, diese sechs
Parameter sind die Koordinaten von den Anfangswer-
ten r(t,) und v(t;) zu irgendeinem Zeitpunkt f,.

Die Tatsache, daBl man fiir die Berechnung einer
bestimmten Bewegung r(t) und v(t) fir t=1t, vorzu-
geben hat, entspricht auch der physikalischen Erfah-
rung. Die Wurfbahn eines Balles hdngt davon ab, von
wo und mit welcher Anfangsgeschwindigkeit der Ball
geworfen wird.

Besonders haufig und wichtig ist der Fall, daB} die
Kraft auf einen Massenpunkt nur von der momenta-
nen Lage abhéngt. Dann gilt:

K()=F(r(t)) .

In diesem Fall heiBt die Funktion F: E3—V3, die
jedem Raumpunkt die Kraft zuordnet, die ein Massen-
punkt dort erfihrt, ein Krafifeld.

(2.2.6)

Das Kraftfeld F ist nicht mit der Kraft(kurve) K zu verwechseln.
Man erhilt die Kraftkurve K(¢), indem man die Bahnkurve r (/) in
die Kraftfeldfunktion F (r) cinsetzt oder, in mathematischer Spra-
che durch Hintereinanderschaltung der Abbildungen K:r—K (r)
und r:7—¥ (7). Spiter werden wir den Unterschied in der Bezeich-
nung von Kriften und Kraftfeldern fallenlassen.

Das Aufstellen von Bewegungsgleichungen und
deren Behandlung, d.h. das Aufsuchen der Lésungen
und ihre physikalische Interpretation ist ein wesentli-
ches Ziel in der Klassischen Mechanik.

Das zweite Newtonsche Gesetz kann natiirlich aber
auch in umgekehrter Weise benutzt werden. Miflit man
eine Bahnkurve und kennt man nicht die verursachen-
de Kraft, so kann man diese iiber das Gesetz bestim-
men. Newton selbst hat auf diese Weise, wie wir noch
sehen werden, das Gravitationsgesetz erschlossen. Das
Entscheidende aber ist, dafl dann ein und dasselbe
Kraftgesetz fiir die verschiedensten Phinomene ver-
antwortlich ist. Die Gravitationskraft erkldrt die Be-
wegung des Planeten wie das Fallen eines Apfels auf die
Erde. Die Universalitit der Kraftgesetze gibt dem
zweiten Newtonschen Gesetz erst seine Bedeutung.

‘Wir kommen nun zum dritten Newtonschen Geset:z,
das eine Aussage liber die gegenseitige Kraftwir-
kung zwischen den K6rpern macht.

2.3 Einige wichtige Kraftgesetze 9

Ubt ein Korper auf einen zweiten Korper eine
Kraft K»;(¢) aus, so iibt der zweite auf den ersten
eine Kraft K1, (¢) aus, die denselben Betrag aber ent-
gegengesetzte Richtung hat.

Allgemeiner gilt fiir ein System von N Korpern,
wenn K, die Kraft ist, die der k-te K6rper auf den i-ten
Korper ausiibt:

Ky=—K, . (2.2.7)
Man formuliert das Gesetz auch kurz mit dem Satz:

,actio gleich reactio**.

2.3 Einige wichtige Kraftgesetze

Es zeigt sich, daB sehr viele in der Natur auftretende
Krifte auf eine relativ kleine Anzahl verschiedener
Kraftgesetze zuriickfithrbar sind. Wir betrachten hier
wieder Krifte K(t), die nur von r(z), F(¢t) und ¢
abhingen koénnen. Also

K@) =F@r (), F0),1) .

Wir wollen im folgenden einige bedeutende Kraft-
gesetze dieser Art vorstellen und beginnen mit Kraft-
gesetzen der Form

K()=F(r(0),1) ,

also mit Kréften, zu denen ein — eventuell zeitabhédngi-
ges — Kraftfeld existiert.

i) Im einfachsten Fall hingt die Kraft K(z), die auf
den Massenpunkt wirkt, weder von seiner Lage noch
von der Zeit ab:

K(ty=K,=const . 2.3.1)
In diesem Fall nennt man das Kraftfeld homogen und
zeitunabhdngig. In sehr kleinen Raum-Zeitbereichen
ist es oft moglich, Kraftfelder in guter Naherung als
homogen anzusehen. So ist beispielsweise das Schwere-
feld der Erde an der Erdoberfliche fiir rdumliche
Bereiche von der Ausdehnung ~10km und fiir sehr
groBe Zeiten sicher nahezu homogen.

Die allgemeinste Losung der Bewegungsgleichung

mi (1) =K, (2.3.2)
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l1aBt sich durch zweimalige Integration sofort angeben:

r(t)=% Kot> +vpt g . (2.3.3)

Hierbei sind v, und r, die Anfangswerte der Bahn-
kurve, und die Losung #(¢) der Bewegungsgleichung ist
durch ry und v, eindeutig bestimmt. Auch fiir homo-
gene, aber zeitabhidngige Kraftfelder findet man die
allgemeine Losung der Bewegungsgleichung

mi = f (1) (2.3.4)
miihelos:
r(t)=ro+vot+i j dr’ j ar'f (") . (2.3.5)
mp 0

i) Von groBer Bedeutung und schon weniger trivial
ist der Fall, daBl das Kraftfeld F(r,?) linecar von r
abhingt. Als Prototyp betrachten wir das lineare
zeitunabhingige Kraftfeld

F(r)= —Dr (2.3.6)
mit einer Konstanten D. Man spricht in diesem Falle
auch von einem harmonischen Kraftgesetz. Es gilt u.a.
fur die riicktreibende Kraft bei einer aus der Ruhelage
ausgelenkten Feder oder bei einem Pendel, wenn die
Auslenkung jeweils klein genug ist. Die zugehdrige
lineare Bewegungsgleichung, also

mi () + Dr(1)=0 2.3.7)

ist eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten. Ein solcher Typ von Differentialglei-
chungen ergibt sich, wie wir noch in Kap. 6 genauer
sehen werden, allgemein fiir ein mechanisches System,
bei dem die Bahnkurve sich nicht weit von einer
,,Gleichgewichtslage** des Systems entfernt. Die Lo-
sung dieser Gleichungen kann man mit elementaren
Methoden in geschlossener Form angeben. Hierin liegt
die groBe praktische Bedeutung linearer Kraftgesetze.

Kommt noch ein homogenes Kraftfeld hinzu, so
ergibt sich eine Bewegungsgleichung

mit(t)+Dr(t)=f(1) , (2.3.8)
die ebenfalls geschlossen 10sbar ist. Gleichungen von
diesem Typ erschlieBen den neuen bedeutsamen Pha-

nomenbereich der erzwungenen Schwingungen und
Resonanzerscheinungen (Kap. 6).

i) Gravitationskrifte sind von Newton als einheit-
liches Phdnomen erkannt und formal beschrieben
worden. Er war es, der erkannte, daf} alle Korper allein
schon wegen ihrer Massen Kréfte aufeinander aus-
iiben. Seine fiir uns einfache Theorie beschreibt die
Gravitationswechselwirkungen mit solcher Genauig-
keit, dal3 erst sehr viel spéter ganz geringfiigige Abwei-
chungen von ihren Vorhersagen sichergestellt und erst
in diesem Jahrhundert durch die allgemeine Relativi-
tatstheorie Einsteins erkldrt werden konnten.

Eine erste allgemeine Figenschaft der Kraft K, (¢),
die von anderen Massen auf ein Punktteilchen der
(trdgen) Masse m ausgelibt wird, ist, dal3 sie proportio-
nal zur trigen Masse m ist:

K. .(1)=mG(r) . (2.3.9)
Dies ist eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft der
Gravitationskriifte, denn es wire zunéchst zu erwarten
gewesen, dal3 die Schwerkrifte, die auf ein Punktteil-
chen wirken, von einer neuen Eigenschaft dieses
Teilchens abhingen, die man ,,schwere Masse* nennen

konnte. Der soeben beschriebene, sehr tief liegende

und experimentell genauestens bestitigte Sachverhalt
wird allgemein als das Prinzip der Gleichheit von
schwerer und triger Masse bezeichnet. Die allgemeine
Relativitiatstheorie nimmt ihn zum Ausgangspunkt,
wihrend er in der Newtonschen Gravitationstheorie
ohne Erkldarung zur Kenntnis genommen wird.

In der Bewegungsgleichung des Punktteilchens

mit(ty=mG(t) (2.3.10)
hebt sich somit die Masse m heraus.

Wenn nun, etwa wegen der Kleinheit von m, eine
Riickwirkung auf die viel groBeren Massen, welche die
Kraft K., () hervorrufen, vernachlissigt werden kann,
dann sind die méglichen Bahnkurven unabhingig von
m. Man nennt die von den viel gréBeren Massen
hervorgerufene, auf das Punktteilchen der relativ
kleinen Masse m wirkende Kraft auch eine dufere
Gravitationskraft, wobei das Wort |, duBere** andeutet,
daBl man eben die Kraft, die das Punktteilchen auf die
anderen, groferen Massen ausiibt, vernachlissigen
will. Unter dem EinfluB einer duBleren Gravitations-
kraft ist die Bewegung eines Massenpunktes also
unabhingig von seiner Masse.



Fiir die Schwerkraft an der Erdoberfliche, d.h. fiir
die Anziehungskraft der Erde auf Objckte auf der
Erde, die als duBere Gravitationskraft iiber nicht zu
groBe Raumgebiete homogen ist, gilt dann

mit(ty=mg . (2.3.11)
Man erhilt niherungsweise fiir |g| den Wert
g=9,81 m s~ 2, mit einer Schwankung von 0,5 % tiber
die Erdoberfliche.

Das Herausfallen der Masse aus dieser Gleichung
bedeutet, dal} alle Massen gleich schnell auf die Erde
fallen.

Nach diesen allgemeineren Aussagen {iber die Gra-
vitationskraft soll nun der Ausdruck fiir G(7) prézisiert
werden.

Nach der Newtonschen Theorie gibt es zu Gravita-
tionskriften immer ein Kraftfeld, und alle Gravita-
tionskrifte lassen sich auf ein einziges einfaches Kraft-
gesetz zurickfithren, das die Gravitationskraft zwi-
schen zwei Massen bestimmt:

Zwei Massenpunkte, die sich an den Orten P, bzw.
P, befinden, zichen sich gegenseitig an. Die Kraft, die
dabei von dem Massenpunkt der Masse M, am Orte P,
auf den Massenpunkt der Masse M, am Orte P,
ausgeiibt wird, ist (Abb. 2.3.1)

MM,

L mit r=P P, ,

K,,=y

(2.3.12)
y=6,67x10 M m?*kgts 2.

Dabei ist 7 eine fundamentale Naturkonstante, auch
Gravitationskonstante genannt. Die Gleichheit von
schwerer und tridger Masse ist in dieser Form des
Kraftgesetzes enthalten. Offensichtlich gilt bei diesem
Gesetz:

—
12

Ky~ P P

Py

Abb. 2.3.1. Die Richtung der Kraft K,,, die vom Massenpunkt am
Orte P, aufeinen Massenpunkt am Orte P, ausgeiibt wird. Die Kraft
ist anziehend

2.3 Einige wichtige Kraftgesetze 1

a) |K12|~1/"2 s
b) Ki,| PP, .

¢) K,=—K,; (actio=reactio).

Newton wurde auf folgende Weise auf dieses Gesetz gefiihrt. Er
kannte das dritte Keplersche Gesetz, namlich, daB die Kuben der
Bahnradien den Quadraten der Umlaufzeiten proportional sind:

r3/T? =const.
Bei einer Kreisbahn gilt fiir die Frequenz w=2n/T, und daher

rPw?=const oder rw?=const-1/* .

Bei einer Kreisbahn ist, wenn die e, , e,-Ebene die Ebene des Kreises
ist:
r(t)=re,coswt+re;sinwt , und so

P=—o?r, also |a=?r .

Ein Punkt auf der Kreisbahn erfahrt also stindig eine Beschleuni-
gung in Richtung des Zentrums. Diese Beschleunigung muf8 durch
die Massenanziehung bewirkt werden. Also ist, da experimentell
? - r=const - r~ 2 gilt, diese Anziehung proportional zu 1/r*.
Natiirlich ist diese Argumentation von Newton nur eine intuitive
ErschlieBung der Abhingigkeit der Kraft vom Abstand der Massen.
Das sicht man schon daran, daB dieses Argument Kreisbahnen fiir
die Planeten voraussetzt. Dall das Newtonsche Anziehungsgesetz
erfolgreich die Anzichung von Massen beschreibt, zeigt sich darin,
daB aus diesem einen Gesetz u.a. alle drei Keplerschen Gesetze
ableitbar sind und die Erdbeschleunigung g bestimmbar ist.

Im Bezugssystem eines Massenpunktes auf einer
Kreisbahn, also in einem Nichtinertialsystem wird die
Anziehungskraft gerade durch eine Zentrifugalkraft
mro® kompensiert, so daB in diesem System der
Massenpunkt keine resultierende Kraft erfihrt. Zen-
trifugalkréfte sind, wie die auch noch zu studierenden
Coriolis-Krifte, keine Krifte, die von anderen Massen
herrithren, sie treten immer nur in Nichtinertialsyste-
men auf. Im Nichtinertialsystem des Massenpunktes
auf der Kreisbahn gilt also das Newtonsche Gesetz
nicht, da in ihm der Massenpunkt in Ruhe bleibt,
obwohl eine Gravitationskraft auf ithn einwirkt. Das
kann man so interpretieren, daf der Gravitationskraft
eine gleich groBe Kraft entgegenwirkt, eben die Zentri-
fugalkraft. Diese so konstruierte Kraft ist aber hier im
Rahmen der Klassischen Mechanik eine Kraft anderer
Art, eben eine Scheinkraft, die man zum Verschwinden
bringen kann, wenn man nur ein Inertialsystem als
Bezugssystem wihlt. Scheinkrifte ergeben sich also
durch Ubergang zum Nichtinertialsystem, sie konnen
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daher nie universellen Charakter haben wie die Kréfte,
die von Korpern auf andere Korper ausgeiibt werden.
Letziere sind aufzdhlbar, sie sind je nach physikali-
schem Problem in einem Inertialsystem wirksam und
in die Bewegungsgleichung aufzunehmen. Scheinkraf-
te sind je nach der Abweichung von einem Inertial-
system von komplizierter Art. Eine Formulierung der
Newtonschen Gesetze in einem beliebigen Nichtiner-
tialsystem wiirde voraussetzen, dal3 man diese Schein-
krifte klassifizieren kénnte und sie nach der Nichtiner-
tialitit des Bezugssystems einsetzte. Das impliziert
aber, dall man ein Inertialsystem kennt und somit ist
man wieder auf das Newtonsche Konzept zuriickge-
fiihrt, ndmlich in einem Inertialsystem die Bewegungs-
gleichung zu formulieren und nur Krifte zuzulassen,
die von Kérpern auf andere Korper wirken.

iv) Auch geschwindigkeitsabhingige Kraftgesetze
spielen in der Physik eine Rolle. Ein fundamentales
Gesetz ist das folgende, dasin Situationen gilt, in denen
Teilchen eine elektrische Ladung e tragen. Befindet
sich solch ein Teilchen in einem elektrischen Feld
E(r, 1) und einem magnetischen Induktionsfeld B(r, 1),
so wirkt auf das Teilchen die Kraft

K (r,r,0)=e[E(r,t)+7xB(r,1)] . (2.3.13)
K, nennt man auch die Lorentz-Kraft. Diese Kraft
hingt also auch noch von der Geschwindigkeit des
Massenpunktes ab, siec kann sogar zusétzlich explizit
von der Zeit abhingen, wenn E und B dieses tun. Die
Lorentz-Kraft ist also die Kraft auf ein Teilchen mit
einer elektrischen Ladung e in einem elektromagneti-
schen Feld. Die Felder E und B sollen hier von anderen
geladenen Teilchen verursacht werden.

v) Die Kraft, die zwei ruhende Ladungen ¢, g,, die
sich am Orte P, bzw. P, befinden, aufeinander aus-
iiben, wird beschrieben durch das Coulomb-Gesetz!!

1 qq
dney v°

K12= r mlt rzpl—ﬁz R
(2.3.14)
4mey=1,1126 x1071°CV Im™1 .

' Coulomb, Charles Auguste de (x 1736 Angouléme, T 1806 Paris).
In den Jahren 1784-1789 entscheidende Abhandlungen iiber
Elektrizitiitslehre und Magnetismus. Die von ihm erfundene
Drehwaage ermdglichte ihm die Entdeckung des Kraftgesetzes
zwischen ruhenden Ladungen.

Dieses Gesetz hat die gleiche Struktur wie das Gravita-
tionsgesetz. Betrachtet man zwei Protonen, so zichen
sich diese an auf Grund der Gravitationskraft, und sie
stoBen sich ab auf Grund der Coulomb-Kraft. Die
Coulomb-Kraft ist dabei ~10°¢ mal stirker als die
Gravitationskraft.

DabB sich elektrische Krifte in der Alltagswelt so
wenig bemerkbar machen, liegt daran, daB3 es sowohl
positive als auch negative Ladungen gibt. Gerade
wegen der Stiarke der elektromagnetischen Krifte
werden sich positive und negative Ladungen nach
Moglichkeit kompensieren. Massen sind andererseits
immer positiv, und Gravitationskrifte kénnen nicht
wie elektrische Krifte abgeschirmt werden. Dies ist der
Grund dafiur, daB sie trotz ihrer relativen Schwiche
leichter zu beobachten sind.

vi) Zum SchluB} sei noch ein weiteres geschwindig-
keitsabhingiges Kraftgesetz angegeben. Auch durch
Reibung kann eine Bewegung beeinfluBBt werden. Man
stellt experimentell fest, daB diese Reibungskraft fir
kleine Geschwindigkeiten proportional der Geschwin-
digkeit und der Bewegungsrichtung entgegengesetzt
1st:

Kp=—xf , x>0 . (2.3.15)

Fiir den freien Fall mit Beriicksichtigung der Reibung
wire so
mi¥ =mg — k¥ (2.3.16)

die Bewegungsgleichung, die es zu 16sen gilt.

2.4 Der Energiesatz fiir einen Massenpunkt
in einem Kraftfeld

2.4.1 Wegintegrale

Wir wollen einen Massenpunkt der Masse m betrach-
ten, der unter dem Einfluf} eines zeitunabhingigen
Kraftfeldes steht. Es sei also

K()=F(r () .
Dann lautet die Bewegungsgleichung

mi(t)=F (r(1)) . (2.4.1)
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Multipliziert man nun diese Gleichung skalar mit #:
mi-F=K(r) ¥ (2.4.2)

und integriert man beide Seiten iiber  von 1, nach #;, so
erhilt man fiir die linke Seite

tjzdr"-'—1mtfdt£(f2)—1mi2
mparr=ym i &g T,
= T(t;)—T(t,) mit

T:% mr? . (24.3)
Fiir die rechte Seite erhilt man das Integral
t
j F(r(1)- —L) (2.4.4)

Dabei ist r(7) in K(r(¢)) eine Losung der Bewegungs-
gleichung. Sei r(t,)=ry, r(t,)=r, und sei C das Stiick
der Bahn zwischen r; und r,, so schreiben wir auch

’sz(r(t)) m dt= rf F(r)-dr . (2.4.5)
1 r, C

Der Ausdruck
rf F(r)-dr=A4,@r,ry; C,F)=A,,(C) (2.4.6)

ri,C

stellt, mathematisch betrachtet, ein Wegintegral dar.
Wir stellen ausdriicklich fest, daB das Wegintegral nur
von dem Stiick der Bahn zwischen r, und r, abhingen
kann und von der Durchlaufrichtung dieses Bahn-
stiicks, nicht aber von der Bahnkurve r(t) zwischen t;
und #,. Ersetzt man namlich die Zeit ¢ durch einen
anderen Parameter t mit = (1), so ist

T Fe oy T g
(1)
(r2) dr(t(r)) dit
= [ Feuen paap
- j Fr()- (’) . (2.4.7)

Zur Charakterisierung eines Wegintegrals mull man
also angeben:

a) Anfangs- und Endpunkt des Weges,
b) den Weg selbst zwischen den Punkten,
¢) den Integranden, d.h. ein Vektorfeld.

Fhe wir auf die physikalische Bedeutung dieses Weg-
integrals 4,,(C) eingehen, miissen wir uns liber einige
Eigenschaften von allgemeinen Wegintegralen iiber
Vektorfelder informieren.

i) Allgemein nennt man ein Vektorfeld F(r,?)
konservativ, wenn das Wegintegral

T Fee.n)- dr_gF(r( Y1) d'(")

r1,C

ds'  (2.4.8)

unabhingig vom Weg C={r(¢)|0<¢’ <o} zwischen
r, und r, ist, also nur noch von ¥(0)=r; und r(o)=r,
abhingt. Man beachte, daB ¢ hier die Rolle eines (oder
mehrerer) Parameter spielt und bei der Integration
entlang des Weges festgehalten wird.

ii) Ein Vektorfeld F(r,t) ist konservativ genau
dann, wenn das Wegintegral {iber einen jeden geschlos-
senen Weg verschwindet.

Das ist offensichtlich, denn seien C; und C, zwei
Wege von r; nach r, (Abb. 2.4.1). Ist F konservativ, so
ist

{ Fedr= | F-dr=— | Fodr, (249
ri,Cy ry,Co r2,—Cz
also ist
F-dr=0 (2.4.10)
Ciu—Cy

Ist umgekehrt jedes Wegintegral tiber einen geschlosse-
nen Weg gleich Null, so betrachte man alle geschlosse-
nen Wege, auf denen r, und r, liegen. Diese beiden
Punkte teilen den Weg in zwei Teile, und die obige
Rechnung ergibt, in umgekehrter Reihenfolge gelesen,
die Aussage, daB das Integral unabhingig vom Weg
1st.

Cq

T Abb. 2.4.1. Zwei Wege von r; nach r,
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iit) Fin Vektorfeld F ist konservativ genau dann,
wenn es ein skalares Feld U(r,t) gibt mit

F=—-VU(r,t)= —grad U(r,t) . 2.4.11)
Der Gradient ist hierbei ein Vektorfeld, definiert durch

oU oU 6U>

’ 6XZ (?X3

2, oU

Lo 412

VU, )= <

wenn x;, X,, x3 die Koordinaten beziiglich einer
Orthonormalbasis sind. (Das Minuszeichen ist Kon-
vention.) U ist dadurch bis auf eine Konstante be-
stimmt.

Beweis
a) Es gebe ein U(r, 1). Wir wollen zeigen, dal3

| F-dr
unabhingig vom Wege ist. Sei C irgendein Weg mit
C={r(c"|0<6'<c},r(0)=r,,r(0)=r, ,

dann st

| Fedr= [ vUGo).0- 07 4

ri1,C

d U(r(a) 1)

= _[U("z)—U('H)] .

Offensichtlich ist das Ergebnis nicht vom Weg C
abhingig.

= —I a'a
(2.4.13)

b) Ist umgekehrt
{ F-dr
unabhingig vom Wege, so definiere man

— | F-dr

r,C

Ur): = (2.4.14)

mit C beliebig und r, beliebig, aber fest. Mit
C={r(e"0<a' <o}, r(0)=ry,r(o)=r,

ist also

U= @)= —| For@) T do . 2415)
und so

L 00r0)=T2.vu= —F (o) T
oder

(F+VU)- d'(:) 0.

Da aber dr(0)/do beliebig ist wegen der Beliebigkeit des
Weges C, so ist

F=-VU.
Wihlt man statt r; einen anderen Punkt r{ als
Anfangswert bei dem Wegintegral, so ist

U=(F-dr=| F-dr+ [ F-dr=U+c .

Andererseits ist
VU=V(U+c)=VU .

U ist durch F so nur bis auf eine Konstante bestimmt.
Man nennt Uein zu F gehdrendes Potentialfeld oder
auch Potential.

iv) Ist F konservativ, so gilt:

VxF=0, (2.4.16)

V x F (sprich Rotation F) ist hierbei ein Vektorfeld, das
wie folgt definiert ist:

F=|-—2-—2 1 "3
v <5x2 0xy” 0x3 Ox; 0x; Ox, 2417
oder auch

(VxF)=¢ Ok (2.4.18)

ijk P
X;
J
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in einem rechtshiandigen Orthonormalsystem. Wenn
F= —-VU, so ist

f=-2Y und

axk
OF,_OF__ U PU _
0x; 0x,  Ox,0x; 0x;0%,

wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen und
damit wirklich

VxF=0.

v) Umgekehrt gilt natiirlich:
Ist Vx F=+0, so ist auch F nicht konservativ und
{s2F - dr nicht unabhingig vom Wege.

vi) Man kann weiter zeigen: Ist
VxF=0

in einem einfach zusammenhingenden Gebiet des E?,
so ist dort auch (vgl. Anhang F)

F=-VU.

2.4.2 Arbeit und Energiesatz

Kehren wir zuriick zu unseren Wegintegralen {iber das
Kraftfeld F (r).

Ist das Kraftfeld ein konservatives Vektorfeld, so
ist also

F(r)=—-VU(r) und

) (2.4.19)
[ F(r)-dr=U(r)~U(r) ,
und somit ist
T(t)+ U(r (1)) =T(t,)+ U(r (1,)) . (2.4.20)
Das bedeutet, daB die GroBe
E=Lmi (1) + U(r (1)) (2.4.21)

eine zeitliche Konstante ist, wenn die Bahnkurve r(7)
Losung der Bewegungsgleichung ist. Man nennt £ die
Energie, T die kinetische Energie'®, U(r) die potentielle
Energie'? des Teilchens am Orte r.

Die Energie eines Punktteilchens ist so im Rahmen
der Newtonschen Mechanik im Falle eines konservati-
ven Kraftfeldes eine erhaltene GroBe; wihrend der
Bewegung dieses Punktteilchens wird weder Energie
abgegeben noch aufgenommen. Den festen Wert dieser
GroéBe kann man z. B. fiir =0 aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmen: E=1%m#*(0)+ U(r(0)).

Allgemein nennt man — auch fiir nichtkonservative
Krifte — das Integral

A= rj F-dr

ry,.C

die von der Kraft am Punktteilchen lings der Bahn C
zwischen r; und r, geleistete Arbeit. Bei einer konser-
vativen Kraft ist 4 gleich dem Negativen der Ande-
rung der potentiellen Energie des Punktteilchens.

Fir die Lorentz-Kraft K (£)=e[E(r(2))+r(t)x B(r(1))] ist
K (1)-#(t)=er(1)- E(r(1)). Das Magnetfeld leistet also niemals
Arbeit. Wenn das Feld E (r) konservativ ist, ldBt sich auch die von der
Lorentz-Kraft geleistete Arbeit als Differenz der potentiellen Ener-
gien ausdriicken.

Beispiele

i) Das homogene Kraftfeld ist konservativ. Das
Potential zu

F=A4 st U= —A-r+const .

Das ist klar, da

0

0 0
V(A-r)—(EA-r,EA-r,EA-O

=(4;, A, A)=A4 st . (2.4.22)

Mit A=mg ist so U= —mg-r, und wenn man die

12 Energie (griech.) Tatkraft, Wirksamkeit; urspriinglich philoso-
phischer Begriff, bei Aristoteles synonym mit Entelechie, spiter
als physikalischer Terminus: innewohnende Arbeit, Fihigkeit,
Arbeit zu verrichten.

Kinetische Energie: Bewegungsenergie, von griech. kinein:
bewegen. Potentielle Energie: etwa ,,Energie der Moglichkeit*
von lat. potentia: Macht, Mdglichkeit. Ein héher gelegenes
Gewicht hat im Vergleich zu einem tiefer gelegenen die groBere
Moglichkeit, Arbeit zu verrichten.
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z-Achse in —g-Richtung legt, ist so

U=+mgz . (2.4.23)
ii) Ist F(r)=f(r)r/r, r=|r|, so ist
Ur)=— ;" f(rYdr'=U(r), d.h.
ro (2.4.24)
U=-f),
denn so ist
-VU(r)= —%-Vrzf(r)Vr . (2.4.25)

Es ist aber Vr=r/r.
Insbesondere sind so Gravitationskraft und harmo-
nische Kraft konservativ mit den Potentialfeldern

U= —M (2.4.26)
fiir die Gravitationskraft und

U(r) =§ r? (2.4.27)
fur die harmonische Kraft F (r)= — Dr.

Ein Kraftfeld der Form

Fy=[fyr/r (2.4.28)

heiBt rotationssymmetrisches Zentralkraftfeld. Allgemein nennt man
ein Kraftfeld, bei dem die Kraft stets in der Verbindungslinie mit
einem Zentrum O liegt, ein Zentralkrafifeld. Ein allgemeines Zen-
tralkraftfeld hat also die Gestalt

F@)y=f@)r/r (2.4.29)
Fiir rotationssymmetrische Zentralkraftfelder, die, wie wir gesehen
haben, stets konservativ sind, hiangt der Betrag der Kraft nur vom
Abstand r vom Zentrum ab. Man iiberlegt sich leicht, daB nicht
rotationssymmetrische Zentralkraftfelder nicht konservativ sein
konnen, da sich in diesem Fall sofort ein geschlossener Weg angeben
14Bt, langs dessen das Arbeitsintegral nicht verschwindet.

iii) Ein nichtkonservatives Feld wére

F=(y,—x,0) mit r=(x,y,2). (2.4.30)

Es ist (Vx F)=(0,0, —2), das Vektorfeld ist nicht
rotationsfrei.

Abb. 2.4.2. Ein nicht rota-
/ \ tionsfreies Vektorfeld

N |

9B

Zeichnet man an einigen Punkten den zugehdrigen
Vektor F ein, ergibt sich Abb. 2.4.2.
Man sieht unmittelbar, dal3

B
fF-dr
4

abhingig vom Wege ist, da beim rechten Halbkreis F
meistens parallel zu dr, auf dem linken Halbkreis F
meistens antiparallel zu dr ist.

iv) Fir eindimensionale Bewegungen ist F(x)
immer konservativ, man kann immer ein U(x) an-
geben, mit

F(x)=(—d/dx)U{(x) , (2.4.31)

namlich die Stammfunktion von — F(x). Dann gilt

1mi*+U(x)=E=const , und so (2.4.32)
i=1)/(2/m)[E-U(x(1))] oder (2.4.33)
i xdt’
io 1/(2Im) [E—U(x(t')]
| Vamieven 1T
(2.4.34)

wobel xo=x(ty), x=x() sei.

Die Bewegungsgleichung ist also sofort ldsbar,
indem man ausnutzt, daB E eine erhaltene GroBe ist.
Man erhilt so als Losung

x=x(t; E, xo) .

Die beiden Parameter E, x,, die die Losung charakte-
risieren, stehen fiir die beiden Anfangsbedingungen
x(0)=xy, X(0)=vy. Der Zusammenhang zwischen
E und v, ergibt sich aus

o=/ CIm) [E=Ux)]

(2.4.35)



Ulx)

Abb. 2.4.3. Ein Beispiel einer Potentialfunktion fiir eine eindimen-
sionale Bewegung mit den erlaubten Aufenthaltsbereichen fiir
verschiedene Energien

Da die kinetische Energie T nie negativ ist, gilt
E=T+U>U, die Gesamtenergie ist also nie kleiner
als die potentielle Energie, und Gleichheit kann nur
gelten, wenn Xx=0. Wenn man die Funktion U(x)
auftragt, so kann man die Bereiche, in denen sich bei
gegebener Energic E das Teilchen aufhalten kann,
sofort ablesen (Abb. 2.4.3).

Man erkennt insbesondere : Wenn x, ein Minimum
von Uistund Ey = U(x,) + |¢| etwas groBer als U(xo), so
bleibt die Bahnkurve stets in der Nihe der Ruhelage
Xo. Wenn andererseits x; ein Maximum von U ist, so
wird sich bei einer kleinen Anderung der Energie U(x,)
zu E; = U(x,)+¢ die Bahn weit von x; entfernen.

Minima des Potentials entsprechen stabilen Gleich-
gewichtslagen, Maxima labilen Gleichgewichtslagen.
Diese Uberlegung gilt sinngemi auch fiir mehr-
dimensionale Bewegungen. Eine Gleichgewichtslage
ist genau dann stabil, wenn sie zu einem Minimum des
Potentials gehort.

2.5 Mehrere Punktteilchen
in Wechselwirkung

Im vorigen Kapitel hatten wir nur einen Massenpunkt
betrachtet, die Bewegungsgleichung fiir diesen studiert
und die Energie als erhaltene GréBe diskutiert.

Betrachten wir nun N Massenpunkte, so miissen wir
analog verfahren. Die Bewegungsgleichung fiir den i-
ten Massenpunkt lautet dann:

mi ()=K,@t) , i=1,...,N, 2.5.1)

wobei m; die Masse des i-ten Teilchens ist und K;(¢) die
Kraft ist, die auf das Teilchen i wirkt.
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Sei diese Kraft auf dem i-ten Massenpunkt von der
Form

K.(t)=F.Ar (0),...,ry(1)) , (2.5.2)
dann stellen die Bewegungsgleichungen
mE ()= Fo(ry (1), 1y (1) (2.5.3)

ein System von 3N Differentialgleichungen dar; als
Anfangsbedingungen wiren z. B. ;(0) und #;(0) vorzu-
geben. Das sind 6 N Anfangsbedingungen, durch wel-
che eine Losung der Bewegungsgleichung eindeutig
bestimmt ist.

Multiplikation mit #; und Summation {iber i von 1
bis N ergibt so, nach einer Integration von ¢, nach #,:

11 N " N
e 3= e 3 F, (1, .oy (0)- T80
o =1 P
oder auch
T(t)~ T(t) = fdt Y F,(r, (r),...,rN(r))-dt}Et)
2 i1
mit (2.5.4)
1y,
TW=5 Y, msi(0) . (2.5.5)
i=1

T(¢) nennt man die kinetische Energie des Systems von
N Punktteiichen. Interessant wire nun, wenn auch in
diesem allgemeinen N-Teilchen-Fall die Kréfte aus
einem einzigen Potential ableitbar wéren.

Um diese Moglichkeit diskutieren zu kdnnen, be-
trachten wir den 3 N-dimensionalen Vektorraum aller
3N Vektorkoordinaten

Z=V3®..® V* (N mal)
Z={z=(r,...,ry)|r,e V?} .

(2.5.6)

Die Lagen aller N Teilchen konnen dann also
durch Punkte in Z beschricben werden, indem
man die Ortsvektoren r,,...,ry zu einem Vektor
z=(r(,...,ry) aus Z zusammenfaBt.

Dieser Raum Z=V3" der méglichen Lagen
des N-Teilchensystems heillt Konfigurationsraum des
Systems.
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Auf Z definieren wir ein Skalarprodukt wie folgt:
Wenn z=(ry,...,ry) und z'=(r{.,. .., ry), dann ist

N
2= rer

i=1

(2.5.7)

Die N Bahnkurven r,(¢) (i=1,..., N) entsprechen dann

einer  Bahnkurve 1—z(0)=( (1),....ry) e Z.
Ebenso fassen wir die Kraftfelder F,(r,...,ry) zu ei-
nem Kraftfeld F: V3¥— V3" zusammen:
F(R)=(F (ry,....rp)yec s Fy(ry,...1y) .
. (2.5.8)
Dann 1st
2 N dr ( ) t
§ 2 Flr@),ery () —5— dt—j F(z(t) - dt
T
Z2
= | Fdz
=1, C
(2.5.9)

In Abschn. 2.4.1 hatten wir einige mathematische
Bemerkungen zu Wegintegralen iiber Vektorfelder
gemacht. Diese waren fiir dreidimensionale Vektor-
rdume formuliert worden, sind aber sofort auf eine
beliebige Dimension zu verallgemeinern.

Ein Kraftfeld K(z) iber den Vektorraum Z heif3t
konservativ, wenn das Wegintegral

z2

| F-dz

-1, C

unabhingig vom Wege Cin Zist, also nur noch von z,
und z, abhingt.

Ebenso folgt:

Ein Kraftfeld F (z) ist konservativ genau dann, wenn
es ein Potentialfeld U(z) gibt, mit

F=-VU dh (2.5.10)

Fo= =V, U(r,,....ry) (2.5.11)
und V; ist einfach der Gradient beziiglich der Variablen
r;; man schreibt oft

0

3 (2.5.12)

Vi__.

Ist das Kraftfeld K konservativ und zeitunabhingig, so
gilt: Die GroBe

E=T®{®)+ U(r,(0),. .., (2.5.13)

ry(1))
ist zeitlich konstant, wenn die Bahnkurve z(7)=
(ri(1),. .., ry(t)) eine Losung der Bewegungsgleichung
ist. E heilt Gesamtenergie des Systems von N Mas-
senpunkten.

Beispiele

1) Wir betrachten zwei Massenpunkte; jeder iibe auf
den anderen eine Kraft aus, deren Betrag nur von
|ry —ry|=|r|=r abhinge, und deren Richtung in der
Verbindungslinie liege (Abb. 2.5.1).

Py

=L
:L<

0 X

Abb. 2.5.1. Die Lage zweier Massenpunkte, deren Wechselwirkung
betrachtet wird

Dann gilt, mit r=r; —¥r,:

=K, (ri, 1) = —f () ; ,

£ ; : (2.5.15)

myi, =K, (ry, )=

DaB K, das Negative von K, ist, wird durch das dritte
Newtonsche Gesetz gefordert.

Behauptung

(K, K,) ist ein konservatives Kraftfeld.

Sei U(r) eine Stammfunktion von f(r), so ist

K;=-V,U(r)= —;; U(|r1 —r2|) . (2.5.16)
Beweis
Es ist

VU= -U@Vir=—f({r)Vir . 2.5.17)



Nun ist mit

ri=(x;, ¥i,2i)

g a4 0

r=l/(x1 =+ (1 =y + (2 2z,

(X1 —X2, Y1 —¥2,21 —22) .

V1r=
.
Vxlrl—rz|=(r1—_ri)=K , (2.5.18)
r ¥

und analog:

Vol — 1| =Vyr= _nor) -; . (2.5.19)
Fir

. MM
ro=y M i v=

Wir erhalten mit diesem Potential die Bewegungsglei-
chungen fiir zwei Massenpunkte, die sich auf Grund
des Newtonschen Gravitationsgesetzes anziehen. U(r)
ist das Gravitationspotentialfeld. Es ist

E=MF} +5 Myi3+ U(|ry —r3)) (2.5.20)

zeitlich konstant.

ii) Wir wollen das Aufstellen von Bewegungsglei-
chungen iben:

Gegeben seien drei Massenpunkte, die wie in
Beispiel (i) miteinander wechselwirken; dann ist
(Abb. 2.5.2)

myiy =K, (ry —r)+Ki3(ry —r3)

myiy =K, (ry — 1)+ Ky3(ry —13) (2.5.21)
m;ity =Kz, (r; —r3) + K (r; —r3) .

K;; ist die Kraft, die von Teilchen j auf Teilchen i

ausgeiibt wird, sie hinge vom Vektor r; —r; ab.
Das dritte Newtonsche Gesetz fordert noch

Kij(ri—r)=—K;(ri—r) . (2.5.22)
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X

Abb. 2.5.2. Die Massenpunkte sowie die Gravitationskrifte, die
diese aufeinander austiben

Soll das 9-dimensionale Kraftfeld
(K12 +Ki3, Ky + K3, K3y + K33)

konservativ sein, so muB} es also ein entsprechendes
Potentialfeld U(r,, r,, r3) geben. Im Falle der gravita-
tiven Anziehung ist

U(ry, 1y, r3)= —7 MM,  MM; MM,
112,13 ]‘—”_rz }l—ﬁ”_’s }I——M_rl
=Y U(ri—n) (2.5.23)

i<j

ein solches Potentialfeld. Man kann ndmlich explizit
nachpriifen, daB aus diesem Potentialfeld U durch
Gradientenbildung die rechten Seiten der Bewegungs-
gleichung entstehen, d.h. z.B.

—ViU=K,(r; —r))+K;3(r; —r3)

M M. MM
=_V—¥("1_"2)—}'—'}—i3(71—73) .
|y —r3|

[r =,
(2.5.24)
Anmerkung

Die Beispiele spiegeln gleichzeitig physikalisch wich-
tige, allgemeine Fille wider, namlich:

Fast immer ist K;(ry,. . ., ry), d.h. die Kraft auf das
i-te Teilchen von folgender Gestalt:

N
Ki(r,....,r0)=K@@)+ ). Ky(ri,n) , (2.525)
=1

J¥i

d.h. auf das i-te Teilchen wirkt eine ,,dufere Kraft K®,
die nur von der Lage des Teilchens r; abhéngt, und es
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wirken Kriéfte K;; von den anderen Teilchen auf das
Teilchen i. Man nennt die Krifte, die von den anderen
Teilchen des Systems auf das Teilchen i ausgeiibt
werden, auch die inneren Krdfte.

Gilt auch noch, daB die Krafte K;; von der Gestalt

r.—r;
K.= 70 e —p 5.
iy Iri—rjiﬁ](lrl r]l) (2526)
sind, und sind auBerdem die duBeren Krifte K kon-

servativ, so ist auch das Kraftfeld K=(K;,...,Ky)
konservativ mit dem Potentialfeld

U(ry,....ry)= Z V(a) (")+ Z Vzk(|"1—"k|)
l<k
(2.5.27)
wobei — V, Stammfunktion zu f; = f; ist. Denn so ist
dann
Ki: ‘—V,U
= —VV ()
ri—re .,
— _ I/l i
iZ’k l"i—"k; k(lr rkD
+z;; |r | li (l"l“"il)
r,—r
= -V, (")_Z u Vallri— "kD
= Jri— |
k#l
(2.5.28)
da Vj;=V};. Damit hat K; die vorgegebene Struktur.

2.6 Der Impuls und die Impulsbilanz

Neben der Bahnkurve, der Geschwindigkeitskurve
und der Energie eines Teilchens ist der Impuls'3
(genauer: die Impulskurve), definiert durch

pi(t): =mi# (1) , (2.6.1)

eine weitere, sehr nlitzliche GroBe bei der Analyse einer
Bewegung.

13 Impuls (lat.) Antrieb, Schwung.

Betrachtet man N-Massenpunkte, so definiert man
den Gesamtimpuls P(r) durch

d N

P:= dt Z mr; . (2.6.2)

i

”MZ

Der Ortsvektor R des Schwerpunktes ist definiert durch

(2.6.3)

Mz

1

(Der Nenner ) m; ist gerade so gewdhlt, daB bei einer
Verschiebung der Ortsvektoren r;: ry—r;+a sich der
Schwerpunkt R um denselben Vektor a verschiebt:
R+ R +a).

Dann ist
P=MR (2.6.4)
mit M:=Y ", m;, der Gesamtmasse des Systems.

P ist also auch der Impuls des Systems von N
Massenpunkten, die man sich dabei im Schwerpunkt
mit der Masse M =Z m; zusammengefalit denkt.

Mit Hilfe der Impulse kann man das zweite New-
tonsche Gesetz auch wie folgt formulieren

p()=Ki(1) ,

d.h. die Kraft, die auf das Teilchen i wirkt, bewirkt eine
Impulsinderung des Teilchens gemiB der obigen
Relation. Diese Form des zweiten Newtonschen
Gesetzes ist sogar allgemeiner und gilt, wie sich
zeigen 1dBt, auch noch, wenn die Masse des Teil-
chens sich wihrend der Bewegung dndert (wie etwa
bei einer Rakete, die den verbrannten Treibstoff
ausstoBt). FaBt man alle Einzelimpulse p;(r) zu einem
Impuls  p(¢): =(p1(¢),...,pn(1)) zusammen, dann
schreibt sich die Newtonsche Bewegungsgleichung

(2.6.5)

P()=K(1) . (2.6.6)

Es ist fiir viele allgemeine Betrachtungen auch niitzlich, die
Vektoren ze " und pe V3 zu einem Vektor (z, p)e V*" zusam-
menzufassen. Der 6 N-dimensionale Raum aller Lagen und Impulse
heit Phasenraum des N-Teilchensystems. Jeder Bahnkurve 1+ z (1)
im Konfigurationsraum ist genau eine Kurve

1 (z(1), p()



im Phasenraum zugeordnet. Die Vorgabe von Anfangswerten z(0).
p(0) entspricht der Angabe eines Phasenraumpunktes, durch den
die Phasenraumkurve zur Zeit 1=0 geht, und durch jeden Punkt
des Phasenraumes lduft genau eine Phasenraumkurve, die zu einer
Losung der Bewegungsgleichung gehort.

Gelten nun die Bewegungsgleichungen in der Form

N

Iji=K§a>+Z K; mit (2.6.7)
et

K;;= —K; , so folgt

N . N

Z ﬁizP: Z Kga) . (2.6.8)

i=1 i=1

Die Anderung des Gesamtimpulses ist also gleich der
Summe der duBeren Krifte. Ist diese Summe gleich
Null, so ist also

P=MR=0 .

Der Gesamtimpuls ist somit eine erhaltene Grofe,
wenn die Summe aller duBeren Krifte verschwindet.
Der Schwerpunkt bewegt sich dann geradlinig-gleich-
formig.

Das gilt natiirlich erst recht, wenn die duBeren
Krifte einzeln verschwinden, wenn also

K®=0

ist fiir i=1,..., N. Man nennt solch ein System auch
abgeschlossen.

Sehen wir von der inneren Bewegung der einzelnen
Massenpunkte ab, so bewegt sich das Gesamtsystem
wie ein freies Teilchen. Greifen duBere Krifte an, so ist
die Beschleunigung des Schwerpunktes durch die
Gesamtmasse M =X m; und die gesamte duBBere Kraft

N
K® = Z Ki(a)

i=1

(2.6.9)

bestimmt. Man kann diese Tatsachen als Ausdruck der
Additivitat der Masse auffassen.
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Beispiele

In dem Zwei-Korper-Problem

. —r
myry = —f(lﬁ —"2|) H ,

) P (2.6.10)
¥, = f(l"l—"zl)m

fehlen duBere Krifte (abgeschlossenes System). Addi-
tion der Gleichungen fiihrt zu

Die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt liefert
die Losung

R(t)=Ry+V,t . (2.6.12)

Der Gesamtimpuls P= MV, ist konstant.

Damit sind drei Differentialgleichungen von den
sechs Bewegungsgleichungen schon gelost. Fiir die
Betrachtung der restlichen drei Gleichungen liegt es
nahe, diese so umzuformen, da3 man eine Differential-
gleichung fiir r=r; —r, erhilt:

. 1 r
Py = —m—lf(r) o

1 (2.6.13)
b=~ f()"
.2 my r’
und so
L. 1 ¥
r—rl—rz—(—’—n-l—nTZ)f(r) -
_Ltinr (2.6.14)
= " r ; .0.
mit
1 1 mym,
u m ny my+m,

Man nennt p auch die reduzierte Masse des Zweiteil-
chensystems. Ist m x&mj,, so ist pm, /2, ist my <m,,
SO ist

m

= A mymy ~™
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So ist beispielsweise die reduzierte Masse des Systems
Erde-Sonne anndhernd gleich der Erdmasse.

Man nennt die Gleichung

, ¥

uir= —f(r) - (2.6.16)
auch die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung.
Die einfache Schwerpunktbewegung ist abgespalten
und wir haben nur noch die kompliziertere Gleichung
fiir den Relativvektor r zu studieren. Diese Gleichung
dhnelt einer physikalischen Situation, in der das Kraft-
zentrum sich unbeweglich im Ursprung befindet und
ein Teilchen mit der Masse y sich unter dem Einflufl
einer Kraft bewegt.

Die Energie

E=3m# +3myis+ U(r) (2.6.17)
1aBt sich auch zerlegen in den Energicanteil der
Schwerpunktbewegung und in den Anteil der Relativ-
bewegung

E=E+E, mit

Esz%MRZ ’ Erel % U(r) (2618)

Beweis
Es gilt:

1 . ;
IMR* =M 777 (mh +myF,)?

2 2
o [ My Ny N B IR UL .. (M mym,
" (2M+ 2M>+'2 <2M+ 2M>+'1 '2< M M )

Diese Zerlegung in zwei Summanden ist also eine
Identitat, sie entspricht dem Vorgehen, statt der Koor-
dinaten r,, r, diec Koordinaten R, r zu betrachten.
Wichtig ist aber, daB in dem Falle, in dem R = const ist,
beide Anteile E, und E,.; getrennt erhalten bleiben.
Ganz allgemein 14Bt sich fiir ein abgeschlossenes
System durch Addition aller Bewegungsgleichungen
und Einfiihrung des Gesamtimpulses P die Betrach-
tung von Schwerpunkt- und Relativbewegung ge-
sondert durchfithren. Fithrt man die Vektoren vom

Schwerpunkt R zu den Orten r; der Teilchen ein durch

ri=R+x;, soist (2.6.19)
N
ri—r=x;—x; und ) mx;=0,
i=1
und stets
1 2
5 Z m; 1 Z mi(R+x,)
Lyl ym d.h (2.6.20)
=52 2 l h. .6.
N
E=T+.Zl Vilri—n)
i<
=E+FE, mit (2.6.21)
=1 MR? , (2.6.22)
,el—— Z mxI+ Y Vii(lx;i—x|) , (2.6.23)
i<j
und die Bewegungsgleichungen lauten nun:
MR=0 , (2.6.24)
N
miii: Z Ku(xl'_xj) 5 (i:l’_ . .,N) . (26.25)
ji=1

JFi

Addiert man die N Bewegungsgleichungen fiir die
Relativkoordinaten, so erhilt man wegen

N
Z KU=0 :

ij=1

me— z K;=0 .

i,j=1

Z m;x;=0 und
(2.6.26)

Die Gleichungen sind also linear abhéngig, und eine
von thnen, etwa digjenige fiir den Vektor xy ist eine
Folge der iibrigen. Durch Abspaltung der Schwer-
punktbewegung wird also ein abgeschlossenes N-Teil-
chensystem effektiv auf ein System mit (N —1) Teil-
chen zuriickgefiihrt.



Anmerkungen

i) Bei einem 2-Korper-Problem erhilt man so z.B.
my %, =K, (x; —x;) .

Es ist aber x; —x, =r und x, =(m,/M)r, und so ergibt
sich wieder ui#=K, (r), wie im Beispiel.

ii) Liegen duBere Krifte vor, so ist eine gesonderte
Betrachtung der Schwerpunktbewegung in der Regel
nicht méglich. Denn es ist ja im allgemeinen

V@)=V R+x)+ V(R + Wilxy,. .., xy)
(2.6.27)

d.h. fiir die potentielle Energie gibt es —im Gegensatz
zur kinetischen Energie — im allgemeinen keine Auf-
spaltung in Schwerpunkt- und Relativanteil, die jeweils
nur Schwerpunkt- und Relativkoordinaten enthalten.
In manchen Fillen sind aber die duBeren Krifte so
schwach von den Orten der Teilchen abhéngig, daB

K®(r)~K™(R) (2.6.28)
gilt. Dies kann niherungsweise angenommen werden,
wenn sich die duBere Kraft in Raumbereichen von der
GroéBenordnung der Relativabstinde der Punktteil-
chen nur wenig dndert. Dann gilt fiir den Schwer-
punktvektor:

Mii:i K®(R)=K®(R) . (2.6.29)

Wir sehen, daB sich ein kleines System von Massen-
punkten, solange man sich nicht fiir seine innere
Bewegung interessiert, zu einem einzigen Massenpunkt
idealisieren 148t. Das Konzept des Massenpunktes
erfahrt so eine nachtrigliche Bestitigung.

AuBere Gravitationskrifte sind ein besonders inter-
essanter Fall wegen ihrer Proportionalitdt zur Masse.
Dann ist nimlich

KP(r)=mG(r)=mGR+x)~mG(R) (2.6.30)
fiir schwach verdnderliche Felder oder wenig ausge-
dehnte Systeme von Massenpunkten. Somit lautet die
gendherte Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt:

MR‘:i K§a>=i mG(R)=MG(R) ,

i=1 i=1
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und fiir die Relativ-Vektoren erhilt man:

mii,-:Ki(xl 4y - - ,xN) . (2631)

Die Schwerpunktbewegung eines wenig ausgedehnten
Systems im duBeren Schwerefeld ist unabhingig von
der Gesamtmasse.

Fiir inhomogene dullere Felder ist die Abspaltung
der Schwerpunktbewegung nicht exakt moéglich. Die
Giite der Ndherung, in der das AuBere Gravitationsfeld
als homogen angesehen werden kann, 148t sich durch
Taylorentwicklung der duBleren Krifte nach x; ab-
schitzen:

N

N
Y K®(R+x)=) mG(R+x)
i=1 i

=1

= MG(R)+ i mix;- VG(R)
i=1

+% i m(x;- V2G(R)Y+ ... .
i=1

2.6.32
Wegen ( )

N
mx;=0
e

1

fillt der zweite Term fort. Abweichungen von der
Homogenitit des dulleren Schwerefeldes, die fiir aus-
gedehnte Korper zu sogenannten Gezeitenkrdften fiih-
ren, machen sich also erst in zweiter Ordnung in der
Ausdehnung bemerkbar. Fiir andere als Schwerkraft-
felder sind hingegen auch Effekte erster Ordnunginder
Inhomogenitit des dufleren Feldes zu erwarten.

iii) Bei einem Stofiprozef; prallen Teilchen aufeinan-
der und tauschen Impulse untereinander aus. Wenn
der Gesamtimpuls vor dem StoBl durch

N
P= Z m;v; (2.6.33)
i=1
und nach dem StoB durch
N
P = Z m;v; (2.6.34)

gegeben ist, so verlangt das Gesetz von der Erhaltung



