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In diesem Kapitel beginnt die eigentliche Vorstellung mathematischer Denkweisen.
Dabei werden keine mathematischen Kenntnisse jenseits des normalen Schulstof-
fes der Mittelstufe vorausgesetzt. Die Beispiele sind aber durchaus anspruchsvoll,
und im Verlauf des Textes wird klar werden, dass die Einfithrung einer formalen
Sprache das Mitdenken erleichtert.

1.1 Modelle, Gleichungen, Prognosen

Man kann die Mathematik zunéchst einmal als eine Verfeinerung der Alltagsspra-
che auffassen, eine Art ,sprachliche Lupe“. Sie dient dazu, beobachtbare Vorgénge
so prézise zu beschreiben, dass es moglich wird, GesetzméBigkeiten zu erkennen
und durch das Losen von Gleichungen Prognosen zu erstellen. Diese Beschreibun-

gen nennt man Modelle.

Die Flugbahn einer Kugel beim Kugelstoflen kénnte man in der Alltagssprache
etwa so beschreiben: ,Erst fliegt sie relativ gerade nach oben, dann flacht sich
die Bahn ab, erreicht die maximal Hohe und fallt dann immer schneller zu Bo-
den.” Erste mathematische Konzepte hat man schon verwendet, wenn man tber
horizontale und vertikale Geschwindigkeiten spricht, um die Beschreibung zu ver-
feinern. Stérker formalisiert kann man sagen, dass die Flugbahn (in sehr guter
Niherung) eine Parabel ist, die durch eine Gleichung der Bauart y = ax? + bz + ¢
beschrieben werden kann. Dabei ist y die Hohe iiber dem Boden, x der Abstand
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2 1 Vom Wesen der Mathematik

vom Kugelstofler und a, b, ¢ sind Zahlen, die von physikalischen Parametern wie
dem Gewicht der Kugel, der Stofirichtung und der Schnellkraft des Sportlers ab-
héngen. Aus dieser Beschreibung lassen sich Vorhersagen gewinnen: Man kann
die Flugbahn verlésslich rekonstruieren. Insbesondere kann man den Aufschlag-
punkt am Boden berechnen, wenn man die physikalischen Parameter kennt. Mehr
noch, wenn man geniigend Messwerte hat, kann man daraus die physikalischen
Parameter und die optimale Stofirichtung bestimmen. Die Moglichkeit, auf eine
Beschreibung (Modell) Rechentechniken (oft Gleichungen) anzuwenden und so
zu Vorhersagen (Prognosen) zu kommen, hebt die Mathematik iiber eine reine
Sprache hinaus.

Kompliziertere Beispiele sind die Bewegungen von Himmelskérpern wie Sonne,
Mond, Sternen und Planeten. Eine rein verbale Beschreibung der beobachtbaren
téglichen Bahnen wiirde zum Beispiel die fundamentalen Unterschiede zwischen
Fixsternen und Planeten nicht offenlegen. Diese treten erst zutage, wenn man die
unterschiedlichen Perioden beobachtet, in denen sich Phdnomene wiederholen. Re-
lativ frith hat man periodisches Verhalten mit Bewegungen auf Kreisen assoziiert,
also ein mathematisches Konzept zur préiziseren Beschreibung eines Phinomens
verwendet. Der Weg von diesen ersten mathematischen Beschreibungen bis zu
den Kepler’schen Gesetzen, nach denen sich die Planeten auf elliptischen Bahnen
um die Sonne bewegen, fiithrt {iber einige Zwischenstufen. Kepler konnte ihn erst
gehen, als er Zugriff auf die Messergebnisse des Astronomen Tycho Brahe hatte.
Diese sind aber Beschreibungen von Beobachtungen durch Zahlen. Daraus hat
Kepler dann Beschreibungen von Beobachtungen durch Gleichungen gemacht. Im
néchsten Schritt konnte Newton erkennen, dass die Flugbahnen von Kanonen-
kugeln und Planeten denselben universellen Gesetzen geniigen. Mit jedem der
beschriebenen Schritte wuchs die Komplexitdt der benutzten mathematischen
Konzepte. Die zunehmend préziseren Beschreibungen oder, anders gesagt, zuneh-
mend besseren Modelle der Himmelsmechanik erlauben auch zunehmend prézisere
Prognosen: Die Vorhersage, dass die Sonne nach 24 Stunden wieder aufgehen wird
ist noch nicht sehr beeindruckend, ganz im Gegensatz zur Vorhersage einer Son-
nenfinsternis.

Mathematische Beschreibungen sollten nicht als Abbilder, sondern als Modelle
realer Situationen betrachtet werden. Man kann den gleichen Vorgang auf ganz
unterschiedliche Weisen modellieren. Je nach Zielsetzung kann man sich auf be-
schreibende Aspekte beschrinken oder aber dynamische und kausale Aspekte
beriicksichtigen. So braucht man beispielsweise nur relativ wenig Mathematik, um
ein vorliegendes Wahlergebnis statistisch so aufzubereiten, dass man es auf einer
Zeitungsseite wiedergeben kann; prazise Hochrechnungen aus relativ wenigen aus-
gezihlten Wahlkreisen zu erstellen, erfordert jedoch sehr viel mehr Modellierungs-
und auch mathematischen Aufwand.
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Der Modellcharakter mathematischer Beschreibungen kann an einem fundamen-
talen Beispiel aus der Physik ndher erlautert werden, vgl. Hawking und Mlodinow
(2010): Anfang des 20. Jahrhunderts hat man festgestellt, dass Newtons Be-
schreibung der Bewegungsgesetze mit den mathematischen Beschreibungen der
Lichtausbreitung nicht vertraglich ist. Albert Einstein entwickelte ein neuarti-
ges Modell, die Relativitditstheorie. Er zeigte auch, dass seine neuen Bewegungs-
gleichungen fiir Bewegungen, die im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit relativ
langsam ablaufen, sehr gut durch die Newton’schen Bewegungsgleichungen an-
gendhert werden. Fiir héhere Geschwindigkeiten verliert das Newton’sche Modell
seine Giiltigkeit, das heifit seine Prognosen werden nachweislich falsch. Man er-
setzt es durch das Einstein’sche Modell, das auch fiir hohe Geschwindigkeiten
verifizierbare Prognosen liefert. Fiir kleine Geschwindigkeiten benutzt man auch
heute noch die Newton’sche Mechanik, da Berechnungen im Einstein’schen Modell
sehr aufwendig und die Fehler bei den Prognosen so klein sind, dass sie nicht ins
Gewicht fallen. Ebenfalls Anfang des 20. Jahrhunderts hat man entdeckt, dass
die Newtonsche Mechanik auch bei der Beschreibung von Vorgéngen in Atomen
falsche Vorhersagen liefert. In Verbindung mit der mathematischen Beschreibung
des Elektromagnetismus sagt sie némlich voraus, dass Atome nicht stabil sein
koénnen, sondern Elektronen in kiirzester Zeit in die Atomkerne stiirzen miissten.
Diese falschen Vorhersagen konnte auch die Relativitdtstheorie nicht korrigieren.
Fiir kleine Skalen verliert also auch die Relativitdtstheorie ihre Giiltigkeit als ma-
thematisches Modell fiir das Verhalten von Teilchen. In diesen Bereichen kann
man ein vollig anderes mathematisches Modell benutzen, die Quantenmechanik
nach Niels Bohr und Werner Heisenberg. Allerdings enthélt die Quantenmecha-
nik keine Modellierung von Gravitation. Das heifit, die Quantenmechanik ist keine
Verallgemeinerung der Newton’schen oder Einstein’schen Theorie, die diese beiden
Theorien ersetzen konnte. Es ist eines der grofien offenen Probleme der Physik,
ein mathematisches Modell zu finden, das sowohl die Quantenmechanik als auch
die allgemeine Relativitatstheorie als Spezialfélle enthélt.

Um zu testen, ob ein mathematisches Modell brauchbar ist, vergleicht man die aus
ihm abgeleiteten Prognosen mit Versuchsergebnissen. Findet man hohe Uberein-
stimmung zwischen Vorhersage und Messung, so ist das Modell gut. Je geringer
die Ubereinstimmung, desto mehr Anlass gibt es, das Modell infrage zu stellen, zu
verbessern oder gegebenenfalls ganz zu verwerfen. Ein prominentes Beispiel fiir ein
mathematische Modell, das ganz verworfen werden musste, weil es falsche Progno-
sen lieferte, ist das Kepler’sche Planetenmodell aus seinem Jugendwerk Mysterium
Cosmographicum von 1596 (Abbildung 1.1).

Es beschreibt das Sonnensystem mit den sechs damals bekannten Planeten Mer-
kur, Venus, Erde, Mars, Jupiter und Saturn. Diese dachte man sich auf Kugel-
schalen angeheftet, die sich in wohlbestimmten Absténden um die Sonne drehen.
Kepler versuchte hier rein spekulativ die Abstandsverhéltnisse durch die Abmes-
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Abb. 1.1 Kepler'sches Planetenmodell

sungen der finf platonischen Korper (siche Abbildung 2.1) zu erkliaren: Es gebe
nach gottlichem Plan genau sechs Planeten und genau fiinf platonische Korper,
die in die Zwischenrdume passten. Spétestens mit der Entdeckung des siebten
Planeten Uranus im Jahr 1781 war das Kepler’sche Modell obsolet. Es hatte den
Realitdtstest nicht bestanden und war falsifiziert worden.

Mathematische Modelle im Bankenwesen, welche die Finanzkrise von 2008 nicht
prognostiziert hatten, haben sich ebenfalls als fehlerhaft erwiesen. Eine wissen-
schaftliche Vorgehensweise verlangt, die Abweichung zwischen Prognose und tat-
sichlicher Entwicklung genau zu studieren und verbesserte Modelle zu entwickeln.
Die Falsifizierbarkeit von Modellen ist ein Vorteil der wissenschaftlichen Methode
gegeniiber anderen Vorgehensweisen.

Ein mathematisches Modell eines komplexen Systems beschreibt in der Regel ge-
setzméfBige Zusammenhénge zwischen verschiedenen Eigenschaften des Systems.
In einer Modellierung des Stromkreises sind zum Beispiel Spannung und Strom-
stirke in einem Stromkreis iiber eine Materialeigenschaft, den Widerstand, gekop-
pelt. Das Ohm’sche Gesetz besagt ndmlich, dass der Quotient

R= T Spannung durch Stromstérke

bei konstanter Temperatur konstant bleibt. Diesen Quotienten nennt man den
Widerstand. Kennt man zwei der Groflen in der Gleichung U = RI, kann man die
dritte berechnen. Hat man eine Batterie mit gegebener Spannung U und kennt
den Widerstand R eines Drahtes, so ldsst sich durch Auflésung der Gleichung
U = RI nach I, das heifit durch I = %, vorhersagen, welcher Strom flieflen wird,
wenn man die beiden Pole der Batterie mit dem Draht verbindet. Die Verwen-
dung von Buchstaben statt konkreter Zahlenwerte erlaubt es uns, alle Rechnungen
dieser Form auf einen Schlag abzuhandeln. Es ist so auch einfacher zu erkennen,
wenn verschiedene Modelle mit identischen Methoden behandelbar sind (siehe
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Beispiele 1.2 und 1.3). Prognose bedeutet fiir den Mathematiker hier, wie in vie-
len anderen Féllen, das Herausrechnen einer unbekannten Grofie aus einer Reihe
von bekannten Gréflen. Da sich viele der Prognoseaufgaben in mathematischen
Modellen so formulieren lassen, wird das Losen von Gleichungen gern als die zen-
trale Problemstellung der Mathematik beschrieben.

Das Losen von Gleichungen ist keineswegs eine automatisch zu bewerkstelligende
Aufgabe. Die meisten Gleichungen lassen sich nicht explizit 16sen, das heif}t, sie
fithren nicht zu der gesuchten konkreten Information. Auch einfachen Gleichungen
ist normalerweise nicht anzusehen, ob sie tiberhaupt eine Losung haben. Man priift
zum Beispiel leicht nach, dass die Gleichung

2?4 y? = 22

in den Unbekannten z,y,2z von z = 3, y = 4 und z = 5 gelost wird. Eine solche
ganzzahlige Losung dieser Gleichung heifit ein pythagoreisches Zahlentripel. Mit
etwas elementarer Geometrie kann man sogar ein Konstruktionsverfahren ange-
ben, das alle pythagoreischen Zahlentripel liefert (Seite 81). Fiir die zunéichst ganz
dhnlich aussehende Gleichung

"ty =2" (1.1)

in den Unbekannten z, y, z mit einer vorgegebenen natiirlichen Zahl n > 2 dagegen
gibt es keine positiven ganzzahligen Losungen. Das war von Pierre de Fermat
(1601-1665) behauptet worden, wurde aber trotz vieler Anldufe erst 1995 von
dem englischen Mathematiker Andrew Wiles (geb. 1953) vollsténdig bewiesen.
Es bedurfte dazu einer Vielzahl von mathematischen Begriffsbildungen, die zu
Zeiten von Fermat noch nicht zur Verfiigung standen und von denen teilweise
noch vor 30 Jahren niemand ahnte, dass sie eine wesentliche Rolle in der Losung
des Fermat’schen Problems spielen wiirden.

Zusammenfassung

Die genannten Beispiele illustrieren, dass die Rolle der Mathematik als sprachli-
che Lupe besonders in der Modellierung zum Tragen kommt. Mit der Fachsprache
der Mathematik lassen sich Phénomene prézise beschreiben. Um aus Modellen
Prognosen abzuleiten, bedarf es diverser Rechentechniken, insbesondere solcher,
mit deren Hilfe Gleichungen gelost werden kénnen. Wahrend die Modellierung
eine Aufgabe ist, die nicht von der Mathematik oder dem Mathematiker allein ge-
leistet werden kann, sondern auf Fachwissen in anderen Disziplinen zuriickgreifen
muss, ist die Entwicklung von Rechentechniken und Begriffsbildungen der zen-
trale Gegenstand der Wissenschaft Mathematik. Losgelost von der Modellierung
beobachteter Phénomene schafft sich die Mathematik eine eigene Begriffswelt und
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Werkzeuge, mit denen man diese Begriffswelt untersuchen kann. Der Versuch, Glei-
chungen zu l6sen, hat viele neue mathematische Entwicklungen in Gang gesetzt,
aber den Begriffen und Techniken, die heute zum Repertoire des Mathematikers
gehoren, ist diese Abstammung oft nicht mehr anzusehen.

1.2 Begriffsbildung

Am Beispiel des Zahlbegriffs erlautert dieser Abschnitt, wie der Versuch, Gleichun-
gen zu losen, auf neue mathematische Begriffe fithren kann. Als Leitprinzip soll
dabei gelten: ,Wenn eine Gleichung nicht 16sbar ist, erweitere das Zahlensystem
so, dass es eine Losung gibt“ Diese Darstellung entspricht nicht der historischen
Entwicklung des Zahlbegriffs. Diese verlief nicht so zielgerichtet und kontinuierlich
entlang eines einheitlichen Leitprinzips und war auch nicht frei von Sackgassen.

Als Ausgangspunkt betrachten wir die natirlichen Zahlen 1,2,3,..., ohne ihre
Existenz weiter zu begriinden.! Durch Abzihlen von Objekten gelangt man intui-
tiv zum Konzept der Addition natiirlicher Zahlen: Zu zwei natiirlichen Zahlen a
und b bildet man die Summe a + b. Stellt man jetzt die Gleichung

r+1=1

auf, so findet man keine natiirliche Zahl x, die sie 16st. Jeder heutige Leser sieht
sofort, dass * = 0 die Gleichung 16sen wiirde, aber die Null wird urspriinglich
nicht zu den natiirlichen Zahlen gezéhlt. Welcher enorme Abstraktionsschritt die
Erfindung der Null ist, ldsst sich erahnen, wenn man bedenkt, dass man viele
Jahrhunderte mit den natiirlichen Zahlen gerechnet hat, ohne die Null zu kennen.
Dann fithrte man sie zunéchst als Leerstellen in der Zahlendarstellung durch Zif-
fern ein und nochmals Jahrhunderte spéter begann man mit der Null wirklich zu
rechnen, vgl. Kaplan (2003). Wir kiirzen den Prozess hier drastisch ab und fithren
einfach eine Zahl 0, genannt Null, ein, fir die gelten soll

Ot+ta=a=a+0

fiir jede natiirliche Zahl a und auch fiir a = 0. Insbesondere konnen wir jetzt die
Gleichung = + 1 = 1 16sen.

!Letztendlich muss man natiirlich auch das hinterfragen. In Anhang A.2 (Seite 231) fin-
det sich eine formale Beschreibung der natiirlichen Zahlen durch ein Axiomensystem. Auf
Seite 187 wird die Existenz der natiirlichen Zahlen und die Sinnhaftigkeit dieser formalen
Beschreibung im Licht der Gédel’schen Unvollstandigkeitssatze diskutiert.
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Was, wenn wir stattdessen jetzt die Gleichung
r+2=1

betrachten? Dann stellen wir fest, dass keine natiirliche Zahl x, und auch nicht
x = 0, die Gleichung 16st. Wieder ist dem modernen Leser klar, dass man hier
x = —1 braucht. Allgemeiner, wenn man in der Lage sein will, alle Gleichungen
der Bauart

r+a=>

mit zwei fest vorgegebenen natiirlichen Zahlen zu losen, dann braucht man die
ganzen Zahlen
e, —3,-2,-1,0,1,2,3, ...

An dieser Stellen miisste man jetzt Addition und Multiplikation auf den ganzen
Zahlen einfithren. Dies ist in Anhang A.3 sauber durchgefiihrt; hier sei an die
Intuition oder die Vorbildung der Leser appelliert, um das eigentliche Argument
weiterfithren zu kénnen. Dies ist eine géngige Vorgehensweise in der Mathema-
tik: ,Nehmen wir an, wir héatten dieses Problem schon geldst, dann kénnten wir
folgendermaflen vorgehen Auf diese Weise zerteilt man komplexe Probleme in
leichter tiberschaubare Teilprobleme, die man 16sen zu kénnen glaubt oder hofft.

Die ganzen Zahlen reichen nicht aus, um die Gleichung
20+2=1

zu losen. Diesmal briauchte man =z = —%, also muss man Bruchzahlen einfiihren.
Ahnlich wie im Falle der Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen
Zahlen wiirde eine ausfithrliche Diskussion der Konstruktion der Bruch- oder ra-
tionalen Zahlen sowie der Addition solcher Zahlen den Gedankengang zu sehr
unterbrechen. Dies wird in Anhang A.4 durchgefiihrt.

Schon die alten Griechen wussten, dass es keine rationale Zahl z = * gibt, die
die Gleichung
2 =2

16st. Anders ausgedriickt, die Zahl v/2 ist #rrational. Dafiir gibt es zahlentheo-
retische, aber auch geometrische Beweise. Der einfachste zahlentheoretische Be-
weis (Seite 53) basiert auf der Tatsache, dass man jede natiirliche Zahl in ein-
deutiger Weise als Produkt von Primzahlen schreiben kann. Der Zusammenhang
mit der Geometrie ergibt sich aus dem Satz von Pythagoras. Dieser liefert, dass
das Quadrat der Lange der Diagonale eines Quadrats mit Seitenldnge 1 gleich
12 +12 = \/2° = 2 sein muss.
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V2

1

Da die Diagonale eines Quadrats ,offensichtlich® eine Lange haben muss, die
Griechen aber keine allgemeineren Zahlen als Bruchzahlen kannten, fiihrte dieses
Argument zu einer tiefen Grundlagenkrise der Mathematik. Die Griechen losten
diese Krise, indem sie Geometrie und Arithmetik als separate Gebiete betrachte-
ten, die libereinander nichts zu sagen hatten.

Diese Trennung von Geometrie und Algebra wurde erst von Pierre de Fermat
und René Descartes (1596-1650) aufgehoben. Heute sind beide Gebiete eng mit-
einander verwoben. Allerdings dauerte es bis ins 19. Jahrhundert, bis man die
Zahlbereiche so erweitern konnte, dass auch v/2 und andere aus der Geometrie
bekannte Langenverhéltnisse zu klar definierbaren Zahlen wurden, die sich auch
addieren und multiplizieren lieflen. Der resultierende Zahlbegriff ist die reelle Zahl.
Man fiihrt reelle Zahlen als Grenzwerte von rationalen Zahlen (z. B. als unendliche
Dezimalbriiche) ein. Grenzwerte sind kein offensichtliches mathematisches Kon-
zept, da sie eine Art Unendlichkeit beinhalten, die nicht leicht prézise zu fassen
ist. Eine mathematisch saubere Konstruktion der reellen Zahlen wird im Anhang
vorgestellt. Hier begniigen wir uns mit einer sehr brauchbaren Visualisierung der
reellen Zahlen, dem Zahlenstrahl (Abbildung 1.2). Jeder Punkt auf dem Zahlen-
strahl entspricht einer reellen Zahl. Die ganzen Zahlen sind dquidistant wie auf
einer Perlenschnur aufgereiht. Die rationalen Zahlen sind auf dem Zahlenstrahl
dicht verteilt, das heifit, zwischen zwei beliebigen Punkten auf dem Zahlenstrahl
gibt es immer eine rationale Zahl. Andererseits findet sich zwischen zwei rationalen
Zahlen immer auch eine, die nicht rational ist.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
00— & 00— O OO - —>

Abb. 1.2 Der Zahlenstrahl

Die reellen Zahlen sind noch nicht der Abschluss der Entwicklung. Die Gleichung
z?=—1

hat keine reelle Losung x, weil Quadrate reeller Zahlen immer positiv sind. Dieses
Mal kommt man auch mit Grenzwerten nicht weiter. Die entscheidende Idee ist,
sich vom Zahlenstrahl zu lésen und zu einer Zahlenebene (Abbildung 1.3) iiber-
zugehen: Man fiihrt die komplexen Zahlen als Paare (a,b) reeller Zahlen ein und
stellt sich a und b als Koordinaten (,Abszisse* und ,Ordinate“) vor. Der reelle
Zahlenstrahl ist dann die horizontale Koordinatenachse.
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3 0(2’3)

Abb. 1.3 Die Zahlenebene

Man fiithrt auf dieser Zahlenebene wie folgt eine Addition und eine Multiplikation
ein:

(a,b) + (a',b') = (a+d',b+b) und (a,b)-(a',b") = (aa" — bV, ab + ba’).

Punkte als Symbol fiir Multiplikation schreibt man nur, wenn es die Notation
iibersichtlicher macht, meist ldsst man sie weg. Damit Schreibweise und Rechen-
regeln den gewohnten Regeln gleichen, schreibt man a+ib, a4 bi oder auch a+i-b
fir (a,b). In obiger Abbildung hétte man dann zum Beispiel (2,3) = 2 + 3i. Mit
dieser Notation werden Addition und Multiplikation zu

(a+ib) + (a +ib') = (a+d)+i(b+7?),
(a+1ib) - (d +ib') = (aa’ —bb) + i(ab + ba’).

Durch die Einfithrung des Begriffs der komplexen Zahlen wird es moglich, eine
Losung fiir die Gleichung 22 + 1 = 0 explizit anzugeben. Fiir (a,b) = (0,1) erhélt
man a +ib = 0+1- 1, was man einfach als i schreibt. Das Quadrat von i ist

?=i-i=-14+i-0=—1.

Mit den komplexen Zahlen ist das Leitprinzip dieses Abschnitts im Wesentlichen
ausgereizt. Man findet keine aus Additionen und Multiplikationen zusammenge-
setzten Gleichungen mehr, die sich nicht 16sen lassen. Der Grund dafiir ist das
folgende mathematische Gesetz, fiir das zuerst Carl Friedrich Gaufl (1777-1855)
einen strengen Nachweis geliefert hat.

Satz 1.1 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jede Gleichung der Form

apr® + ap_ 12" T+ .. .+ a1z +ag=0 (1.2)

mit einer natiurlichen Zahl k und komplexen Zahlen aq,...,a; hat eine komplexe
Lésung x, wenn ay # 0 gilt.
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Verfolgt man die oben vorgestellte Entwicklung des Zahlenbegriffs, erkennt man
Prinzipien, die in der Mathematik immer wieder zum Einsatz gelangen:

(1) Man erweitert den begrifflichen Rahmen fiir ein Problem. Im vorliegenden Fall
startet man mit einer Gleichung fiir natiirliche Zahlen (z+1 = 1) und gelangt
durch standige Erweiterung des Zahlbegriffs zu den komplexen Zahlen.

(2) Man erweitert den Losungsbegriff. Losungen werden aus den neu gefundenen,
erweiterten Zahlenrdumen gewonnen.

(3) Man untersucht, ob sich unter den verallgemeinerten Losungen (im erweiter-

ten Zahlenraum) eine Lésung des Problems im urspriinglichen Zahlenraum
befindet. Im Falle des Fermat’schen Problems (1.1) von Seite 5 findet man
alle komplexen Losungen und hat damit Objekte in der Hand, die sich genau-
er studieren lassen. Letztendlich zeigt sich, dass diese komplexen Losungen
niemals natiirliche Zahlen sein kénnen.
In anderen Problemen ist es so, dass man tatséichlich Bedingungen beschrei-
ben kann, unter denen eine verallgemeinerte Losung schon eine Loésung des
urspriinglichen Problems ist. Solche Ph&nomene findet man zum Beispiel auch
fiir Differenzialgleichungen, wie sie in der Physik bei der Beschreibung von
Wellen oder Wiarmeleitung vorkommen. In diesem Kontext nennt man die
verallgemeinerten Losungen auch schwache Losungen (Seite 194).

Die zusétzlichen Einsichten in die Natur der Zahlen, die sich aus der Untersuchung
von Gleichungen ergeben, lieferten auch ganz unerwartete Losungen klassischer
geometrischer Probleme: Gleichungen der Form wie (1.2) heilen Polynomgleichun-
gen. Man nennt die komplexen Zahlen, die Losungen von Polynomgleichungen
mit rationalen Koeffizienten a1, ..., a; sind, auch algebraische Zahlen. Zahlen, die
nicht algebraisch sind, heiflen transzendent. Die Kreiszahl 7, die das Verhaltnis
von Umfang und Durchmesser eines Kreises angibt, ist eine solche transzendente
Zahl. Dies wurde zuerst von Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939)
gezeigt. Mit der Transzendenz von 7 lésst sich relativ leicht die Unméglichkeit der
Kreisquadrierung mit Zirkel und Lineal beweisen (Seite 206).

1.3 Die Rolle der Abstraktion in der
Mathematik

Der grundlegende Ansatz der modernen Mathematik ist es, Dinge iiber ihre Eigen-
schaften zu beschreiben und sich dabei moéglichst auf diejenigen Eigenschaften zu
beschrénken, die fiir die zu behandelnde Frage wirklich relevant sind. Wenn man
die Umlaufbahn eines Raumgleiters beschreiben will, dann betrachtet man ihn ab-
strahierend als einen bewegten Punkt (den Schwerpunkt). Will man den Gleiter
von einer Umlaufbahn in eine andere steuern, muss man ihn als dreidimensionales
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Objekt auffassen mit ausgezeichneten Richtungen, in die die Steuerraketen Schub
ausiiben. Beim Andocken an eine Raumstation spielt die genaue Form des Gleiters
eine Rolle und beim Eintauchen in die Atmosphére auch noch die Hitzebestan-
digkeit des Materials. Dabei ist jeweils zu testen, ob man das Modell fein genug
gewahlt hat. So spielen bei Satellitenbahnen Luftreibungseffekte durchaus eine
Rolle und fithren auf die Dauer zu Abstiirzen, wenn man nicht gegensteuert.

Die Abstraktion vom Raumgleiter auf ein Objekt mit einigen klar festgelegten
Eigenschaften erleichtert es, Ahnlichkeiten mit in anderen Zusammenhingen ge-
fundenen Beschreibungen und Losungen zu erkennen und zu benutzen. Auch
Wurfgeschosse oder Planeten kann man durch bewegte Massepunkte modellieren,
in der Aerodynamik von Tragflachen verfiigt man iiber eine lange Erfahrung, und
die Hitzebestdndigkeit von Kacheln betrachtet man auch nicht erst seit dem Ein-
tritt ins Raumfahrtzeitalter.

Der hohe Abstraktionsgrad ist fiir viele die hochste Hiirde bei der Annédherung
an die Mathematik. Das gilt auch fiir Studierende der Mathematik, die oft davon
iiberrascht sind, dass an der Universitit nur selten gerechnet, dafiir aber sehr viel
definiert und bewiesen wird. Der folgende Abschnitt gibt den Lesern die Gele-
genheit, anhand einer Reihe von Beispielen die Vorteile der Abstraktion in der
Mathematik zu erkennen.

Elemente der Abstraktion: Vereinfachung und Ubertragbarkeit

Die zwei folgenden Beispiele zeigen, dass Modellierungen von Phénomenen aus
vollig unterschiedlichen Bereichen auf identische mathematische Fragestellungen
fithren konnen. In Beispiel 1.2 wird beschrieben, wie in einem Stromkreis Span-
nung, Widerstdnde und Stromstérken zusammenhéngen. In Beispiel 1.3 geht es
dagegen um ein einfaches Produktionsmodell aus der Volkswirtschaft, in dem drei
Firmen jeweils ein Produkt anbieten. Man mochte wissen, wie viel jede Firma pro-
duzieren muss, damit sowohl die externe Nachfrage als auch der Bedarf der beiden
anderen Firmen an dem Produkt befriedigt werden kénnen, aber nichts auf Halde
produziert wird. In beiden Modellen setzt man gewisse Grofien als bekannt voraus
und mochte die anderen daraus berechnen. Im Stromkreis nehmen wir die Wi-
derstdnde und die Spannungsquelle als bekannt an und wollen die Stromstérken
bestimmen. Im Produktionsmodell soll bekannt sein, wie hoch die externe Nach-
frage ist und welche Mengen der Produkte jede Firma einsetzen muss, um eine
Einheit ihres eigenen Produkts herzustellen. Beide Systeme lassen sich durch Glei-
chungen modellieren, die die bekannten und die unbekannten Gréfien miteinander
verkniipfen. Fiir den Stromkreis resultieren sie aus physikalischen Gesetzen, im
Falle des Produktionsmodells aus mehr oder weniger plausiblen Modellannahmen.
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Wir werden sehen, dass diese Gleichungen eine sehr dhnliche Struktur haben und
mit denselben mathematischen Methoden gel6st werden koénnen.

Beispiel 1.2 (Stromkreise)
Gegeben sei ein Stromkreis mit einer Spannungsquelle U und drei Widerstédnden

R15R2aR3:

<

<
~

)
>
>

Der Zusammenhang zwischen der Spannung U, den Widerstédnden Ry, Ry, R3 und
den resultierenden Stromstédrken Iy, I3, I3 ist durch die Kirchhoff’schen Gesetze
gegeben, die hier auf folgende Gleichungen fithren:

Iy = I+ I3,
U = Rili + Rols, (1.3)
0 = —Rols + R3ls.

Dabei sind Spannung und Widerstédnde bekannt und die Stromstérken zu berech-
nen. Man kann das machen, indem man eine Gleichung nach einer der gesuchten
GroBen auflost, das Ergebnis in die anderen Gleichungen einsetzt und so die Zahl
der Gleichungen und der Unbekannten um eins reduziert. Dieses Verfahren wieder-
holt man und 16st die letzte Gleichung nach der einzig verbliebenen Unbekannten
auf. Dann setzt man das Ergebnis wieder in die anderen Gleichungen ein und findet
so sukzessive auch die anderen Unbekannten. Im physikalisch gesehen realistischen
Fall Ry, Ry, R3 > 0 findet man so

R3
I, = —/—1I
2 R2 3
R3 R2
L = I I:(— 1)]2(1 —)I,
1 2 + 13 o a4 3 +R3 2

RiRs + RoR3 + R3Ry
I3
Ry
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und durch Umformen schliellich

L RoU

3 7 RiRs+ RoR3 + B3Ry’

L RsU

2 7 RiRs+ RoR3 + R3Ry’
(R2 + R3)U

I

= RiRs + RoRs + RaRy

Die folgenden drei Punkte sind charakteristisch fiir Beispiel 1.2:

(1) Es werden Gleichungen aufgestellt und geldst.

(2) Die Losung ist nicht wirklich algorithmisch, das heifit automatisierbar, weil
wir nicht vorgeschrieben haben, welche Gleichung nach welcher Unbekannten
aufgelost werden soll.

(3) Fiir jeden Schaltkreis wird neu entschieden, wie die Gleichungen gelost werden.

Es ist offensichtlich, dass dieses Vorgehen in (2) und (3) Schwachstellen aufweist.
Nach der Betrachtung des Produktionsmodells wird hierfiir eine Lésung erkennbar
werden.

Beispiel 1.3 (Produktionsmodell nach Leontief)

Betrachten wir ein Produktionssystem bestehend aus drei Produzenten mit je
einem Produkt, das nach aufien (an den Markt) und untereinander (zur Ermog-
lichung der Produktion) geliefert wird. Mit xy, 2,23 werden die produzierten
Mengen (einheitlich gemessen z.B. in Geldwert) bezeichnet. Weiter sei y; die
Nachfrage des Marktes nach dem Produkt von i. Wir machen die folgende
Annahme: Wenn der j-te Produzent die Menge x; produziert, dann kauft er vom
i-ten Produzenten die Menge a;;x;.

Mit dieser Annahme modelliert man folgenden Umstand: j braucht das Produkt
von 7 als Rohstoff fiir seine eigene Produktion, und zwar proportional zur
Produktionsmenge.

Ziel ist dann die Herstellung eines Gleichgewichts von Produktion und Nachfrage.
Das heifit, jede Firma produziert genau so viel, wie Markt und Partnerfirmen ihr
abnehmen.
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In der folgenden Grafik ist dieses Gleichgewicht dargestellt. Um sie tibersichtlich
zu halten, sind nur die von Produzent 1 an die anderen Produzenten gelieferten

Mengen eingetragen.

Y1

a8
Ys s Y2

Es ergeben sich die Gleichungen

Y1 = T1 — 1272 — A1373,
Yo = T2 — a21T1 — Ax3T3, (1.4)
Yz = T3 — G31T1 — A32T2,

wobei die zum (technischen) Produktionsprozess gehorige KenngroBen a;; und die
Nachfragen y; als bekannt vorausgesetzt werden. Gesucht sind dann die Produk-
tionsmengen x;.

Die mathematischen Modellierungen in den Beispielen 1.2 und 1.3 liefern die fol-
genden Gleichungen, die nun néher verglichen werden. Eine Umformung macht
die Analogien deutlich sichtbar:

L = Ib+13 Y1 = T1— a12T2 — a13T3

U = Rl + Ryl Y2 = T2 — 2171 — 42373

Rol, = R3ls Y3 = T3 — a31T] — (32T2
1 umstellen 1l

1- Il + (—1)[2 + (—1)]3 =0 121+ (—alg).fz + (—a13)x3 =
Rl + Relp +0I3 = U (—a21)z1 + 22 + (—ags)rs = Yo
0-Iy + Roly + (=1)R3l3 = 0 (—az1)zy + (—asg)zs + 23 = Y3

| die gesuchten Gréflen weglassen |
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1 -1 -1 0 1 —ai2 —ai3 Y1
Ri Ry 0 U —a21 1 —az23 Y2
0 Ry —Rs3 0 —asi —as2 1 Ys

Solche rechteckigen Zahlenschemata nennt man Matrizen. Sie enthalten die voll-
standige Information tiber die Gleichungssysteme, aus denen sie gewonnen wur-
den: Wir kénnen die Gleichungssysteme aus den Matrizen rekonstruieren, weil die
Unbekannten alle nur linear in die Gleichung eingehen, das heifit keine Produk-
te oder noch kompliziertere Funktionen von Variablen vorkommen. Man nennt
solche Gleichungssysteme daher linear. Fiir diese Systeme gibt es als Berech-
nungsmethode eine systematisierte Variante des sukzessiven Variableneliminierens
aus Beispiel 1.2, den sogenannten Gauf-Algorithmus, mithilfe dessen man durch
Manipulation dieser Matrizen die Unbekannten bestimmen kann. Der GauB-
Algorithmus funktioniert fiir beliebige Matrizen mit beliebig vielen Zeilen und
Spalten. Das ist durchaus relevant, denn in praktischen Anwendungen wie der
Simulation von Crashtests kommen Gleichungssysteme mit mehr als einer Million
Variablen vor. Ehrlicherweise muss man zugeben, dass der Gau-Algorithmus in
solchen Anwendung nicht eingesetzt wird, weil die beschrankte Genauigkeit von
Zahlendarstellungen im Computer zwangslaufig zu Rundungsfehlern fithrt und der
Gauf-Algorithmus bei grolen Systemen zuviele solcher Rundungsfehler produziert
(siehe Beispiel 2.38). Fiir die oben gewéhlten Beispiele fithren sie jedoch zu den
gesuchten Losungen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Beispiele 1.2 und 1.3 auf dieselbe
mathematische Problemstellung fithren: lineare Gleichungssysteme und Matrizen-
rechnung. Der Ubergang von den Beispielen zu diesen abstrakten Strukturen trigt
sowohl den Aspekt der Vereinfachung als auch den Aspekt der Ubertragbarkeit in
sich:

(1) Mit dem Ubergang von den Gleichungen zu den Matrizen hat man nur re-
dundante Information aus den Gleichungen entfernt und gleichzeitig die Uber-
sichtlichkeit erhoht.

(2) Die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten ist fiir das Vorgehen hier
vollig unerheblich, es lassen sich die Losungsstrategien also sofort auf beliebig
grofle andere Beispiele libertragen.

Die angefiihrten Beispiele hatten moglicherweise auch durch ganz andere mathe-
matische Beschreibungen modelliert werden konnen. Dass man die hier betrachte-
ten Gleichungen eingesetzt hat, liegt an einer strategischen Abwagung: Wir haben
in Abschnitt 1.2 schon gesehen, dass man Gleichungen keineswegs immer 16sen
kann, nicht einmal im Prinzip. Daher ist ein Modell, das auf Gleichungen fiihrt,
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die mit dem heutigen Wissen tatséchlich l6sbar sind, einem Modell vorzuziehen,
fiir dessen Gleichungen man keine Losungsmethoden hat. Es sind durchaus Si-
tuationen denkbar, in denen man ein grobes Modell, dessen Prognosen leicht zu
bekommen sind, einem sehr akkuraten Modell vorzieht, aus dem man aber keine
Prognosen ableiten kann. Selbst wenn sich die Prognosen des besseren Modells né-
herungsweise bestimmen lassen, aber vielleicht nur unter hohem Kostenaufwand,
wird man das grobere Modell oft vorziehen. Wie viel Auswahl unter verschiedenen
Modellen man hat, hangt natiirlich stark vom Gebiet ab. In der Physik sind da
weit engere Grenzen gesetzt als in der Okonomie.

Ergebnis von Abstraktion: Neue Strukturen

Konkrete Problemstellungen fiithren oft in natiirlicher Weise auf neue, abstrakte
(algebraische) Strukturen. Dieser Sachverhalt lasst sich gut mit der Problemstel-
lung ,, Teilbarkeitsregeln* illustrieren.

Schiiler lernen, dass eine Zahl genau dann durch 2 bzw. 5 teilbar ist, wenn die
letzte Ziffer der Dezimaldarstellung durch 2 bzw. 5 teilbar ist. Um festzustellen,
ob eine Zahl durch 4 teilbar ist, muss man die letzten beiden Ziffern betrachten.
Allgemein bekannt ist auch die Quersummenregel, mit der man feststellen kann,
ob eine Zahl durch 3 bzw. 9 teilbar ist: ndmlich genau dann, wenn die Quersumme
durch 3 bzw. 9 teilbar ist. In der Regel wird in der Schule aber nichts dariiber
gesagt, wie man einer Zahl ansieht, ob sie durch 7 teilbar ist. Es stellt sich die
Frage: Gibt es eine Teilbarkeitsregel fiir 77

Die Quersummenregel fiir die Teilbarkeit durch 3 legt nahe, dass Teilbarkeitsre-
geln mit der Darstellung der Zahlen im Zehnersystem zusammenhéngen, denn
schliefilich addiert man bei einer Quersumme die Einer, die Zehner, die Hunderter
etc. Der Schliissel zu den Teilbarkeitsregeln ist dann die Operation des Teilens
mit Rest, die auch oft Division mit Rest genannt wird. Wenn man 10 durch 3
teilt, bleibt ein Rest von 1, denn 10 = 3 -3 + 1. Teilt man 100 durch 3, bleibt
wegen 100 = 33 - 3 + 1 wieder ein Rest von 1. Wir werden sehen, dass fiir alle
Zehnerpotenzen beim Teilen durch 3 ein Rest von 1 bleibt und sich daraus die
Quersummenregel ergibt.

Um eine Teilbarkeitsregel fiir 7 zu finden, teilen wir jede Zehnerpotenz durch 7 und
betrachten den Rest. Als Reste kommen nur 0, 1,2, 3,4, 5,6 infrage. Wenn man 10
durch 7 teilt, bleibt ein Rest von 3, denn 10 = 1-743. Teilt man 100 durch 7, bleibt
wegen 100 = 14742 ein Rest von 2. Fiir 1000 = 142-74-6 erhalten wir 6 als Rest.
Die Restefolge ist also komplizierter als bei der Division durch 3. Es ergibt sich
aber trotzdem ein Schema: Fiir 10 000 findet man den Rest 4, fiir 100 000 den Rest
5. In Beispiel 1.4 wird ein Argument dafiir angegeben, dass sich ab da die Reste
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wiederholen. Das heifit, die Restefolge fiir 1, 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000, 1 000 000
ete. ist 1,3,2,6,4,5,1 etc.

1 =0+1=0-7T+1
10 = 7+3 = 1-7+3
100 = 9842 = 14-7+2
1000 = 99446 = 142-7+6
10000 = 9996 +4 = 1428-7+4
100000 = 99995 +5 = 14285-7+5
1000000 = 999999 +1 = 142857-7+1

Aus dieser Information lasst sich ein Analogon der Quersummenregel ableiten. Die
Details der Herleitung finden sich in den Beispielen 1.4 und 1.5. Der wesentliche
Punkt dabei ist die Einteilung der ganzen Zahlen in sieben Klassen, die sogenann-
ten Restklassen modulo 7. Zwei Zahlen gehoren dabei zur selben Restklasse, wenn
sie bei Division durch 7 denselben Rest ergeben oder, was dasselbe ist, wenn die
Differenz der Zahlen durch 7 teilbar ist (Abbildung 1.4).

Gewichtete Quersummentregel fiir 7: Man multipliziere die

Einer mit 1,

Zehner mit 3,
Hunderter mit 2,
Tausender mit 6,
Zehntausender mit 4,
Hunderttausender mit 5

und dann von vorn etc.

Durch Aufaddieren der Ergebnisse erhélt man eine gewichtete Quersumme. Die
Zahl ist durch 7 teilbar genau dann, wenn die gewichtete Quersumme durch 7
teilbar ist.

In Bezug auf Teilbarkeitsfragen sind Zahlen in derselben Restklasse gleichwertig
(Aquivalent), das heift, fiir solche Fragen muss man statt der unendlich vielen
ganzen Zahlen nur noch sieben Klassen betrachten, was eine dramatische Verein-
fachung darstellt.

Es stellt sich heraus, dass die Menge der Restklassen zusétzliche Struktur hat.
Man kann nédmlich darauf eine Addition und eine Multiplikation einfithren (Ab-
bildung 1.5). Diese neue Struktur erméglicht es, die angesprochene periodische
Struktur der Reste der Zehnerpotenzen zu finden.
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Abb. 1.4 Aufteilung der ganzen Zahlen in
Restklassen modulo 7

Beispiel 1.4 (Teilbarkeitsregeln I)
Sei n eine ganze Zahl und m eine natiirliche Zahl. Dann kann man immer zwei
ganze Zahlen k und r mit 0 < r < m finden, fir die gilt

n==*k-m+r. (1.5)

Das bedeutet, wenn man n durch m teilt, bleibt der Rest r. Wir werden diese
Tatsache in Abschnitt 1.6 beweisen (siehe Satz 1.14), aber hier benutzen wir sie
einfach. Man schreibt

n=r modm oder n =, 7,

wenn (1.5) gilt (auch wenn r nicht zwischen 0 und m — 1 liegt), und liest ,n ist
dquivalent zu r modulo m*. Eine Zahl n ist durch m teilbar, wenn sie bei Teilung
durch m den Rest 0 liefert, das heifit wenn n =0 mod m gilt.

Die entscheidende Beobachtung fiir die Herleitung von Teilbarkeitsregeln ist, dass
die Operation Teilen mit Rest mit Addition und Multiplikation vertréglich ist:
Ausn=Fk-m+rund n' =k"-m+r' folgt

n+n' =(&+K) - m+@+r) und nn' = (kk'm+ k' +Kr)om+orr

Wenn man also n + n’ durch m teilt, bleibt derselbe Rest, wie wenn man r + 7’
durch m teilt. Analog gilt fiir die Multiplikation: Wenn man nn’ durch m teilt,
bleibt derselbe Rest, wie wenn man 77’ durch m teilt. In Kurzform:

n+n'=r+r modm und nn’=rr mod m. (1.6)

Sei [k] die Restklasse {n | n = k mod m} aller Zahlen, die bei Division durch
m denselben Rest haben wie k. Diese m Restklassen modulo m lassen sich als
m Punkte auffassen, fiir die wegen der beiden Gleichungen in (1.6) eine Addition
und eine Multiplikation wie folgt definiert werden kénnen (Abbildung 1.5):

(k] + K] =[k+ %] und [K]-[K] = [k (1.7)
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Das heifit, man kann fiir festes m bei Division durch m mit Resten rechnen.

Insbesondere gilt fiir jede natiirliche Zahl n mit n = r mod 7, dass 10-n =3 -r
mod 7. Das erklart die periodische Struktur der Reste von Zehnerpotenzen bei
Division mit Rest, weil man beim Ubergang von einer Zehnerpotenz zur néichsten
immer nur den Rest mit 3 multiplizieren und dann den Rest bei Division durch 7
bestimmen muss:

1 = 1 =, 1
10 = 10-1 =, 3-1 =, 3

100 = 10-10 =; 3-3 =, 2
1000 = 10-100 =; 3-2 =; 6
10000 = 10-1000 =; 3-6 =, 4
100000 = 10-10000 =; 3-4 =; 5
1000000 = 10-100000 =; 3-5 =, 1

Ab hier wiederholen sich die Reste der Zehnerpotenzen modulo 7:

10000000 = 10-1000000=3-1 mod 7=3 mod 7
100000000 = 10-10000000=3-3 mod 7=2 mod 7

etc.

Man schreibt jetzt eine beliebige Zahl im Zehnersystem, das heifit als gewichtete
Summe von Zehnerpotenzen, zum Beispiel

94325 =9-10000+4-1000+3-100+2-10+5-1,
und rechnet die Reste modulo 7 aus:
94325 mod7=9-4+4-6+3-24+2-3+5-1 mod 7.
Die Zahl 94 325 ist also durch 7 teilbar, weil
9-4+4-6+3-2+2-3+5-1=77

durch 7 teilbar ist.

Anders ausgedriickt, multipliziert man die Einer, Zehner, Hunderter etc. mit den
Gewichten 1,3,2 etc., dann hat die gewichtete Quersumme denselben Rest mo-
dulo 7 wie die urspriingliche Zahl. Damit ist man bei der oben beschriebenen

gewichteten Quersummenregel angekommen.
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Abb. 1.5 Addition und Multiplikation der Restklassen modulo 7

Die beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung einer gewichteten Quersum-
menregel lésst sich sofort auf beliebige andere Zahlen {ibertragen. Fiir die Zahl 11
ergeben sich als Reste der Zehnerpotenzen zum Beispiel abwechselnd immer 1 und
10. Die resultierende gewichtete Quersummenregel ist also:

Gewichtete Quersummenregel fiir 11: Man multipliziere die

Einer, Hunderter, Zehntausender etc. mit 1,
Zehner, Tausender, Hunderttausender etc. mit 10.

Durch Aufaddieren der Ergebnisse erhélt man eine gewichtete Quersumme. Die
Zahl ist durch 11 teilbar genau dann, wenn die gewichtete Quersumme durch
11 teilbar ist.

Die 1ler-Quersummenregel lasst sich noch vereinfachen, wenn man sich klar
macht, dass 10 und —1 bei Division durch 11 den selben Rest ergeben. Damit
bekommt man die alternierende Quersummenregel:

Alternierende Quersummenregel fiir 11: Man multipliziere die

Einer, Hunderter, Zehntausender etc. mit 1,
Zehner, Tausender, Hunderttausender etc. mit —1.

Durch Aufaddieren der Ergebnisse erhilt man die alternierende Quersumme.
Die Zahl ist durch 11 teilbar genau dann, wenn die alternierende Quersumme
durch 11 teilbar ist.

Auch die Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 2 ergibt sich aus der gewichteten Quer-
summenregel, die die oben vorgestellte Methode fiir 2 liefert. Da ndmlich bis auf
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1 = 10° alle Zehnerpotenzen durch 2 teilbar sind, sind deren Gewichte alle gleich
0. Das heifit, die gewichtete Quersumme ist genau der Einer.

Fiir die Zahl 4 weifs man, dass sich die Teilbarkeit einer Zahl an den letzten beiden
Ziffern ablesen lasst. Unsere Methode liefert ab dem Hunderter das Gewicht 0,
das heif3t, in der gewichteten Quersumme kommen nur Einer und Zehner vor. Die
Gewichte sind dabei 1 und 2. Die Regel aus der Schule wiirde man erhalten, wenn
man als Gewicht fiir den Zehner 10 statt 2 ndhme, was ja bei Division mit 4
denselben Rest liefert.

Beispiel 1.5 (Teilbarkeitsregeln IT)
Fir eine beliebige natiirliche Zahl n findet man nach Beispiel 1.4 die passende

gewichtete Quersummenregel wie folgt:

1. Schritt: Bestimme die Reste der 10er-Potenzen bei Division mit m. Da es nur
endlich viele Reste gibt, ergibt sich nach einem endlichen ,Anlauf® eine
periodische Struktur.

Dass es fiir 7 keinen Anlauf in der periodischen Struktur gibt, liegt daran,
dass 7 eine Primzahl ist und kein Teiler von 10.

2. Schritt: Schreibe eine Zahl n in Dezimaldarstellung, das heifit in der Form

n=a;10/ +a; 110" + ... 4+ a;10 + ay,

und berechne den Rest von n bei Division durch m tber die Reste der
ag,ai,...,a;, gewichtet mit den Resten der 1,10,...,107.



22 1 Vom Wesen der Mathematik

Wendet man das in Beispiel 1.5 beschriebene Verfahren auf die Zahlen 5,8 und 9
an, findet man ohne Probleme auch die iiblichen Teilbarkeitsregeln fiir

5 (letzte Ziffer),
8 (letzten drei Ziffern),
9

(Quersumme).

Auf die gleiche Weise erhélt man auch solche Teilbarkeitsregeln fiir jede andere
Zahl.

Die Diskussion von Teilbarkeitsregeln hat auf neue Strukturen gefiihrt, ndmlich
die Restklassen modulo m zusammen mit ihren Additionen und Multiplikatio-
nen. Die Eigenschaften dieser Strukturen erlaubten es, das Ausgangsproblem und
weitreichende Verallgemeinerungen davon zu l6sen. Auflerdem helfen sie, die unter-
schiedlichen Teilbarkeitsregeln als verschiedene Auspragungen ein und desselben
Prinzips zu verstehen. Man nennt diese Art von Struktur, die aus einer Menge,
das heifit einer Ansammlung von verschiedenen Objekten, und Verknipfungen
wie - oder + darauf besteht, eine algebraische Struktur. Je nach Anzahl der Ver-
kniipfungen und ihren spezifischen Eigenschaften bekommen die algebraischen
Strukturen unterschiedliche Namen wie beispielsweise Gruppen, Ringe und Kor-
per. Man sollte nicht versuchen, aus diesen Namen Eigenschaften der Strukturen
abzulesen, die Namensgebung entspringt oft einer spontanen Laune der Namens-
geber und spiegelt manchmal auch nur deren Humor wider. Die Restklassen sind
Beispiele fiir Ringe, ebenso wie die ganzen Zahlen Z mit ihrer Addition und ihrer
Multiplikation (siehe Beispiel 2.9).

Algebraische Strukturen spielen eine ganz zentrale Rolle in der modernen Mathe-
matik, sind aber eine relativ neue Erfindung. Erste Beispiele — neben den Zahlen
— tauchten im 19. Jahrhundert auf; seit dem frithen 20. Jahrhundert erlebt die
Mathematik eine Algebraisierung aller Teilbereiche. Im Folgenden zeigen wir wie
man den geometrischen Begriff der Symmetrie algebraisieren kann, wodurch er
auch fiir andere Bereiche nutzbar gemacht wird.

Jeder erkennt Symmetrien in der Natur, der Architektur, der Malerei oder auch
in der Musik. Dabei ist es gar nicht so einfach zu definieren, was Symmetrie ist,
ohne auf mathematische Begriffsbildungen zuriickzugreifen. Ein guter Einstieg in
diese Frage ist die elementare Geometrie. Wir betrachten regelmaflige Vielecke:

Wie kann man die offensichtlichen Symmetrieeigenschaften dieser Figuren prazise
beschreiben? Hier ist eine erste Antwort: Eine Symmetrieoperation ist eine Bewe-
gung, die die Figur mit sich selbst zur Deckung bringt. Das kénnen zum Beispiel
Spiegelungen an den eingezeichneten Achsen sein oder Drehungen um die Achsen-
schnittpunkte. Solche Symmetricoperationen kann man hintereinander ausfiihren
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Abb. 1.6 Symmetrien von Vielecken

und findet dann wieder eine Symmetrieoperation. Verkniipft man in dieser Weise
zwel Spiegelungen eines Vierecks wie in Abbildung 1.7, erhdlt man eine Rotati-
on, und zwar um 90 Grad, das Doppelte des Winkels, in dem die beiden Achsen
aufeinander stehen.

A B C B B C

D c D A A D

Abb. 1.7 Verkniipfung von Symmetrien

Die Gesamtheit aller Symmetrieoperationen beschreibt dann die Symmetrie des
Objekts. Wieder ergibt sich eine algebraische Struktur, diesmal mit nur einer Ver-
kniipfung, der Hintereinanderausfithrung der Symmetriebewegungen. Es handelt
sich bei der Menge der Symmetrieoperationen um eine Gruppe, weswegen man
auch von der Symmetriegruppe des Objekts spricht. Es ist allerdings bisher nicht
wirklich klar, was genau man unter einer Bewegung zu verstehen hat, und so
bleibt der Begriff ,,Symmetrie* zunéchst immer noch vage. Abhilfe schafft hier der
Begriff der Abbildung, ein Begriff, der in der Mathematik absolut zentral ist.

Wenn A und B zwei Mengen sind, dann ist eine Abbildung f: A — B eine Vor-
schrift, die jedem Element a von A ein Element f(a) = b von B zuordnet, das man
dann das Bild von a unter f nennt. Dies ist eine Abstraktion der Vorstellungen
wVergleichen“, ,Messen* und ,Klassifizieren“. So kénnten die Elemente der Men-
gen zum Beispiel Punkte auf einem Vieleck oder auch reelle Zahlen sein. Wenn
A und B Mengen dhnlicher Natur sind, entspricht das eher der Vorstellung vom
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Abb. 1.8 Abbildungen

Vergleichen. Man kann sich beispielsweise vorstellen, dass A und B Flachen sind,
die {ibereinandergelegt werden. Wenn B eine Menge von Zahlen ist, dann ist die
Abbildung eher so etwas wie das Anlegen eines Mafistabs. Hier kann man sich
A zum Beispiel als Menge von Personen vorstellen, deren Korpergrofie durch die
Abbildung angegeben wird. Wenn schliellich A eine Menge von Personen ist und
B eine Menge von Merkmalen wie etwa Haarfarben, dann teilt die Abbildung, die
jeder Person ihre Haarfarbe zuordnet, die Personen in Klassen ein.

Natiirlich sind auch alle Funktionen wie sin, cos, exp, =¥ etc. Abbildungen. In
diesen Beispielen sind A und B Mengen von Zahlen. Weitere Beispiele findet man
in Abschnitt 1.4, wo die elementaren Begriffe der Mengenlehre etwas genauer dis-
kutiert werden und dann auch mehr iiber Abbildungen gesagt wird.

Mithilfe des Begriffs der Abbildung lasst sich eine prézise Definition von Sym-
metrie formulieren: Eine Symmetrie von A ist eine Abbildung f: A — A, fiir die
jedes Element von A als Bild von genau einem Element von A auftaucht. In einer
Visualisierung durch Punkte und Pfeile wie in Abbildung 1.8 wird dann jedes
Element von genau einem Pfeil getroffen. An dieser Stelle kann man dann noch
Zusatzforderungen stellen. Man kann zum Beispiel verlangen, dass Geraden auf
Geraden abgebildet werden oder Winkel und Abstédnde erhalten bleiben.

Die Menge aller dieser moglichen Abbildungen stellt eine algebraische Struktur
dar, die mit den Restklassen aus dem vorhergehenden Beispiel vergleichbar ist.
Auch auf der Menge der Symmetrieabbildungen kann man eine Verkniipfung de-
finieren, ndmlich die Hintereinanderausfithrung (Verkniipfung) der Abbildung wie
in Abbildung 1.7.
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Bisher haben wir die Entwicklung von abstrakten algebraischen Strukturen aus
zwei konkreten Phénomenen (Teilbarkeit und Symmetrie) betrachtet. Nun wird
ersichtlich, wie die néchste Stufe der Abstraktion funktioniert. Wir vergleichen die
beiden algebraischen Strukturen, die wir in den so unterschiedlichen Kontexten
gefunden haben.

Als Beispiel nehmen wir die Rotationssymmetrien des n-Ecks und die Addition
der Restklassen modulo n. Die Rotation kann man sich vorstellen als die Darstel-
lung der Uhrzeit auf einem Ziffernblatt. In diesem Kontext ist man es gewohnt,
dass man nur zwolf verschiedene Stunden hat. 2 Uhr und 14 Uhr sind auf dem
Ziffernblatt nicht zu unterscheiden. Man rechnet modulo 12. Geometrisch kann
man sich ein Ziffernblatt, auf dem nur die Stunden markiert sind, als ein regel-
maBiges Zwolfeck vorstellen. Lieffle man den Stundenzeiger fest und rotierte dafiir
das Ziffernblatt, so entspréiche jeder Stundenwechsel einer Rotation von 30 Grad.
Nach zwolf solcher Rotationen ist man wieder bei der Ausgangsposition.
Allgemein liefert n-malige Anwendung der Rotation um % Grad auf ein regel-
méaBiges n-Eck die Identitdt, das heifit die Abbildung, die jedes Element auf sich
selbst abbildet. Das entspricht dann einer Rotation um 0 Grad, was an die n-fache
Addition von 1 in den Restklassen modulo n aus Beispiel 1.4 erinnert. Die liefert
ja gerade n, was modulo n auch wieder 0 ist.

Die Ahnlichkeiten gehen aber noch weiter. Als algebraische Strukturen sind die
Rotationssymmetrien des regelméafliges n-Ecks und die Restklassen modulo n iso-
morph (gleichgestaltig). Beispiel 1.6 liefert eine mathematisch prazise Formulie-
rung dieser Behauptung. Um es nachvollziehen zu konnen, sollte man sich die
Definition von Restklassen und ihrer Addition aus (1.7) in Beispiel 1.4 in Erinne-
rung rufen.

Beispiel 1.6 (Isomorphie)
Wir vergleichen zwei Strukturen:

(i) die Rotationen Ry des n-Ecks um k - % Grad, zusammen mit der Hinterein-
anderausfithrung von Rotationen,

(ii)die Restklassen [k] = {m | m = k mod n} modulo n, zusammen mit der
Addition.

Jeder Rotation Ry kann man die Restklasse [k] zuordnen. Dann gehort jede Rest-
klasse zu genau einer Rotation. Die durch a(Rjy) = [k] definierte Abbildung «
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fithrt die algebraische Struktur der Rotationen in die Addition auf den Restklas-
sen iiber: Es gilt ndmlich wegen Ry o Ry = Ritpy und [k + k'] = [k] + [E], wobei
o die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen bezeichnet, dass

Oé(Rk o Rk’) = a(Rk+kJ) = [k aF k/] = [k] I [k)/] = O[(Rk) aF Oé(Rk/).

Man sagt, die beiden Strukturen sind isomorph (hier als Gruppen), und stellt fest,
dass Aussagen, die die Verkniipfungen betreffen, mit dieser Isomorphie von einer
zur anderen Struktur einfach transferiert werden kénnen.

Es mag beim ersten Betrachten gekiinstelt und als irrelevante Spielerei erschei-
nen, hier die Ahnlichkeiten zwischen Rotationen um n-te Teile von 360 Grad und
der Teilung durch n mit Rest zu thematisieren. Das Konzept der Abbildung und
insbesondere der Isomorphie ist aber der Schliissel dafiir, Einsichten, die man in

einem Kontext gewonnen hat, in einem anderen Kontext anwenden zu kénnen.

Zusammenfassung: Abstraktion in der Mathematik

FEin wesentlicher Punkt in jeder mathematischen Betrachtung ist die Konzentra-
tion auf die fiir die gegebene Problemstellung wesentlichen Eigenschaften. Durch
Ausblendung aller anderen Aspekte tritt die Ahnlichkeit zwischen Problemstel-
lungen zutage, was die Ubertragung von bekannten Lésungsstrategien auf neue
Problemstellungen ermdoglicht. Mathematische Erkenntnisse veralten nicht. Ein-
mal erreichte Einsichten, auch die der alten Griechen, werden immer wieder neu
eingesetzt. Es ergeben sich aber immer auch dieselben Schwierigkeiten:

(1) Esist in der Regel nicht von vornherein klar, was die wesentlichen Eigenschaf-
ten einer Problemstellung sind.

(2) Die Reduktion auf wenige Eigenschaften, das heifit der hohe Abstraktionsgrad,
macht die Beschreibungen unanschaulich.

(3) Die Ahnlichkeiten bestehen oft nicht zwischen den Objekten, die in den pri-
méren Problemstellungen auftauchen, sondern in den Relationen zwischen die-
sen Objekten oder noch komplizierteren abgeleiteten Strukturen. Beim Ver-
gleich der Division mit Rest mit der Geometrie von Vielecken sind zum Beispiel
die Struktur der Addition der Restklassen und die Struktur der Symmetrien
dhnlich.

Der hohe Abstraktionsgrad ist einerseits das Erfolgsgeheimnis der Mathematik,
andererseits aber auch der Grund fiir die hohen Hiirden, die der Neuling oder der
interessierte Laie zu iiberwinden hat, wenn er verstehen will, wieso die Mathematik
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so erfolgreich ist. Dass selbst Physikern dieser Erfolg oft unheimlich ist, kann man
in Wigner (1960) nachlesen.

1.4 Sprechen iiber mathematische Objekte: Die
Sprache der Mengenlehre

Die Diskussion von Teilbarkeit und Symmetrie in Abschnitt 1.3 zeigt, dass die
Untersuchung und der Vergleich auch relativ einfacher Problemstellungen sehr
schnell zu Strukturen fiithren, die komplex und wenig anschaulich sind. Allein
die Symmetrien eines Vierecks sind schon Ansammlungen von Abbildungen, die
Punkte und Geraden auf andere Punkte und Geraden abbilden. Bei vielen Fra-
gen, die man zu den Symmetrien haben kann, ist es aber nicht relevant, wie genau
diese Symmetrien zustande kommen. Weil man sich dafiir interessiert, wie sie sich
untereinander verhalten, fasst man sie zu einem neuen mathematischen Objekt
zusammen und beschrénkt sich auf bestimmte Eigenschaften, zum Beispiel darauf,
dass man zwei Symmetrien verkniipfen kann und damit wieder eine Symmetrie
erhdlt. Die Mengenlehre ist eine Sprache, mit der man sehr effizient Aussagen
iber Ansammlungen von Objekten formulieren kann. Man verwendet sie als ein
vereinfachendes Hilfsmittel. Dass die Mengenlehre auch Teil der philosophischen
Grundlegung der Mathematik ist und grundsétzliche Probleme aufwirft, erlautern
wir hier nur kurz. Wir gehen aber in Abschnitt 4.2 ndher auf die Problematik ein.

Die ersten Objekte mathematischer Uberlegungen waren Zahlen und geometrische
Figuren. Was diese Objekte eigentlich sind, war praktisch von Anfang an Gegen-
stand intensiver Uberlegungen und kontroverser Philosophien. Im Laufe der Zeit
kamen weitere mathematische Objekte ganz unterschiedlicher Natur hinzu, wie
zum Beispiel Variablen, Gleichungen und Funktionen. Mengen betrachtet man
erst seit gut hundert Jahren, aber die moderne Mathematik bedient sich ihrer bei
der Beschreibung aller mathematischen Objekte.

Zahlen, Figuren, Funktionen sind Mengen mit gewissen Eigenschaften. Dabei ist
keineswegs klar, was eine Menge eigentlich ist. Die ,Definition“, die auf Seite 22
verwendet wird, ist im Wesentlichen die des Begriinders der Mengenlehre, Georg
Cantor (1845-1918): ,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen’ Dies ist keine wirkliche Erklarung, weil der unbe-
kannte Begriff Menge auf den ebenfalls unbekannten Begriff Zusammenfassung zu
einem Ganzen zuriickgefithrt wird. Widerspriichliche Bildungen solcher Zusam-
menfassungen fithren zu logischen Problemen wie dem vom Dorfbarbier, der alle
Ménner des Dorfes rasiert, die sich nicht selbst rasieren: Wenn sich der Barbier
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selbst rasiert, darf er sich als Barbier nicht rasieren. Wenn er sich aber nicht selbst
rasiert, so muss er sich als Barbier rasieren (vgl. Seite 183). Solche Antinomien
fithrten Anfang des 20. Jahrhunderts in eine Diskussion tiber die Grundlagen der
Mathematik, die bis heute nicht abgeschlossen ist. Fiir die gegenwirtige Praxis
der Mathematik ist vor allem bedeutsam, dass sich die axiomatische Methode,
eine Theorie aus nicht hinterfragten Grundtatsachen (Axiomen) unter Beniitzung
festgelegter logischer Regeln aufzubauen, universell durchgesetzt hat. Im Anhang
findet man ein exemplarische Darstellung nach diesem Muster: ein Axiomensys-
tem fiir die natiirlichen Zahlen, die Konstruktion der anderen in Abschnitt 1.1
erwahnten Zahlbereiche und die Herleitung deren fundamentaler Eigenschaften.

Auch fir die Mengenlehre und die Logik gibt es solche axiomatischen Zugénge,
allerdings sind sie ohne mathematische Ausbildung praktisch nicht nachvollzieh-
bar. Daher stiitzt man sich bei Einfiihrungen in die Mathematik in der Regel auf
(moglichst wenige) intuitive Konzepte, aus denen man dann das mathematische
Gebaude aufbaut. Diese intuitiven Konzepte werden im Verlauf des Mathema-
tikstudiums in Vorlesungen wie Axiomatische Mengentheorie oder Mathematische
Logik hinterfragt und durch eigene axiomatische Gebédude ersetzt. Der Besuch
solcher Vorlesungen ist allerdings selten verpflichtend, und man muss davon aus-
gehen, dass nur ein Bruchteil der Universitdtsabsolventen in den mathematischen
Studiengéngen je eine solche Veranstaltung besucht hat.

Naive Mengenlehre

Ausgangspunkt fiir den ,naiven“ Zugang zur Mengenlehre ist, dass eine Men-
ge durch ihre Elemente festgelegt wird: Eine Menge ist gebildet, wenn feststeht,
welche Objekte dazugehoren. Eine Menge ist also eine Art ,Sack“, der dadurch
bestimmt wird, was er enthilt. Die Objekte, die zu einer Menge gehoren, heiflen
Elemente der Menge. Wenn M eine Menge ist und a ein Element von M, dann
schreibt man a € M. Eine Menge kann man beschreiben, indem man alle ihre
Elemente aufzéhlt oder aber indem man ihre Elemente durch eine Eigenschaft
charakterisiert:

{a,b,c,d, e}
ist die Menge der ersten fiinf (kleinen) Buchstaben des Alphabets, und
x
{w‘xEZund§€Z}

ist die Menge der durch 2 teilbaren ganzen Zahlen (wenn wir akzeptieren, dass Z
die Menge der ganzen Zahlen ist). Die Klammern { }, die in dieser Schreibweise
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vorkommen, nennt man Mengenklammern. Will man klarstellen, dass eine Menge
aus Elementen einer vorgegebenen Menge X besteht, schreibt man auch

{z € X | Eigenschaften von x} oder {x € X : Eigenschaften von x},

zum Beispiel

gelesen als ,die Menge der Elemente von Z mit der Eigenschaft, dass § € Z%,
fiir die geraden Zahlen. Wenn a kein Element von M ist, schreibt man a ¢ M.
Entsprechend unserem Ausgangspunkt nennen wir zwei Mengen gleich, wenn sie

die gleichen Elemente enthalten. Also sind die Mengen
{a,b,c,d,e} und {e,d,c,b,a}
gleich, nicht aber die Mengen
{a,b,c,d,e} und {e,d,b,a}.

Wenn A und B Mengen sind, dann heifit A eine Teilmenge von B, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist. Man schreibt dann A C B. Es gilt also

{e,d,b,a} C{a,b,c,d, e}

Manchmal schreibt man C statt C. Es gibt auch Autoren, die nur A C B schrei-
ben, wenn A C B und A # B gilt, das heifit wenn A echt kleiner als B ist. Mochte
man die ,kleinere“ Menge rechts stehen haben, schreibt man auch B O A statt
AC Bund B D A statt A C B.

Fiir jede Teilmenge A C B kann man ihr Komplement
{beB|b¢g A}

betrachten. Es wird mit B\ A — gelesen als ,,B ohne A“ — oder (wenn B aus dem
Kontext klar ist) CA bezeichnet. Wenn A keine Teilmenge von B ist, schreibt man

A¢ B.

FEine sehr wichtige neue Menge, die man aus einer gegebenen Menge konstruieren
kann, ist die Potenzmenge

PM) :={N|NC M}

von M, deren Elemente alle Teilmengen von M sind. Die Schreibweise N := B
verwendet man héufig, um eine neue Bezeichnung N fiir ein bekanntes Objekt B
einzufithren.
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Hat man zwei Mengen A und B, so gibt es verschiedene Moglichkeiten, daraus
neue Mengen zu konstruieren:

{z |z € A oder z € B}

heiit die Vereinigung von A und B und wird mit A U B bezeichnet. Eine Doppe-
lung von Elementen ist in der Vereinigungsmenge nicht vorgesehen. Wenn ¢ ein
Element sowohl von A als auch von B ist, dann ist ¢ ein Element von A U B,
kommt aber darin nicht doppelt vor.

Die Menge
{z|z € Aund z € B}

heiit der Schnitt von A und B und wird mit AN B bezeichnet. Um sicherzustellen,
dass der Schnitt zweier Mengen immer gebildet werden kann, muss man eine be-
sondere Menge zulassen: die leere Menge, die {iberhaupt kein Element enthélt und
mit @ oder { } bezeichnet wird. Letztere Bezeichnung unterstiitzt die Intuition,
dass { } ein leerer Sack ist.

Die Definition von Schnitt und Vereinigung von zwei Mengen lasst sich problem-
los auf mehr als zwei Mengen verallgemeinern. Nehmen wir an, wir haben eine
ganze Ansammlung von Mengen, von denen jede ein ,Namensschild“ bekommt,.
Die Namen bilden zusammen wieder eine Menge, die hier mit I fiir Indexmenge
bezeichnet sei. Jetzt kann man die Ansammlung von Mengen beschreiben: Es sind
die Mengen A; mit ¢ € I. Die Vereinigung der A; ist dann die Menge, die als
Elemente alles enthélt, was in irgendeiner der einzelnen Mengen A; Element ist:

UAi = {z | es gibt ein ¢ € I mit x € A4;}.

iel
Man packt quasi die Elemente der A; alle in einen grofien Sack. Dagegen ist der
Schnitt der A; die Menge, die als Elemente nur das enthélt, was in jeder der
einzelnen Mengen A; Element ist:

mAi = {a | fur alle ¢ € I gilt © € A4;}.

icl
Die Vereinigung von disjunkten Mengen, das heiit Mengen, deren Schnitt leer ist,
bezeichnet man auch mit AW B bzw. [, 4.

Manchmal méchte man zwei Mengen A und B, die nicht ndher bekannt sind, als
disjunkt betrachten, das heifit, jedes Element von A bekommt eine unsichtbare
Kennzeichnung ,zu A gehorig,” und entsprechend bekommen die Elemente von B
die B-Kennzeichnung. Die so praparierten Mengen sind disjunkt, und man kann
ihre disjunkte Vereinigung betrachten, die man dann mit A IT B bezeichnet und
auch die mengentheoretische Summe nennt.
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Eine weitere Menge, die man aus A und B bauen kann, ist das kartesische Produkt,
das nach René Descartes benannt ist. Es besteht aus allen geordneten Paaren (a, b)
mit a € A und b € B und wird mit A x B bezeichnet:

Ax B:={(a,b) |a € Abe B}

Das kartesische Produkt ist niitzlich, wenn es darum geht, Beziehungen zwischen
Elementen einer oder mehrerer Mengen zu modellieren. Betrachtet man als Bei-
spiel die Menge H aller Horer der Vorlesung Analysis 1 und S, die Menge aller an
der Universitdt Paderborn angebotenen Studienrichtungen, so lasst sich aus der
Teilmenge

{(z,F) € Hx S| zstudiert F'}

von H x S ablesen, welcher Horer fiir welche Studienrichtung eingeschrieben ist.
Allgemein bezeichnet man jede Teilmenge R eines kartesischen Produkts A x B
als eine Relation zwischen A und B. Die Interpretation von (a,b) € R ist: ,a steht
in Relation R zu b Man schreibt auch oft aRb statt (a,b) € R. Wenn A gleich
B ist, das heifit die Relation aus Elementen von A x A besteht, spricht man auch
von einer Relation auf A.

Die Sprache der Mengenlehre hat es ermoglicht, die Situation im Horsaal mathe-
matisch prézise zu beschreiben. Dariiber hinaus gelingt es in der Notation der
Mengenlehre, mathematisch prézise Beschreibungen auch von Beziehungen zwi-
schen Objekten zu geben.

Beispiele 1.7 und 1.8 illustrieren solche Bezichungen nicht zwischen Studierenden
und ihren Studienfichern, sondern zwischen Zahlen.

Beispiel 1.7
Sei A={1,3,5} und B = {2,3,4}. Dann ist

R:={(1,2),(1,3),(1,4),(3,4)}

eine Relation. Bei genauerem Hinsehen stellt man fest, dass (a,b) € A x B genau
dann Element der Relation ist, wenn a kleiner als b ist. Wenn man jetzt die
Relation < statt R nennt, wird die Schreibweise aRb zu a < b. Auf diese Weise
erhélt man eine saubere mengentheoretische Beschreibung der Relation, ohne auf
die gewohnte intuitive Schreibweise verzichten zu miissen.
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Beispiel 1.8 (Teilbarkeit)

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und a, b € N. Wir sagen a teilt b, geschrie-
ben a | b, falls b ein ganzzahliges Vielfaches von a ist, das heifit falls es ein ¢ € N
mit b = ¢ - a gibt. Damit definiert R := {(a,b) € N x N : a | b} eine Relation auf
N.

(i) Die Relation R ist reflexiv, das heift, es gilt a | a.

(ii) Die Relation R ist transitiv, das heifit, aus a | b und b | ¢ folgt a | c.

(iii) Aus a|bund b | a folgt a = b.

(iv) Aus a | b folgt a < b. Insbesondere hat jede natiirliche Zahl nur endlich viele
Teiler.

An dieser Stelle fiigen wir einen kleinen Exkurs iiber Aquivalenzrelationen und
Aquivalenzklassen ein, denn die mengentheoretische Beschreibung von Relationen
erlaubt es auch, das im Kontext der Teilbarkeitsregeln diskutierte Prinzip der
Vereinfachung durch Beschrankung auf bestimmte Eigenschaften mathematisch
prizise zu formulieren. Aquivalenzrelationen sind eine Abstraktion der ,,Aquiva-
lenz modulo m* aus Beispiel 1.4, und die dort beschriebenen Restklassen sind
Beispiele fiir Aquivalenzklassen.

Beispiel 1.9 (Restklassen)

Sei m € Nund R = {(a,b) € ZxZ | a =b mod m}. Man schreibt mZ fiir die
Menge aller Zahlen der Form a = mk mit k € Z, das heifit, mZ ist die Menge der
durch m teilbaren ganzen Zahlen. Dann gilt

R={(a,b) €ZXZ| (a—0b) € mZ},

weil zwei Zahlen bei Division durch m genau dann den gleichen Rest haben, wenn
ihre Differenz den Rest 0 hat. Die Relation R ist reflexiv, transitiv und symme-
trisch, das heifit, aus aRb folgt bRa. Die Restklasse [k] von k modulo m lasst sich
auch folgendermafien beschreiben:

(k] ={a € Z | aRk} =k +mZ = {k+ €| L € mZ}.

In der abstrakten Version der Aquivalenzrelation werden die Restklassen dann zu
Aquivalenzklassen (Beispiel 1.10).
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Beispiel 1.10 (Aquivalenzrelationen)

Sei M eine Menge. Eine reflexive und transitive Relation R auf M heifit Aquiva-
lenzrelation, wenn sie auflerdem symmetrisch ist, das heifit, aus xRy folgt yRx.
Wenn R eine Aquivalenzrelation auf M ist, dann nennt man die Menge

{y € M | xRy}

aller Elemente, die dquivalent zu x sind, das heifit beztiglich R in Relation zu x
stehen, die Aquivalenzklasse von x beziiglich R. Man bezeichnet sie oft mit [z]g
oder einfach nur mit [z], wie bei den Restklassen aus Abschnitt 1.3, wenn aus
dem Kontext klar ist, iiber welche Relation man spricht.

Die Menge aller Aquivalenzklassen wird mit M /R bezeichnet. Die Elemente einer
Aquivalenzklasse heiBen auch Reprisentanten der Aquivalenzklasse. Insbesondere
sind zwei Elemente genau dann dquivalent, wenn ihre Aquivalenzklassen gleich
sind. Daher ist M die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen (siche Abbil-
dung 1.4).

Wenn man fiir eine Menge von Objekten einen Katalog von Eigenschaften defi-
niert und Objekte mit gleichen Eigenschaften dquivalent nennt, erhélt man eine
Aquivalenzrelation, und das Prinzip der Vereinfachung durch Beschrinkung auf
bestimmte Eigenschaften lésst sich jetzt so formulieren, dass man die Menge der
Aquivalenzklassen dazu untersucht.

Abbildungen lassen sich in der Sprache der Mengenlehre als zwischen den Elemen-
ten zweier Mengen bestehende Relationen beschreiben. Wenn jedes Element von
A zu genau einem Element von B in Relation steht, nennt man so eine Relation
eine Abbildung oder Funktion von A nach B. Die Idee hinter dieser Setzung ist,
dass man jedem Element a von A genau ein Element b von B zuordnen will,
namlich dasjenige mit (a,b) € R. Man schreibt dann R: A — B, a +— R(a) und
R(a) = b fiir (a,b) € R. Auch hier dient die verénderte Schreibweise dazu, men-
gentheoretische Definitionen (in denen nicht von Variablen etc. die Rede ist) und
die traditionelle Notation fiir Funktionen unter einen Hut zu bringen.

Die oben betrachtete Relation zwischen Horern der Analysis 1 und Studienrichtun-
gen (Bachelor Mathematik, Lehramt an Gymnasien fiir Mathematik und Physik,
Master Germanistik etc.) der Universitit Paderborn ist also genau dann eine
Funktion, wenn jeder Horer fiir eine Studienrichtung eingeschrieben ist, aber
nicht fiir mehrere (jedem Horer lésst sich in eindeutiger Weise eine Studienrich-
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tung zuordnen). Nicht ausgeschlossen ist durch die Definition der Funktion, dass
mehrere Horer fir die gleiche Studienrichtung eingeschrieben sind. Wiirde man
hier von Studienfichern und nicht von Studienrichtungen ausgehen, wiirde man
keine Funktion erhalten, denn alle Lehramtskandidaten studieren mehrere Fécher.
Wenn es in der Vorlesung Teilnehmer gibt, die ein echtes Doppelstudium machen,
ist die Relation auch keine Funktion. Ebenso verhélt es sich, wenn es in der Vor-
lesung ,,Schiilerstudenten® gibt, das heifit Schiiler, die vollwertige Teilnehmer des
Kurses sind, aber mangels Abitur noch nicht als Studierende an der Universitat
eingeschrieben werden diirfen. In diesem Fall kann nédmlich nicht jedem Horer eine
Studienrichtung zugeordnet werden.

Die formale Definition einer Abbildung durch Relationen erlaubt es, die Idee eines
Groflenvergleichs, die in Abbildung 1.8 anklang, préziser zu fassen: Sei f: A — B
eine Abbildung. Man nennt sie injektiv, wenn aus f(a1) = f(az) folgt a1 = az. In
dem Bild mit den Pfeilen bedeutet das, dass es keinen Punkt gibt, an dem zwei
Pfeile enden. Anders ausgedriickt, man kann sich A in B eingebettet vorstellen,
indem man jeden Punkt ¢ mit seinem Bild f(a) unter f identifiziert (Abbil-
dung 1.9). Dies ist dann eine Moglichkeit, , A kleiner oder gleich B“ zu sagen.
Diese Betrachtungsweise ermoglicht es auch, den Gréflenunterschied noch weiter
zu quantifizieren, zum Beispiel indem man zéhlt, wie viele Elemente von B nicht
im Bild von A sind.

Wenn auf der anderen Seite zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b existiert,
nennt man f surjektiv. In dem Bild mit den Pfeilen bedeutet das, in jedem Punkt
von B endet mindestens ein Pfeil. Hier kann man sich vorstellen, dass B von A
via f vollkommen tiberdeckt wird, und das ist eine Moglichkeit, ,,A grofier oder
gleich B* zu sagen. Auch hier kann man den GréBenunterschied noch weiter quan-
tifizieren, indem man beispielsweise fiir jedes b € B zdhlt, wie viele Elemente von
A auf b abgebildet werden.

Wenn eine Abbildung f sowohl injektiv als auch surjektiv ist, dann heifit sie
bijektiv. Fiir A = B findet man damit genau den Begriff der Symmetrie aus Bei-
spiel 1.6. In dem Bild mit den Pfeilen bedeutet die Bijektivitit, dass von jedem
Punkt von A genau ein Pfeil ausgeht und in jedem Punkt von B genau ein Pfeil
eingeht. Durch Umdrehen der Pfeile lasst sich also eine Abbildung B — A defi-
nieren, die man die Umkehrabbildung von f nennt und mit f~! bezeichnet. Im
Ergebnis entspricht dann jedem Punkt von A genau ein Punkt von B, das heifit,
dies ist eine Moglichkeit, , A und B sind gleich grof§“ zu sagen.

Die Formalisierung des Funktionsbegriffs als Teilmenge eines kartesischen Pro-
dukts mit gewissen Eigenschaften ist ein erstes Beispiel dafiir, dass die Mengen-
lehre in der Lage ist, einen einheitlichen Rahmen fiir zunéchst als ganz verschieden
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Abb. 1.9 Abbildungen als Vergleich von Mengen

betrachtete mathematische Begriffe zu schaffen. Sie ist ein wesentlicher Schritt im
stufenweisen Aufbau eines immer komplexer werdenden mathematischen Univer-
sums, in dem nach immer den gleichen Prinzipien aus Mengen Funktionen zwi-
schen Mengen, dann Mengen von Funktionen zwischen Mengen, dann Funktionen
zwischen Mengen von Funktionen zwischen Mengen werden, und so weiter.

Zusammenfassung

Die naive Mengenlehre erlaubt es, in einer einheitlichen Sprache mathematische
Objekte und Beziehungen zwischen diesen zu beschreiben. Durch iterativen Ge-
brauch lassen sich dariiber hinaus auch komplexere Beziehungsgeflechte wie ,,Rela-
tionen auf Mengen von Abbildungen zwischen Mengen von Funktionen“ darstellen.
So leistet die Mengenlehre nicht nur einen Beitrag zur Prézisierung der Sprache
in der Mathematik, sondern trégt auch ganz entscheidend zur Vereinfachung der
Darstellung bei.

1.5 Kommunikation iiber gesicherte
Erkenntnisse

Auch wenn Objekte und ihre Beziehungen prézise beschrieben werden, ist die
Kommunikation zwischen Mathematikern {iber wissenschaftliche Erkenntnisse und
FEinsichten kompliziert. Problematisch ist bereits die Frage, wann eine Einsicht als
gesichert betrachtet werden kann und zur Veroffentlichung geeignet ist. Diese Fra-
ge wird in unterschiedlichen Disziplinen unterschiedlich beantwortet, vgl. Engelen
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et al. (2010). In der Mathematik legt man sehr strenge Kriterien an. Mathema-
tiker werden im Studium dazu angehalten, nichts als offensichtlich anzusehen,
was nicht durch abgesicherte logische Schlussfolgerungen aus den zugrunde lie-
genden Axiomen abgeleitet werden kann. Dennoch bestehen die mathematischen
Arbeiten, durch die Mathematiker ihre Ergebnisse kommunizieren, nicht aus einer
reinen Aneinanderreihung solcher logischen Schlussketten. Vielmehr finden sich
in den Veroffentlichungen eine Reihe von Argumenten dafiir, dass ein bestimmter
Sachverhalt zutrifft. Nichtmathematiker haben in der Regel keine Chance, eine
solche Argumentationskette nachzuvollziehen, schon weil sie die verwendeten Be-
griffe nicht kennen. Ahnlich geht es sogar professionellen Mathematikern, wenn
es sich nicht gerade um ihr Fachgebiet handelt. Sie sind nicht vertraut mit den
Konstruktionen und Schliissen, die in spezifischen Kontexten verwendet und da-
her nicht separat eingefiihrt oder begriindet werden. Selbst fiir Spezialisten ist die
Lektiire von Fachliteratur oft mithsam.

Worin liegt die Schwierigkeit bei der Kommunikation {iber mathematische Sach-
verhalte? Angenommen, jemand macht sich die Miihe, alle Definitionen und be-
liebig viele Details einzufiigen, konnte er dann einen Text erstellen, der mit einem
Lexikon der Axiome und einer Aneinanderreihung von logischen Wahrheitstafeln
fiir jedermann nachvollziehbar wére? In den allermeisten Féllen nicht. Der Text
wére so lang und uniibersichtlich, dass er im besten Falle nur noch lokal ver-
stéandlich wére. Ein Leser konnte letztendlich vielleicht noch entscheiden, ob der
beschriebene Sachverhalt zutrifft oder nicht. Die Ideen jedoch, die zu seiner Auf-
findung gefiihrt haben, wére auf diese Weise kaum mitteilbar. Es stellt sich also
die Frage, wie iiber Mathematik so kommuniziert werden kann, dass Einsichten
iibermittelt werden.

Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, muss man sich Gedanken dariiber
machen, wie ein Individuum mathematische Sachverhalte erfasst. Der Physiker
Richard Feynman (1918-1988) schreibt in seiner (sehr lesenswerten) Autobiogra-
fie Feynman (1997) dazu:

»I had a scheme, which I still use today when somebody is explaining something
that I'm trying to understand: I keep making up examples. For instance, the
mathematicians would come in with a terrific theorem, and they’re all excited.
As they’re telling me the condition of the theorem, I construct something which
fits all the conditions. You know, you have a set (one ball) — disjoint (two balls).
Then the balls turn colors, grow hairs, or whatever, in my head as they put more
conditions on. Finally they state the theorem, which is some dumb thing about
the ball which isn’t true for my hairy green ball thing, so I say, ,False!". ¢

Eine mathematische Arbeit sollte ebenso wie jedes Lehrbuch eine Anleitung zu
einem individuellen Erkenntnisprozess sein. Ein Mangel an Details macht es dem
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Leser unmoglich, brauchbare interne Modelle zu entwickeln. Andererseits ldsst
ibergrofie Detailfiille den Leser manchmal den Wald vor lauter Bdumen nicht
erkennen.

Vor diesem Hintergrund ist es geradezu erstaunlich, dass die Spezialisten auf ei-
nem Gebiet sich so oft einig sind, wenn es darum geht zu beurteilen, ob ein Beweis
vollstédndig ist, was so viel heiflen soll wie: ,,Der Beweis versetzt einen Leser mit
hinreichenden Kenntnissen in die Lage, interne Modelle zu entwickeln, aus denen
er einen Beweis des angegebenen Sachverhalts produzieren kann, wenn er willens
ist, sich ein bisschen anzustrengen.© Wenn wir dies als ,Definition® eines forma-
len Beweises akzeptieren, dann geht der Streit darum, ob anzustreben sei, dass
eine mathematische Arbeit fiir die in ihr aufgestellten Thesen formale Beweise
anfithrt. Insbesondere Spitzenmathematiker vertreten bisweilen den Standpunkt,
dass der strenge Beweiszwang den freien Geist einschrinke und den Fortschritt der
Mathematik behindere. Bei dem Ausdruck rigorous proof fithlen sich manche an
rigor mortis — Totenstarre — erinnert. Dementsprechend gibt es viele unbewiesene
Behauptungen in der Literatur.

Schon immer haben Mathematiker unbewiesene Vermutungen aufgestellt, die dann
die Fantasie der Nachwelt befliigelt haben. Das Fermatsche Problem (Seite 5)
ist nur ein Beispiel von vielen. Einige der Spekulationen und skizzierten Pro-
gramme sind zu mathematischem Weltruhm gelangt und ihre Schopfer mit der
Fields-Medaille ausgezeichnet worden, dem angesehensten Preis, den es in der
Mathematik gibt. Das mag berechtigt sein, weil einige dieser Vermutungen grofie
Wirkung zeigen und Einfluss auf die Entwicklung der Mathematik ausiiben. Ein
Beispiel dafiir ist das Geometrisierungsprogramm von William Thurston (geb.
1946, Fields-Medaille 1982), das letztendlich den Beweis der im Jahr 1904 aufge-
stellten Poincaré-Vermutung durch Grigori Perelman (geb. 1966, hat die Fields-
Medaille 2006 abgelehnt) ermoglicht hat.

Bei vielen Mathematikern 16st jedoch die Vorstellung, dass Beweis und Spekulati-
on untrennbar verwoben werden, Unbehagen aus. Es gibt warnende Beispiele: Im
19. Jahrhundert gab es eine Schule von hervorragenden italienischen Geometern,
deren von brillanter Intuition geprédgte Arbeiten zuletzt eben nicht mehr nach-
vollziehbar waren, was dem Gebiet der Algebraischen Geometrie einen lingeren
Dornroschenschlaf bescherte. Erst Mitte des 20. Jahrhunderts wurde es von André
Weil (1906-1988) und anderen auf ein Fundament mit prézisen mathematischen
Begriffsbildungen gestellt. Diesem Unbehagen haben amerikanische Mathematiker
Ende des 20. Jahrhunderts Ausdruck verliehen, als sie eine ,,theoretische Mathe-
matik“ fordern, die analog der Rolle der theoretischen Physik Spekulationen be-
reitstellt, die dann von der strengen Mathematik, in Analogie zur experimentellen
Physik, iberpriift werden. Auch wenn man den Namen ,theoretische Mathema-
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tik* nicht in diesem Sinne akzeptiert, ist es unabdingbar, dass man Spekulation
und Beweis trennt und jedes als das bezeichnet, was es ist. Tut man das nicht,
so setzt man eine wichtige Errungenschaft des mathematischen Wissenschafts-
betriebs aufs Spiel: die Verlésslichkeit der verdffentlichten Ergebnisse und damit
die Bereitschaft der Mathematiker, sich gegenseitig zuzuhéren und so sténdige
Wiederholungen zu vermeiden.

Bisher bot das Peer Review System, das heifit eine Begutachtung durch Fachkolle-
gen vor der Verdffentlichung, eine gewisse Garantie fiir die Verlésslichkeit mathe-
matischer Verdffentlichungen. Der nicht zuletzt durch eine iiberzogene Preispolitik
verursachte schleichende Niedergang der von kommerziellen Verlagen herausgege-
benen Fachzeitschriften konnte diese Kontrolle nun schwéchen. Die elektronischen
Preprintserver verlassen sich auf eine reine Qualitdtsselbstkontrolle.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach einem Bewertungssystem fiir
wissenschaftliche Leistungen. Insbesondere ist zu fragen, welcher Wert Konzepten
und Vermutungen gegeniiber Beweisen zugemessen wird. Gibt es keinen Druck
mehr, Beweise zu verdffentlichen, weil man schon fiir die Formulierung eines Sat-
zes oder fiir heuristische Argumente die entsprechende Anerkennung erfahrt, so
besteht die Gefahr, dass die allgemeine Verfiigbarkeit von verldsslicher Information
noch weiter abnimmt. In noch stérkerem Maf§ als bisher werden dann die Zentren
der mathematischen Forschung wie Paris, Boston, Moskau, Ziirich oder Bonn zu
geschlossenen Schulen, weil man nur dort erfahren kann, was wirklich bekannt ist
und was nicht. Das hat verheerende Auswirkungen auf die Themenwahl in der
LProvinz“. Wer fasst schon ein heifles Thema an, wenn er immer gewértig sein
muss, dass er nach getaner Arbeit zu horen kriegt: ,Wissen wir schon lange.

Umgekehrt, wenn einer der Grofien ein Gebiet systematisch und mit formalen
Beweisen beackert, dann traut sich keiner mehr dorthin, weil er mit dem Meister
ohnehin nicht konkurrieren kann. Fields-Medaillist Thurston gibt dieses als einen
entscheidenden Grund fiir seine , Nichtveroffentlichungspolitik® an.

Dariiber hinaus darf man kreative Geister auch nicht mit Forderungen nach mathe-
matischer Strenge ersticken, denen sie nicht nachkommen kénnen. Benoit Mandel-
brot (1924-2010), der fiir seine Arbeiten zur fraktalen Geometrie berithmt wurde,
wies die Forderung folgendermaflen zurtick:

,Philip Anderson describes mathematical rigor as irrelevant and impossible. I
would soften the blow by calling it besides the point and usually distracting, even
where possible.”
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Anzustreben ist ein Wertesystem, das mathematisches Teamwork als eine ver-
niinftige Arbeitsteilung zuldsst: Eine neue mathematische Einsicht entsteht mit
Sicherheit nicht nach dem bekannten Definition-Satz-Beweis-Schema. Spekulation
und Intuition spielen eine wichtige Rolle. Aber es geht nicht nur um die Erwei-
terung der Mathematik, es geht auch darum, das angehdufte Wissen unter allen
Mathematikern verfiighar zu machen. Die Erkenntnisse der wirklich innovativen
Kopfe, von denen es in jeder Generation immer nur ein paar gibt, miissen so do-
kumentiert werden, dass sie erhalten bleiben, wenn die Wissenschaftler, an deren
internen Modellen diese Erkenntnisse ,,abgelesen* wurden, nicht mehr da sind. Es
muss auch derjenige Anerkennung finden, der ,nur“ beweist, was andere schon
»gewusst® haben. Selbst wer Bekanntes vereinfacht oder vereinheitlicht und da-
mit besser greifbar macht, hat angesichts der Informationsfiille einen wichtigen
Beitrag geleistet.

Wenn man die Masse der Mathematiker, die eben nicht an den Zentren der For-
schung arbeiten und dementsprechend keinen Zugang zu den informellen Kanélen
der Informationsverbreitung haben, in die Gemeinschaftsaufgabe , Weiterentwick-
lung der Mathematik® einbeziehen will, braucht man verlissliche, allgemein zu-
gangliche Medien, welche die verfiigbare Information verbreiten. Man muss wissen,
welche Aussagen schon tiberpriifte Teile des Mathematikgebédudes sind, geeignet,
um darauf aufzubauen, und welche nur Markierungen darstellen, und darauf
hinweisen, wo sich die Anstrengungen konzentrieren sollten. Andernfalls laufen
wichtige Entwicklungen Gefahr, mit dem Ausscheiden ihrer Hauptproponenten
einfach abzusterben, statt in ein Gesamtgebédude eingebaut zu werden.

So vollzieht sich die Kommunikation {iber mathematische Einsichten in unter-
schiedlichen Spannungsfeldern: Sie muss nachvollzichbar und {iberpriifbar sein,
soll aber auch Intuition und Spekulation nicht aussparen. Sie muss Erkenntnisse
so festhalten, dass sie immer wieder nachvollzogen werden kénnen, aber es bleibt
unvermeidbar, dass die Lektiire dem Leser ein hohes Mafl an individuellem Enga-
gement abfordert.

1.6 Beweise

Die eingehende Beschéiftigung mit Beweisen unterscheidet die Ausbildung zum
Mathematiker von der Mathematikausbildung fiir Ingenieure, Naturwissenschaft-
ler und andere Mathematikanwender. Die Allgegenwértigkeit von Beweisen in den
Grundvorlesungen macht auch vielen Studienanfingern Schwierigkeiten, weil sie
es aus der Schule gewohnt sind, dass im Mathematikunterricht dem Rechnen die
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meiste Beachtung geschenkt wird. Beweise markieren die Grenze zwischen Mathe-
matik als Kulturtechnik und Mathematik als Wissenschaft. In diesem Abschnitt
werden beispielhaft verschiedene Beweise vorgestellt und erlautert. Es geht dar-
um, die abstrakte Diskussion des Beweisbegriffs in Abschnitt 1.5 mit konkreten
Beispielen zu unterlegen und einen Einblick in die Vielfalt von Beweisfithrungen
zu geben.

Von den hier vorgestellten fundamentalen Beweistypen lassen sich einige iiber
die Zielsetzung beschreiben, wie konstruktive Beweise und Ezxistenzbeweise. Ande-
re charakterisiert man eher iiber ihre logische Struktur, wie Widerspruchsbeweise
oder Induktionsbeweise. Man erhalt so eine sehr grobe Einteilung von Beweistypen.
Normalerweise sieht man einer mathematischen Aussage wie ,Es gibt unendlich
viele Primzahlen® nicht von vornherein an, mit welchem Beweistyp man sie veri-
fizieren oder widerlegen kann. Aber selbst wenn die gestellte Aufgabe lautet, man
solle diese Aussage mit einem Widerspruchsbeweis verifizieren, enthélt das noch
keinen Hinweis auf die konkrete Beweisidee. In der Regel gibt es auch mehr als eine
Methode, eine Aussage zu beweisen. Auch wenn erfahrene Mathematiker einem
Problem oft Ahnlichkeiten mit einem schon vorher behandelten Problem ansehen,
gibt es keine Automatismen. Nicht umsonst haben sich die Hoffnungen der KI-
Forscher (KI = Kiinstliche Intelligenz) auf die Automatisierung mathematischer
Beweisfithrungen bisher nur in sehr bescheidenem Mafle erfiillt. Mathematiker
empfinden das auch nicht als deprimierend, sondern im Gegenteil als sehr erfreu-
lich. Es bestétigt ihre Auffassung, mathematische Forschung sei eine sehr kreative
Téatigkeit.

Im Lichte der Unvollstandigkeitssétze von Kurt Goédel (1906-1978), die auf Sei-
te 187 beschrieben sind, kann man auch philosophisch argumentieren und zu dem
Schluss kommen, dass die Mathematik sich nicht auf ein formales System redu-
zieren lasst und daher fiir einen Computer nicht vollstdndig erfassbar ist. Diese
Frage wird in (Goldstein, 2006, 199 {f.) eingehender diskutiert. Godels Resultate
zeigen insbesondere, dass man in einem mathematischen Formalismus Aussagen
formulieren kann, die sich innerhalb dieses Formalismus weder beweisen noch
widerlegen lassen. Dieser Aspekt ist nicht Thema dieses Abschnitts. Er wird in
Abschnitt 4.2 naher beleuchtet.

Da es keine systematische ,,Theorie der Beweisfithrung” und kein proof enginee-
ring gibt, kann man zwar allgemeine Prinzipien mathematischer Beweisfiihrung
beschreiben, aber nur anhand gut gewéhlter Beispiele kann man lernen, wie man
sie konkret einsetzt. Um solche Beispiele beschreiben zu kénnen, muss man ein
Mindestmafl an mathematischen Objekten zur Verfiigung haben. Es ist daher
nicht zu vermeiden, dass in diesem Abschnitt mehr Zahlen, Formeln und Men-
gen vorkommen als in den tbrigen Teilen dieses Buches. Dementsprechend ist
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die Lektiire dieses Abschnitts fordernder als alle bisherigen Teile. Die technischen
Aspekte der Beispiele sind wieder grau hinterlegt und kénnen beim ersten Lesen
ibersprungen werden. Selbstverstédndlich kann man auch den ganzen Abschnitt
bei der ersten Lektiire weglassen, aber ein gewisses Grundverstéandnis dafir, wie
Mathematik funktioniert, ist ohne ein wenig Miihe ebenso wenig zu haben wie
Hausmusik ohne Ubung.

Mathematische Texte sind tiblicherweise strikt gegliedert. Man fiihrt neue Begriffe
unter der Uberschrift Definition ein und beschreibt mathematische GesetzmaBig-
keiten als Sdtze wie im Falle des Fundamentalsatzes der Algebra (Satz 1.1). Sétze
kénnen unterschiedliches Gewicht und unterschiedliche Funktionen haben. Einen
Satz, den man (gemessen am Kontext) relativ leicht beweisen kann, bezeichnet
man oft als Proposition. Sétze, die vorbereitender Natur sind, werden gerne Lem-
ma (Plural: Lemmata) genannt. Dagegen heilen Séitze, die mehr oder weniger
unmittelbare Konsequenzen eines vorausgehenden Satzes sind, Korollar. Mathe-
matische GesetzméafBigkeiten, die man ohne Beweis voraussetzen will, nennt man
Axiome. Die Axiome stehen am Anfang einer mathematischen Theorie. Aus ihnen
werden mithilfe von logischen Schlussfolgerungen die Sétze abgeleitet. Man muss
sich also immer im Klaren dariiber sein, dass die Giiltigkeit der Sétze nur unter
der Bedingung nachgewiesen ist, dass alle Axiome giiltig sind. Wenn die Axiome
schlecht gewéhlt sind, widersprechen sie einander und es ist nicht moglich, dass sie
alle giiltig sind. Dann bricht die Theorie zusammen. Beweise fiir mathematische
Sétze werden normalerweise auch klar gekennzeichnet. Meistens beginnt ein Be-
weis mit ,Beweis“ und endet mit einem abschlielenden Symbol wie O oder g.e.d.,
das fiir quod erat demonstrandum (lateinisch ,was zu beweisen war®) steht.

Konstruktive Beweise

Die einfachste Variante eines konstruktiven Beweises besteht darin, alle denkbaren
Konstellationen einer vorgegebenen Situation aufzulisten und dann nachzuweisen,
dass es eine Konstellation mit einer bestimmten Eigenschaft gibt. Dabei muss
man jede einzelne Konstellation auf diese Eigenschaft testen. Man markiert die
Konstellationen mit der gesuchten Eigenschaft und kann zum Schluss sagen, ob
es solche Konstellationen gibt, und sie gegebenenfalls alle auflisten.

Als Beispiel betrachten wir die folgende typische mathematische Aussage, die die
Fragestellung nach der Losung von Gleichungen verallgemeinert: In der Menge M
gibt es ein Element x mit der Eigenschaft E. In giinstigen Féllen kann man solche
Elemente durch eine Konstruktionsvorschrift tatséchlich bestimmen. Manchmal
kann man sogar zeigen, dass es nur ein solches Element geben kann. In der Regel
erhoht so eine Eindeutigkeit die Chance, das Element auch wirklich zu finden.
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Beispiel 1.11 (Diskrete Optimierung)

Zwischen zwei Stddten a und b soll eine Strafie gebaut werden. Die moglichen
Bauabschnitte seien durch den folgenden Graphen gegeben. Die Knoten kénnten
dabei zum Beispiel Dorfer sein, die potenziell an das Strafiennetz angebunden
werden.

Dabei stellen die Kantenbewertungen, das heif3t die Zahlen an den Verbindungsli-
nien, die Kosten fiir den jeweiligen Bauabschnitt dar. Beispiele fiir solche Kosten
waren Baukosten, 6kologische Kosten, Kosten fiir den Erwerb von Grundstiicken
oder Kombinationen solcher Kosten, jeweils bewertet in Geld oder einer anderen
Berechnungseinheit. Die Frage ist jetzt: Wie muss die Strafie verlaufen, damit die
gesamten Baukosten minimal werden? Man sucht also diejenigen Wege von a nach
b, fiir die die Summe der Bewertungen der durchlaufenen Kanten minimal ist.

Behauptung: Die minimalen Baukosten sind 6 Berechnungseinheiten, und es gibt
drei verschiedene Streckenfiihrungen, fiir die diese Baukosten realisiert werden.

Beweisstrategie: Man muss nur Wege betrachten, die keinen Punkt mehr als
einmal ansteuern. Von dieser Bauart gibt es nur endlich viele Wege, die von a
nach b fithren. Also kann man sie alle auflisten und nachsehen, fiir welchen die
Summe der Kantenbewertungen minimal ist. Damit ist Folgendes klar: Es gibt
einen Weg der gesuchten Art und die beschriebene Methode findet alle solchen
Wege.

Ebenfalls klar ist, dass schon bei diesem kleinen Beispiel eine ganz erhebliche
Menge von verschiedenen Wegen von a nach b existieren. Das heifit, man muss
eine lange Liste aufstellen und tiberpriifen, worauf hier aus Platzgriinden verzichtet
werden soll.

Die beschriebene Methode stellt einen konstruktiven Beweis dar, denn man hat
am Ende nicht nur herausgefunden, dass es eine Konstellation der gesuchten Art
gibt, sondern man kann auch eine solche Konstellation angeben. Allerdings st6ft
diese brute force-Methode bei der Suche nach optimalen Loésungen sehr schnell

an Kapazitiatsgrenzen und verwandelt sich praktisch in einen reinen Existenzbe-
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weis (Seite 58), bei dem es nicht mehr darum geht, eine Losung zu présentieren,
sondern nur darum, die Existenz einer Losung nachzuweisen. Es gibt sehr viel ele-
gantere Methoden, das oben gestellte Problem anzugehen, diese sind aber deutlich
komplizierter.

In unserem néchsten Beispiel geht es um den grofiten gemeinsamen Teiler
geT(a,b) zweier natiirlicher Zahlen a und b, das heifit die grofite Zahl, durch
die man sowohl a als auch b teilen kann. Dieses Beispiel ist zweistufig. Zunéchst
wird gezeigt, dass es eine Zahl der gesuchten Art gibt (reiner Existenzbeweis). Erst
danach wird eine Methode angegeben, dieses Element konkret zu bestimmen, in-
dem man zeigt, dass das Resultat eines Algorithmus die beschriebene Eigenschaft
hat. Beide Schritte zusammen ergeben einen konstruktiven Existenzbeweis, der
die Existenz durch das Angeben des gesuchten Objekts nachweist.

Der Schliissel zur Bestimmung des ggT liegt in der Division mit Rest, die wir
schon mehrfach verwendet haben. Wir formulieren sie noch einmal ganz explizit:

Lemma 1.12 (Division mit Rest)
Seien a,b € N. Dann existieren q, r € Ng := NU{0} mita = q-b+r und 0 < r < b.

Verbalisierung: Man zieht von einer Zahl a die Zahl b so oft ab, wie man als
Ergebnis eine natiirliche Zahl oder 0 erhélt. Das letzte solche Ergebnis ist r, und
q ist die Anzahl der durchgefiihrten Subtraktionen.

Visualisierung:

(X ]
=S

Fiir den Beweis dieses Lemmas braucht man das Axiomensystem fiir die natiir-
lichen Zahlen, das in Anhang A.2 besprochen wird. Wir fithren den Beweis auf
Seite 242.

Satz 1.13 (Existenz des grofliten gemeinsamen Teilers)
Seien a,b € N. Dann gibt es ein eindeutiges d € N derart, dass

(i) d|aundd|b (d teilt a und d teilt b).
(ii) Fir jeden gemeinsamen Teiler t von a und b gilt t | d.
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Wegen Eigenschaft (iv) in Beispiel 1.8 zeigt Satz 1.13(ii), dass d die grofite Zahl
d € N ist, die @ und b teilt. Daher nennt man sie den gréfiten gemeinsamen Teiler
von a und b. Sie wird mit ggT(a,b) bezeichnet.

Verbalisierung: Es gibt eine Zahl d, die a und b teilt und von jeder anderen Zahl,
die a und b teilt, geteilt wird.

Visualisierung:

Beweis. Als Erstes zeigen wir die Eindeutigkeit des ggT. Dazu nehmen wir an,
d und d’ seien zwei Zahlen, die die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillen. Ziel ist es
dann zu zeigen, dass d = d’ gelten muss. Aus (i) fir d’ und (ii) fiir d folgt, dass
d' | d. Genauso folgt aus (i) fiir d und (ii) fiir d’, dass d | d’. Nach der Eigenschaft
(iii) in Beispiel 1.8 liefert dies d = d'.

Wir beginnen den Nachweis der Existenz des gg'T' mit einer Voriiberlegung: Wenn
eine Zahl d die Zahlen a und b teilt, dann teilt sie auch jede Zahl der Form
ax + by € N, wobei z,y ganze Zahlen sind. Wenn némlich a = dm und b = dn,
dann folgt ax + by = dmx + dny = d(nx + my). Insbesondere kann d nicht grofer
sein als die kleinste solche Zahl. Da jede Menge von natiirlichen Zahlen, die nicht
leer ist, ein kleinstes Element hat (siche Anhang A.2), existiert also das Minimum

d:=min{ax +by € N | z,y € Z}.

Behauptung: d erfiillt (i) und (ii).

Um diese Behauptung zu beweisen, wahlen wir zg, yg € Z mit d = axg + byp. Um
(ii) zu zeigen, nehmen wir an, dass ¢ ein Teiler von a und b ist, das heifit ¢ | @ und
t | b. Dann gilt ¢ | azo und t | byo, also auch ¢ | (azxg + byg) = d. Damit ist (ii)
gezeigt.

Fiir den Nachweis von (i) brauchen wir das Lemma 1.12: Danach existieren ¢, r € Z
mit 0 < 7 < d und a = gd + r. Insbesondere gilt » € Ng = NU {0}. Es folgt

r=a—qd=a—q(axo+byy) = azx’ + by,

wobei wir 2’ = 1 — qzg und 3y’ = —qyo setzen. Da d = axg + by die kleinste
natiirliche Zahl der Form ax + by mit x,y € Z ist, muss r = 0 gelten. Aber dann
gilt a = qd, das heifit d | a. Analog zeigt man d | b, indem man d mit Rest durch
b teilt und den Rest betrachtet. Damit ist dann auch (i) gezeigt. O

Satz 1.13 sagt, dass es den ggT(a, b) wirklich gibt. Der Beweis von Satz 1.13 sagt
uns im Prinzip auch, wie man ihn findet: Er ist das kleinste Element der Menge
M = {ax+by € N|x,y € Z}. Er sagt uns aber nicht, wie man einer Zahl ansieht,
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ob sie zu M gehort oder nicht. Das heifit, bis jetzt ist unser Beweis nicht wirklich
konstruktiv. Aber schon Euklid wusste, wie man den ggT berechnet:

Satz 1.14 (Euklidischer Algorithmus)
Gegeben seien a,b € N, gesucht ist ggT(a,b). Division mit Rest (Lemma 1.12)
liefert q1,71 € Z mit a = q1b+ 1y und 0 < rqy < b.

Ist 1y = 0, dann gilt b = ggT(a,b).

Ist r1 # 0, so existieren qo,m9 € Z mit b= qor1 + 712 und 0 < 19 < 717.

Ist ro = 0, dann gilt 1 = ggT(a,b).

Ist ro # 0, so existieren g3, T3 € Z mit 11 = qsra + 13 und 0 < r3 < ro.

Der Algorithmus bricht ab, sobald r; = 0 auftritt. Dies geschieht spitestens nach
b Schritten, denn b >1ry > 19 > - >1; > 0.

Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Ist k + 1 der kleinste Index mit rp41 = 0, so
haben wir ry, = ggT(a,b).

Beweis. Sei d der ggT von a und b. Wegen a = ¢1b + rq ist dann 71 = a — 1b
durch d teilbar. Im néchsten Schritt liefert b = gor1 + 79, dass ro = b— gor1 durch
d teilbar ist. Sukzessive liefern die vom Algorithmus produzierten Gleichungen

a = qb+nr = d|n
b = qar1 + T2 = d|1"2
1 = q3r2 +73 = d|rs
Th—2 = Qrp—1 +7re = d|7rg.

Wenn wir umgekehrt auch 7, | d zeigen kénnen, dann gilt d = 7, und wir sind
fertig. Wir gehen so vor, dass wir 74 | @ und 7 | b zeigen, was nach Satz 1.13 die
Relation 7y, | d liefert. Wieder arbeiten wir die Gleichungen aus dem Algorithmus
ab, allerdings in umgekehrter Reihenfolge, beginnend mit der letzten Gleichung
Tk—1 = qk+1Tk:

Th—1 = Qr+1Tk = TR | TR—1

Th—2 QTh—1 + 76 = T | Th—2

1 = qara+7Ts =  T|m
b = qori+ 1o = rk|b
a = @b+ =  rg|a.

Wir haben also d = ry gezeigt und damit den Satz bewiesen. O



46 1 Vom Wesen der Mathematik

Zur Tllustration berechnen wir ggT (18, 48) mithilfe des euklidischen Algorithmus:

48 = 2.18+12,
18 = 1-12+6,
12 = 2-6+0

liefert ggT(18,48) = 6.

Um zu zeigen, dass der euklidische Algorithmus wirklich den ggT liefert, haben
wir die Charakterisierung des ggT aus Satz 1.13 benutzt, nicht die urspriingliche
Definition. Das heifft, nur zusammen liefern Satz 1.13 und 1.14 einen konstrukti-
ven Beweis fiir die Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers.

Weil wir in den Beweisen von Satz 1.19 und Satz 2.12 darauf zuriickgreifen miissen,
halten wir hier gleich noch eine Folgerung (Korollar) aus dem Beweis von Satz 1.13
fest:

Korollar 1.15
Wenn a,b € N teilerfremd sind, das heifit ggT(a,b) = 1 gilt, dann gibt es ganze
Zahlen x,y mit ax + by = 1.

Beweis. Im Beweis von Satz 1.13 haben wir gesehen, dass
ggT(a,b) = min{az + by € N | z,y € Z}.

Wenn also ggT(a,b) =1 gilt, muss es z,y € Z mit ax + by = 1 geben. O

Beweis durch Widerspruch

Um das Prinzip des Beweises durch Widerspruch zu erklaren, muss man sich der
elementaren Aussagenlogik bedienen. In der Aussagenlogik weist man beliebigen
Aussagen die Werte wahr oder falsch zu und untersucht dann die Wahrheitswerte
von Aussagen, die man durch Negation oder Kombination von Aussagen mit be-
kannten Wahrheitswerten erhélt. Ist zum Beispiel eine Aussage A wahr, dann ist
ihre Negation —A falsch. Ist dagegen A falsch, dann ist =A wahr. Solche Zusam-
menhénge stellt man oft in ,Wahrheitswertetabellen* dar:
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Wahrheitswertetabelle fir —A

Die Wahrheitswertetabellen sehen komplizierter aus, wenn man mehrere Aussa-
gen miteinander kombiniert, zum Beispiel durch das logische ,und“, das mit A
bezeichnet wird, bzw. das logische ,joder“, das man mit V bezeichnet.

B B

AN] Y] AN Y]

w | w | f w | w | w

1 r)f flwl| f
Wahrheitswertetabelle fir A A B Wahrheitswertetabelle fir A vV B

Erfahrungsgemas$ féllt es einem Grofiteil der Studierenden in den ersten Semestern
nicht leicht, kombinierte Aussagen zu negieren. Fiir Aussagen, wie ,A V B priift
man durch Einsetzen von w und f in die Wahrheitswertetabellen sofort nach, dass
—(AVB) und (—~A)A(—B) die gleichen Wahrheitswertetabellen haben, also logisch
aquivalent sind. Man schreibt dann einfach =(AV B) = (=A) A (=B). Schwieriger
wird es, wenn man logische Quantoren wie V, ,fiir alle“, oder 3, ,es existiert ein*,
ins Spiel bringt. Zum Beispiel ist die Negation von ,Kein Mathematiker macht
jemals etwas Niitzliches“ ,Es gibt einen Mathematiker, der irgendwann etwas
Niitzliches macht®.

Zur Beschreibung von Schlussfolgerungen benutzt man die logische ,,Implikation*,
die mit = bezeichnet wird. Thre Wahrheitswertetabelle ist wie folgt gegeben:

B

A w

w | w| f

fl w| w

Wahrheitswertetabelle fiir A = B
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Die logische Implikation ist insoweit ein wenig kontraintuitiv, als die Implikation
A = B wahr sein kann, obwohl B falsch ist. Dies passiert, wenn die Pramisse A
falsch ist. Insbesondere ist A = B wahr, wenn sowohl A als auch B falsch sind. Die
Setzung ist sinnvoll, weil man aus falschen Voraussetzungen in logisch korrekter
Art und Weise beliebige Aussagen ableiten kann. Zum Beispiel lédsst sich aus der
falschen Aussage 1 = 2 problemlos in korrekter Weise ableiten, dass der Papst
ein Eskimo ist: Man bildet eine Menge, die hochstens zwei Elemente hat und den
Papst sowie einen Eskimo als Elemente enthilt. Wenn aber 2 = 1 gilt, dann hat
diese Menge nur ein Element, das heifit, Eskimo und Papst miissen dieselbe Per-
son sein. So albern dieses Beispiel ist, es illustriert doch ein Phénomen, das sich
immer wieder beobachten lasst: Eine lange plausible Argumentationskette fithrt
zum gewiinschten Ergebnis, weil an einer Stelle eine falsche Annahme verwendet
wird.

Der Umkehrschluss zu einer Implikation A = B (dem Schluss ,Aus A schliefle
ich B“) ist die Implikation =B = —A (,,Aus =B schlieBe ich =A“). Man {iber-
priift sofort, dass =B = —A die gleiche Wahrheitstabelle hat wie A = B, das
heiflt, Schluss und Umkehrschluss sind logisch gleichwertig. Die Redewendung
»Das bedeutet im Umkehrschluss ...,“ die gebraucht wird, um die Bedeutung lo-
gischer Konsequenzen zu erldutern, ist daher vollig gerechtfertigt. Man darf den
Umkehrschluss =B = —A von A = B aber nicht mit der umgekehrten Impli-
kation B = A verwechseln. Diese hat eine andere Wahrheitswertetabelle. Der
Umkehrschluss von ,,Politiker sind Plaudertaschen® ist also ,,Wer keine Plauderta-
sche ist, ist auch kein Politiker“ und keineswegs , Plaudertaschen sind Politiker*.
Und ,Wer ein Herz hat, ist ein Mensch“ ist auch keine Konsequenz von ,,Wer ein
Mensch ist, hat ein Herz*.

Ein Vergleich der Wahrheitswertetabellen zeigt, dass A = B nicht nur zu
—-B = —A, sondern auch zu (—A) V B logisch &quivalent ist. Es gibt also di-
verse Moglichkeiten, eine Implikation darzustellen.

Wenn man eine Aussage A durch einen Widerspruchsbeweis nachweisen will, dann
leitet man aus —A logisch korrekt eine Aussage B ab, von der man weif}, dass sie
falsch ist, das heifit im Widerspruch zu schon bekannten Tatsachen steht. Man
benutzt also eine Implikation =A = B, deren Wahrheitswert w ist, obwohl B
den Wahrheitswert f hat. Das geht das nur, wenn A wahr ist, wie man an der
Wahrheitswertetabelle fir A = B ablesen kann:
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w w w

flw] f

Wahrheitswertetabelle fir -4 = B

Diese Vorgehensweise wirkt auf den Laien und den Anfénger zunéchst befremdlich
und umstandlich. Man setzt sie normalerweise dann ein, wenn die Annahme, dass
= A gilt, zusétzliche Argumentationsmdéglichkeiten liefert. Wenn man zum Beispiel
zeigen mochte, dass es unendlich viele Objekte einer bestimmten Art gibt, dann
eroffnet die Annahme, es gibe nur endlich viele solche Objekte, die Moglichkeit,
Abzéhlargumente einzusetzen. Euklids Beweis fiir die Aussage

A = ,Es gibt unendlich viele Primzahlen

aus Beispiel 1.16 funktioniert nach diesem Muster.

Beispiel 1.16 (Primzahlen)

Jede natiirliche Zahl n hat die Teiler 1 und n. Ublicherweise definiert man eine
Primzahl als eine natiirliche Zahl n > 1, die keine weiteren Teiler hat. Das be-
deutet, eine natiirliche Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn sie genau zwei
verschiedene Teiler hat. Euklid hat als Erster einen Beweis dafiir aufgeschrieben,
dass die Menge aller Primzahlen unendlich sein muss. Sein Beweis ist ein Wi-
derspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass die Menge aller Primzahlen endlich ist,
und leiten daraus eine falsche Aussage ab. Sei also {p1,...,pr} die Menge aller
Primzahlen.

1. Schritt: Der kleinste Teiler d > 1 einer natiirlichen Zahl n > 1 ist eine Prim-
zahl. Andernfalls hatte man d = dyds mit 1 < d; < dund 1 < dy < d und d
ware nicht minimal.

2. Schritt: Nach dem 1. Schritt hat die Zahl n := p; - ... - pr + 1 > 1 einen
Primteiler p. Dann muss p eine der Zahlen pq, .. ., pr sein. Also teilt p sowohl
n als auch p; - ... - pg, das heifit, es gibt Zahlen a,b € Z mit
ap=n und bp=mp;-...- pg.

Aber dann gilt

(a—bp=ap—bp=n—p1-...-pp=1.
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Daraus folgt aber nach Eigenschaft (iv) in Beispiel 1.8, dass p < 1 gilt. Diese
Aussage ist falsch, da jede Primzahl p > 1 erfiillt.

Wir haben also aus der Endlichkeit der Menge der Primzahlen die falsche
Aussage abgeleitet, dass es eine Primzahl gibt, die kleiner als 2 ist, und
damit die Negierung der Annahme, das heifit die Unendlichkeit der Menge
der Primzahlen, gezeigt.

Vollstandige Induktion

Die néchste Beweistechnik, die hier vorgestellt werden soll, ist der Beweis durch
Induktion. Unter Induktion (vom Lateinischen inducere fiir ,hineinfithren®) ver-
steht man generell das Schlieen vom Speziellen auf das Allgemeine. In der Ma-
thematik hat das Wort eine sehr viel spezifischere Bedeutung: Es handelt sich um
eine Methode, die in Situationen angewendet wird, in denen man eine Familie von
Aussagen beweisen mochte, die durch nattrliche Zahlen durchnummeriert werden.
Sie beruht auf folgendem Prinzip: Man findet alle natirlichen Zahlen, wenn man
bei 1 anfingt und immer weiter zihlt. Wenn man also fiir jedes n € N eine Aus-
sage A(n) hat und weif, dass A(1) wahr ist, dann gentigt es, A(n) = A(n+1)
zu zeigen, um zu garantieren, dass alle A(n) wahr sind. Man spricht in diesem
Kontext vom Induktionsanfang A(1), von der Induktionsannahme A(n) und vom
Induktionsschluss oder Induktionsschritt A(n) = A(n+1).

Satz 1.17 (Vollstiandige Induktion)
Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und X C N eine Teilmenge mit folgenden
Eigenschaften:

(i) 1eX.
(ii) Wenn z € X, dann gilt auch x +1 € X.

Dann ist X = N.

Wie im Falle der Division mit Rest (Lemma 1.12), findet man die Herleitung von
Satz 1.17 aus den Axiomen in Anhang A.2.

Um vollstdndige Induktion als Beweismethode einsetzen zu kénnen, muss man
die Induktionsannahme prézise formulieren kénnen, das heifit, man muss sehr ge-
nau wissen, was man beweisen mochte. Typischerweise probiert man zunéchst die
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ersten paar Aussagen aus. Wenn man aber die allgemeine Induktionsannahme for-
muliert hat, ist die Verifikation von A(n) fiir n > 1 nicht mehr notig. Wir beginnen
mit einem Beispiel, in dem die Induktionsannahme von Anfang an gegeben ist.

Beispiel 1.18

Fir jedes n € N ist die Zahl 5™ — 1 durch 4 teilbar. Die Induktionsannahme
A(n) ist hier einfach: 4 | (5™ —1). Wegen 5! — 1 = 4 ist der Induktionsanfang
A(1) offensichtlich. Man kénnte jetzt noch 52 —1 =25 —1 =24 und 5% — 1 =
125 — 1 = 124 auf Teilbarkeit durch 4 testen, aber es ist nicht nétig, wenn man
den Induktionsschritt A(n) = A(n+1) beweist. Wir nehmen also an, dass 5" — 1
durch 4 teilbar ist, das heifit von der Form 4k mit k& € N. Dann rechnen wir

5ol — 1 = 5rHL _5n 57 1 = 57(5 — 1)+ 4k = 4(5" + k),

das heif}t, auch 51 —1 ist durch 4 teilbar. Mit vollstédndiger Induktion (Satz 1.17)
ist die Aussage also fir alle n € N bewiesen.

Induktionsbeweise kommen in der Mathematik auf jedem Niveau vor, in der Regel,
wenn man durchnummerierte Aussagen hat, bei denen es einen inhaltlichen Zu-
sammenhang zwischen der Nummer und der Aussage gibt. Die Nummern kénnen
Anzahlen von Elementen sein, aber auch Dimensionen (der Begriff der Dimension
wird auf Seite 82 besprochen) oder die Anzahl von Teilmengen mit einer gewissen
Eigenschaft. Es ist dabei nicht notig, die Induktion bei 1 zu beginnen. Fangt man
mit 2 an, so hat man eben die Aussage nur fir alle n > 2 gezeigt, so wie im
nachfolgenden Fundamentalsatz der Zahlentheorie, der besagt, dass jede Zahl eine
eindeutige Zerlegung in Primfaktoren hat. Im Beweis dieses Satzes kommen sogar
mehrere Induktionen vor, zum Teil mit recht ausgekliigelten Induktionsannahmen.

Satz 1.19 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie)
Jede natirliche Zahl n > 1 besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren ein-
deutige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Beweis.

1. Schritt: Existenz der Zerlegung

Wir beweisen zundchst mit Induktion, dass sich jedes n > 1 als Produkt von
endlich vielen Primzahlen schreiben lasst.
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Induktionsanfang: Der Fall n = 2 ist klar, denn 2 ist eine Primzahl und somit
das Produkt von Primzahlen — auch wenn das Produkt nur einen Faktor hat.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass jede natiirliche Zahl m mit 1 < m <
n sich als Produkt von endlich vielen Primzahlen schreiben lédsst. Wegen
n > 1 hat n einen Primfaktor p; (siehe 1. Schritt in Beispiel 1.16), fir
den dann insbesondere pil € N gilt. Ist » = p1, so hat man die gewtinschte
Aussage. Andernfalls gilt 1 < pil < n, das heifit, mit der Induktionsannahme
ergibt sich pﬂl =py-... Dk, alson =p;-ps-... px. Damit ist die Existenz
einer Primzahlfaktorisierung der gewiinschten Art gezeigt.

2. Schritt: Eindeutigkeit der Zerlegung

Die Eindeutigkeit der Primzahlfaktorisierung bis auf die Reihenfolge l&sst
sich ebenfalls mit Induktion zeigen, allerdings ist die Induktionsannahme
A(n) etwas komplizierter:

A(n): Fiurn < kseienpy,...,p, und q1,. .., qx Primzahlen mit p; - ... p, =
q1 - ... - qg. Dann gilt n = k und es gibt eine umkehrbare Abbildung
e:{1,...,n} = {1,...,n} mit p; = q,;) firj=1,...,n.

Um den Beweis fithren zu kénnen, brauchen wir noch eine weitere Aussage.

Behauptung: Ist p eine Primzahl und gilt p | mn fir m,n € N, so folgt
p | m oderp|n.

Zum Beweis der Behauptung nehmen wir an, dass p kein Teiler von m ist.
Nach Satz 1.13 haben p und m einen grofiten gemeinsamen Teiler ggT (p, m).
Der muss dann also der einzige andere Teiler von p sein, ndmlich 1. Nach
Korollar 1.15 existieren dann z,y € Z mit pz + my = 1, und es gilt pnz +
mny = n. Wegen p | mn finden wir ein z € N mit pz = mn, und es folgt
p(nx + zy) = pnx + mny = n, das heiBt p | n. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Induktionsanfang: Wenn n = 1, dann gibt es nach der Behauptung maximal
zwei Moglichkeiten: py | g1 oder, falls k > 2 ist, p1 | g2 - ... - q. Wenden wir
die Behauptung wiederholt an, finden wir ein ¢ € {1,...,k} mit p; | ¢; und
weil auch ¢; prim ist, gilt p; = ¢;. Aber dann haben wir 1 = é(h Ce
das heifit £ = 1 = i. Damit ist A(1) bewiesen.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, A(n) sei bewiesen, und wollen zeigen,

dass auch A(n+1) gilt. Wennpy + ... - pn - Pra1=q1 + ... * qx, dann gilt

Pnt1 | @1 - g, und das Argument aus dem Induktionsanfang liefert ein

i€ {l,...,k} mit ppt1 | ¢;. Wir setzen p(n + 1) = i und stellen fest, dass
1

Pr-.-. Pn= —4q1" ... (k,
qi
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wobei die rechte Seite ein Produkt von nur £ — 1 Primzahlen ist, weil sich
¢; herauskiirzt. Jetzt wenden wir A(n) an und finden k — 1 = n sowie eine
umkehrbare Abbildung o: {1,...,n} — {1,...,n+ 1} \ {i} mit p; = q,j)-
Zusammen liefern diese Aussagen A(n + 1). ]

Dieser Beweis ist ein Beispiel fiir eine Kombination aus mehreren Beweistechni-
ken. Er enthélt mehrere Induktionen, greift aber auch auf vorher schon bewiesene
Resultate zuriick, die nicht mit Induktion bewiesen wurden. Das ist eine ganz
typische Situation, die auch gut illustriert, warum man in der Mathematik verlo-
ren ist, wenn man frither Gelerntes nach bestandener Priifung wieder vergisst. In
dieser Hinsicht hat Mathematik Ahnlichkeit mit einer Fremdsprache.

Als Anwendung des Fundamentalsatzes der Zahlentheorie kann man zeigen, dass
/2 keine rationale Zahl ist (Seite 7). Es handelt sich bei dem Beweis von Satz 1.20
um einen Widerspruchsbeweis.

Satz 1.20
V2 ist keine rationale Zahl, das heifit, man kann keine Zahlen m,m € N mit

;—22 = 2 finden.

Beweis. Seien m = p; - ... p, und n = q; - ... - g5 jeweils Darstellungen als
Produkte von Primzahlen. Wir nehmen an, dass gilt

2m2=2p ... pi=q ... 2 =n>
Jetzt zdhlt man ab, wie oft links und rechts der Primfaktor 2 vorkommt. Da jedes
p; und jedes ¢; quadriert wird, kommen in m? und n? jeweils eine gerade Anzahl
von Zweien als Primfaktoren vor. In 2m? ist es dann eine ungerade Anzahl von
Zweien. Dies steht im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage in Satz 1.19. O

Nicht alles, was wie ein Induktionsbeweis aussieht, ist auch einer. Man muss die
Aussagen sauber formulieren, sonst drohen Fehlschliisse wie in Beispiel 1.21.



54 1 Vom Wesen der Mathematik

Beispiel 1.21

Man betrachte die Aussagen: ,Alle auf der Erde lebenden Pferde haben dieselbe
Farbe“

»2Beweis durch Induktion®: Es sei

X := {n € N | Je n Pferde haben dieselbe Farbe}.

Da jedes Pferd dieselbe Farbe hat wie es selbst, gilt 1 € X. Nun sei n € X, und
wir miissen zeigen, dass auch n + 1 € X ist. Man nehme eines der n + 1 Pferde
heraus; die restlichen n Pferde haben dieselbe Farbe (da n € X). Nun fiige man
das herausgenommene Pferd hinzu und nehme ein anderes heraus. Dann ist der
Rest wieder einfarbig. Also haben alle n + 1 Pferde dieselbe Farbe.

Man erkennt den Fehler leicht, wenn man das Argument auf eine Menge mit nur
zwei Pferden, einem Rappen und einem Schimmel, anwendet.

Naherungsweise konstruktive Beweise

Der euklidische Algorithmus liefert den ggT zweier Zahlen in endlich vielen Schrit-
ten. Es gibt auch Beweise, die die Existenz von Elementen in unendlich vielen
Schritten zeigen, was dann automatisch bedeutet, dass man das Ergebnis nur
néherungsweise angeben kann. Damit ist schon angedeutet, dass es neuer Be-
griffsbildungen bedarf, um solche Resultate zu erzielen. Zumindest wird man
erkldren miissen, was es heifit, eine Losung ,,ndherungsweise“ anzugeben. Soll das
nur heiflen, dass es approximative Losungen gibt, die das gegebene Problem nur
ungefihr 16sen, aber mit immer héherer Prézision? Oder soll es heiflen, dass es
eine exakte Losung des Problems gibt, an die man sich immer néher heranarbeitet?

Wir fithren zwei Beispiele vor, die beide den Aspekt der Vollstandigkeit der reellen
Zahlen verdeutlichen, der schon auf Seite 8 angesprochen wurde. Dazu brauchen
wir den Begriff einer Folge von Zahlen. Das ist eigentlich nichts anderes als eine
Abbildung a von N in die zu betrachtende Menge von Zahlen (zum Beispiel ganze
oder rationale Zahlen). Anstatt a(n) schreibt man aber oft a,, weil man sich bei
einer Folge einfach eine durchnummerierte Menge von Zahlen vorstellt. Die ganze
Folge wird als (a, )nen geschrieben. Die Folge (ay,)nen mit a,, = 2n— 1 liefert zum
Beispiel eine Aufzédhlung aller ungeraden natiirlichen Zahlen.

Betrachten wir zunéchst wie die alten Griechen die Léange der Diagonale eines
Quadrats der Seitenlédnge 1. Dann kann man nach einer Folge von (rationalen)
Zahlen a,, suchen, deren Quadrate immer nidher an 2 liegen. So eine Folge kann
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man in der Tat finden. Will man aber eine Zahl finden, deren Quadrat genau 2
ist, muss man den Zahlenbegriff erst erweitern, weil, wie in Satz 1.20 gezeigt, v/2
keine rationale Zahl sein kann. Danach l&sst sich dann die Frage stellen, ob die
aps selbst immer niher an die neue Zahl v/2 herankommen. Sowohl fiir die Frage,
ob die CL% die Zahl 2 approximieren, als auch fir die Frage, ob die a,, die Zahl
V/2 approximieren, braucht man aber eine Vorstellung von ,,Abstand“ und eine
Vorstellung von ,immer néher“. Fiir den Abstandsbegriff betrachtet man den Ab-
solutbetrag |z| einer reellen Zahl z, der durch |z| = « fiir > 0 und durch |z| = —=z
fiir z < 0 definiert ist. Fiir die prazise Formulierung von ,immer naher* braucht
man nicht nur Folgen, sondern auch den Begriff des Grenzwerts, der in Anhang A.3
ausfiihrlich besprochen wird. Man sieht schon an diesen Ausfithrungen, dass nahe-
rungsweise konstruktive Beweise per se begrifflich zusétzliche Schwierigkeiten im
Vergleich mit den bisher vorgefiihrten konstruktiven Beweisen aufweisen.

Beispiel 1.22 (Approximation von /2)
Wir betrachten die Folge

ai+2 3 a3 +2 17 af+2 577
(11:1,0,22 = —, ag = = =, Q4 = = ===, ....
2&1 2 2a2 12 2(13 508
Das heifit, (an)nen ist durch a3 = 1 und a,41 = 222“(%2 = &4 ai definiert.

Zunéchst stellen wir fiir n > 1 fest, dass

1 2\2 1 2 \2
ai+1_2:4_1(a”+a) —2:—(an——) > 0.

Aber dann gilt fir n > 2

an 1 1
an—an+1:7—a—=g(ai—2)207
n n

das heifit, die Folge ist ab n > 2 monoton fallend, besteht aber aus lauter
Zahlen, die positiv sind. Aus der Vollstindigkeit der reellen Zahlen kann man
jetzt ableiten, dass so eine Folge einen Grenzwert a := lim,, .o a, hat. Intuitiv
bedeutet das, dass der Abstand |a, — a| beliebig klein wird, wenn n nur grof§
genug ist. In diesem Beispiel liefert die Monotonieeigenschaft, dass der Grenzwert,
die grofite reelle Zahl ist, die kleiner oder gleich jeder der Zahlen a,, fiir n > 2 ist.
Man nennt diese Zahl die ,,grofite untere Schranke“ oder das Infimum der Folge.

Waihrend wir nachgerechnet haben, dass zum Beispiel 0 eine untere Schranke fiir
die Folge ist, ist die Existenz einer grofiten unteren Schranke keineswegs selbst-
verstindlich: Die Existenz solcher Infima ist eine der wesentlichen Eigenschaften
reeller Zahlen. Fiir rationale Zahlen gilt sie nicht, denn der Grenzwert a erfiillt
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die Gleichung a? = 2, kann also keine rationale Zahl sein. Um zu sehen, dass a
wirklich die Gleichung a? = 2 erfiillt, betrachten wir den Grenzwert der linken
Seite der Formel
ay, 1

Ap+1 = ? 4= a (*n)
Er ist a. Man kann zeigen, dass der Grenzwert der rechten Seite von (x,) gleich
ohi % ist. Die beiden Grenzwerte miissen gleich sein, also gilt @ = § + %, das heif3t
a® = 2. Da wegen a, > 0 fiir alle n € N auch a > 0 gilt, haben wir a = V2.

Insbesondere hat die Folge a2 den Grenzwert a? = 2.

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen garantiert die Existenz einer Losung auch in
Satz1.23, einem Spezialfall des Banach’schen Fixpunktsatzes, der nach dem polni-
schen Mathematiker Stefan Banach (1892-1945) benannt ist. Er ist prototypisch
fiir ndherungsweise konstruktive Existenzsétze, die man zum Gleichungslésen be-
nutzt. Sie werden auch in viel komplizierteren Situationen eingesetzt, in denen es
zum Beispiel um Differenzialgleichungen geht.

Satz 1.23 (Banach’scher Fixpunktsatz)
Sei [-1,1] :={z e R| -1 <z <1} und f: [-1,1] — [-1,1] eine Abbildung mit
der folgenden Kontraktionseigenschaft:

Fir alle x,y € M gilt: |f(z) — f(y)| < 3|z —yl.

Dann gibt es genau ein Too € [—1,1] mit f(Xoo) = Too-

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit eines solchen Fizpunkts. Wenn
f(y) =y und f(z) = z gilt, dann haben wir

ly =2l = 1f(y) = f(2)] < 3ly - 2,
was nur fir |y — z| = 0, also fiir y = z, moglich ist.

Um die Existenz des Fixpunktes zu zeigen, wéhlt man ein z¢ € [—1, 1] und setzt
z1 = f(zo),z2 := f(x1), 23 := f(22),...
Dann gilt

|Zn41 — Zn| < 3|zn — 21| < lTn1 — o] <. < S|z — 20,
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und mit der sogenannten Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b] bekommt man

|acss = || = [ = Bpipmit - Fgaepi—il = pirip—m I oo c

OO +xn+2 — Tn41 +-Tn+1 - xn'

IN

|xn+k - $n+k:—1‘ =F ‘-Z'n+k—1 - xn+k—2| P ooo
oot Tnt2 — Tntr| + [Tor1 — Znl

2%(2)371 +2k1—2 +---+%+1)|$1_1’0|

IN

S 2’",%1|x1 - xO'a

wobei man fiir die letzte Ungleichung die Abschéatzung

1 1

1

braucht, die man auch in der Form
24 ... 271 4ok < okFL

schreiben kann. Um diese Ungleichung einzusehen, multipliziert man beide Seiten
mit %, auf der linken Seite aber in der Form —% +1. Das liefert rechts 2F und links
2 22 2k—1

2k
—§+2—5+22—...— 5 +2k—1—3+2k=2’f—1,

was die gewiinschte Ungleichung beweist.

An dieser Stelle muss man die Vollstindigkeit von R benutzen, um sicherzustellen,
dass die Folge einen Grenzwert oo, = lim,, o x, hat (siche Anhang). Es bleibt
zu zeigen, dass zo, der gesuchte Fixpunkt ist, das heifit f(zo) = 2o gilt. Da
aber die Folge der f(=z,) nichts anderes ist als die Folge der z,41, haben beide
Folgen denselben Grenzwert, ndmlich z.,. Wieder mit der Dreiecksungleichung
findet man

|f(Zoo) = Too| < (@) = f(@n)| + | f(2n) — Tool

%\xoo — Zpn| + |Tnt1 — Tool.

IN

Da |Zoo — p| und |2,,41 — Too| nach Definition des Grenzwerts fiir grofie n beliebig
klein werden, muss auch die linke Seite der Ungleichung beliebig klein werden. Da
dieser Ausdrucks aber gar nicht von n abhdngt, muss er gleich 0 sein, und es gilt
§(ss)) = s ]
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Existenz- und Nichtexistenzbeweise

Existenz- und Nichtexistenzbeweise weisen nach, dass Objekte einer bestimmten
Art existieren bzw. nicht existieren. Wir haben schon mehrere Beispiele fir Exis-
tenzbeweise (ggT, Primzahlfaktorisierung, Fixpunkte von Kontraktionen), aber
auch schon einen Nichtexistenzbeweis (Losung von 22 = 2 in Q, der Menge der
rationalen Zahlen) gesehen.

Es gibt deutliche Abstufungen im Grad der Information, die ein Existenzbeweis
iber das Objekt liefert, dessen Existenz nachgewiesen wird. Tatséchlich berech-
nen konnte man unter den bisher vorgestellten Beispielen insbesondere den ggT.
Prinzipiell berechenbar war auch die Primzahlfaktorisierung. Es sind aber alle Al-
gorithmen, die man bis heute auf Computern implementieren kann, so langsam,
dass man die Sicherheit im bargeldlosen Bankverkehr Verschliisselungssystemen
anvertraut, deren Funktionsweise darauf basiert, dass man zwar Primzahlen belie-
biger Grofie schnell miteinander multiplizieren kann, die Primfaktorzerlegung des
Resultats aber fiir groe Zahlen ldnger dauern wiirde, als man die Lebensdauer
des Universums schétzt. (Das konnte sich iibrigens dndern, wenn es gelange, die
von der theoretischen Physik postulierten ,,Quantencomputer” zu bauen. Deren
Funktionsweise liefle andere mathematische Algorithmen zu, die so viel schnel-
ler wiren, dass man die Verschliisselungssysteme fundamental umstellen miisste.)
Auch vom Prinzip her nur ndherungsweise berechnen konnte man die Fixpunkte
von Kontraktionen (siehe Beispiel 1.23).

Die reine Existenz von Loésungen fiir Polynomgleichungen liefert der Fundamen-
talsatz der Algebra (siehe Satz 1.1). Er sagt nichts dariiber aus, wo man die
Losungen zu suchen hat. Andere Existenzsétze sind mehr oder weniger kompli-
zierte Umformungen von Existenzaxiomen. Dazu gehoren das Zorn’sche Lemma
und der Wohlordnungssatz, die beide dquivalent zum sogenannten Auswahlaxiom
sind, das in Abschnitt 4.2 ndher diskutiert wird.

Es wurde schon angesprochen, dass man Nichtexistenzaussagen wie die Transzen-
denz von 7, das heifit die Nichtexistenz einer Polynomgleichung mit rationalen
Koeffizienten, deren Losung 7 ist, in geometrische Nichtexistenzaussagen ummiin-
zen kann: Es existiert keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, die zu einem
Kreis ein flichengleiches Quadrat liefert. Das ist gemeint, wenn man von der
Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises spricht (siehe Seite 77). Es gibt viele
unmégliche Konstruktionen, die der ,,Quadratur des Kreises“ verwandt sind, etwa
die Winkeldreiteilung und die Wiirfelverdoppelung.

Verwandt mit diesen Problemen ist die Frage des Gleichungslosens durch Wur-
zelziehen, wie man es von den quadratischen Gleichungen kennt, fiir die man
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Losungsformeln hat, in denen Quadratwurzeln vorkommen. Diese Formeln waren
schon den Griechen bekannt, aber erst in der italienischen Renaissance hat man
analoge Formeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades gefunden. An den
Gleichungen flinften Grades versuchten sich Generationen von Mathematikern
vergeblich. Erst im frithen 19. Jahrhundert konnte der norwegische Mathematiker
Niels Hendrik Abel (1802-1829) nachweisen, dass ab Grad fiinf solche Losungen
nicht mehr moglich sind, siche Pesic (2005). Kurz darauf zeigte der Franzose
Evariste Galois (1811-1832), wie eng diese Frage mit der Gruppentheorie zusam-
menhédngt - eine absolut bahnbrechende Entdeckung, deren Relevanz die mathe-
matische Fachwelt erst 30 Jahre nach dem gewaltsamen Tode Galois’ (er wurde
in einem Duell verwundet und erlag seinen Verletzungen) zu erkennen begann.

Auf einen speziellen Typus von Unmoglichkeitsbeweisen trifft man, wenn man
untersucht, ob zwei verschieden aussehende Mengen (wie die beiden Gruppen aus
Beispiel 1.6) durch eine strukturerhaltende bijektive Abbildung (Isomorphismen)
ineinander iibergefiihrt werden konnen. Eine Strategie zu zeigen, dass das nicht
geht, besteht darin, solchen Mengen Invarianten, das heifit eine Art ,Kennzah-

«

len“, zuzuordnen, die sich unter Isomorphismen nicht &ndert; daher der Name
Invariante. Wenn man jetzt von zwei Mengen zeigen kann, dass ihre Kennzahlen
unterschiedlich sind, dann sind sie auch nicht durch Isomorphismen ineinander
iiberfithrbar. Als Mathematiker sucht man nach Invarianten, die fein genug sind,
die Objekte, die man unterscheiden will, auseinanderzuhalten, aber einfach genug,

um bestimmbar zu sein.

Dieses Prinzip sei an einem simplen Beispiel illustriert: Um als Zuschauer eines
FuB3ballspiels die beiden Mannschaften auseinanderhalten zu kénnen, braucht man
nicht die Namen der Spieler; es geniigt, wenn die Mannschaften unterschiedliche
Trikots tragen. Der Schiedsrichter muss auch die einzelnen Spieler der Mannschaf-
ten unterscheiden konnen, daher tragen die Trikots Nummern.

Das folgende Beispiel ist ndher am mathematischen Alltag. Um es verstehen zu
koénnen, braucht man eine Vorstellung von stetigen Abbildungen, ein Begriff, der
bisher nicht vorkam. Anschaulich bedeutet Stetigkeit von Abbildungen, dass zu-
sammenhéngende Mengen durch die Abbildung nicht zerrissen, sondern héchstens
gebogen, gestaucht und gedehnt werden kénnen. Etwas préaziser ausgedriickt: Man
betrachtet Mengen, auf denen es eine Vorstellung von ,,benachbart® gibt und die
man topologische Riume nennt. Stetige Abbildungen sind solche, die benachbarte
Gegenden benachbart lassen, auch wenn sie die Abstédnde é&ndern. Damit sind ste-
tige Abbildungen die ,strukturerhaltenden“ Abbildungen topologischer Raume.
Ein topologischer Isomorphismus zwischen zwei solchen Rdumen ist dann eine
stetige Bijektion, deren Umkehrabbildung auch stetig ist. Man betrachtet in der
Topologie zwei Rédume als gleich, wenn man einen topologischen Isomorphismus
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zwischen ihnen finden kann. Das bedeutet, man kann das Objekt A so verbiegen,
dass das Objekt B daraus wird, und zwar so, dass die Verbiegung auch wieder
riickgéngig gemacht werden kann. Die Idee hinter Beispiel 1.24 ist, dass man die
Existenz solcher Verbiegungen ausschlieffen kann, wenn die Objekte aus unter-
schiedlich vielen zusammenhéngenden Stiicken bestehen.

Beispiel 1.24
Betrachte die beiden folgenden Figuren, die jeweils eine Menge von Punkten in
der Ebene beschreiben:

o

Die Frage ist, ob es eine stetige Bijektion zwischen den beiden Mengen gibt, deren
Umkehrung auch stetig ist. Die Antwort ist Nein. Um das einzusehen, nehmen wir
an, wir hatten so eine Abbildung f: A — B, und betrachten das Bild f(a) des
Punktes a. Wir nehmen die beiden Punkte aus der jeweiligen Menge heraus (das
Bild steht fiir den Spezialfall f(a) = b):

A\ {a} /iB\\{f

Dann bildet f die Menge A\ {a} bijektiv auf die Menge B\ {f(a)} ab und die Ste-
tigkeit bleibt erhalten. Die Menge A \ {a} besteht aus vier zusammenhéingenden
Stiicken. Je nachdem, ob f(a) gleich b ist oder nicht, besteht die Menge B\ {f(a)}
aber nur aus drei oder zwei Stiicken: Wenn f(a) = b, dann sind das die drei Strah-
len des ,Sterns“, und wenn f(a) # b, dann ist B \ {f(a)} ein ,Stern“ mit einem
verkiirztem Strahl und das restliche Stiick des Strahls. Da stetige Abbildungen
aber zusammenhéngende Stiicke nicht zerreiflen kénnen, kann die Umkehrabbil-
dung B\ {f(a)} — A\ {a} auch nicht stetig sein.
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Geometrische Beweise

Geometrische Beweise sind , bildbasierte“ Beweise. Sie konnen unterschiedlicher
Natur sein, und meist stellt sich heraus, dass die Bezeichnung ,Beweis® fiir die
entsprechenden Argumente ein wenig zu hoch gegriffen ist. Betrachten wir zum
Beispiel das archimedische Aziom. Es besagt, dass man zu zwei positiven reellen
Zahlen z,y > 0 eine natiirliche Zahl n € N mit nz > y finden kann. Stellt man
sich  und y auf dem Zahlenstrahl vor, dann ergibt sich das aus der folgenden
Skizze, die an die Division mit Rest erinnert, und zeigt, wie man irgendwann y
wuberholt“, wenn man Stiicke der Lénge x wiederholt aneinanderlegt:

Dieser ,,Beweis“ ist problematisch, denn er appelliert an unsere Intuition von den
reellen Zahlen. Genauer gesagt, benutzt er einfach unsere Visualisierung. Das ist
gefdahrlich. Es stellt sich in der Tat heraus, dass es neben den reellen Zahlen, fiir
die wir diese Eigenschaft wirklich haben (siehe Proposition A.8), auch andere
Zahlbereiche gibt, fiir die das archimedische Axiom nicht gilt, beispielsweise fiir
die sogenannten p-adischen Zahlen, die ebenfalls die rationalen Zahlen enthalten.
Will man die reellen Zahlen von diesen anderen Zahlbereichen unterscheiden, muss
man die Eigenschaft, die das archimedische Axiom beschreibt, voraussetzen. Das
erklart, warum man hier von einem Axiom spricht.

Deutlich iiberzeugender ist der folgende geometrische Beweis des Satzes von Py-
thagoras, dessen wesentlicher Gehalt einfach nur in zwei Bildern besteht.

Satz 1.25 (Pythagoras)
In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate tiber den Katheten
gleich dem Quadrat tiber der Hypothenuse.

Beweis. Man betrachtet die beiden folgenden Bilder.
a b a b
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Links hat man aus dem Quadrat der Seitenldnge a + b das Quadrat iiber der Hy-
pothenuse herausgeschnitten, rechts die beiden Kathetenquadrate. Ubrig bleiben
auf beiden Seiten vier rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten a und b. O

So faszinierend einfach dieser geometrische Beweis des Satzes von Pythagoras
auch ist. Man muss doch einschrénkend sagen, dass man hier stillschweigend eini-
ge Tatsachen der euklidischen Geometrie benutzt hat, die zwar sehr einleuchtend
sind, aber doch bewiesen werden miissen, zum Beispiel, dass man links wirklich
ein Quadrat herausgenommen hat, die Winkel in dem inneren Viereck also wirk-
lich alle 90 Grad sind oder dass alle rechtwinkligen Dreiecke mit den Katheten
a und b die gleiche Flache haben. Ersteres folgt, weil die Winkelsumme in einem
Dreieck immer 180 Grad ist, letzteres weil Bewegungen, das heift Abbildungen,
die Langen und Winkel erhalten, automatisch auch flichenerhaltend sind. Dass es
im Gegensatz zur intuitiven Vorstellung keine Selbstverstandlichkeit ist, beim Zer-
schneiden, Bewegen und Neuzusammensetzen, die Flachen unverédndert zu lassen,
zeigt das Banach-Tarski-Paradozon, siche Wapner (2008). Es besagt, dass man fiir
zwei vorgegebene Mengen A und B im dreidimensionalen Raum R? = R x R x R,
falls sie in einer groflen Kugel enthalten sind und beide mindestens eine kleine
Kugel enthalten, eine Zerlegung von A in Teilmengen finden kann, die man so
herumschieben kann, dass die geschobenen Teilmengen sich zu B vereinigen. Ins-
besondere sagt dieser Satz also, dass man eine Kugel vom Radius 1 zerschneiden
und dann die Teile so wieder zusammensetzen kann, dass eine Kugel vom Radius
2 herauskommt. Das widerspricht jeder Intuition, und es ist auch so, dass die
»Schnitte, die man hier setzen muss, extrem irregulér sind. Das Banach-Tarski-
Paradoxon gehort in den Zoo mengentheoretischer Pathologien, und wir wollen
hier gar nicht versuchen zu erlautern, was die Idee hinter dem Beweis ist. Es geht
uns eher darum, die Vorsicht zu motivieren, die man als Mathematiker walten
lasst, wenn anschauliche Argumente ins Spiel kommen.

Ein weiteres Problem bei geometrischen Argumenten ist, dass man sich zuerst auf
eine Geometrie festlegen muss: Euklids Geometrie galt bis ins 19. Jahrhundert als
die Geometrie der realen Welt. Eines der Axiome dieser Geometrie, das sogenannte
Parallelenpostulat (Seite 71 und 179), wirkte im Axiomensystem wie ein Fremd-
korper, wurde aber fiir viele Beweise gebraucht. 2000 Jahre hat man vergeblich
versucht, das Parallelenpostulat aus den anderen Axiomen herzuleiten. SchliefSlich
stellte man fest, dass es auch eine Geometrie gibt, die alle Axiome bis auf dieses
eine erfiillen, und dieses Axiom somit nicht aus den anderen Axiomen abgeleitet
werden kann. In dieser nichteuklidischen Geometrie ist die Winkelsumme eines
Dreiecks kleiner als 180 Grad und der Satz von Pythagoras falsch.
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Wie schreibt man einen Beweis auf?

Von einer Bierparty an der University of Chicago Mitte des 20. Jahrhunderts
ist folgendes Lied iiberliefert, in dem der Siegeszug eines gewissen ,Bourbaki®
durchaus ironisch konstatiert wird:

Analysts, topologists, geometers agree:

When it comes to generality, there’s none like Bourbaki!
One theorem by them will equal N by you and me,
Bourbaki goes marching on!

Glory, glory halleluja,

Their generality will fool ya—
They’re axiomatically peculiah!
Bourbaki goes marching on!

Algebras and groups and rings suffice for you and me —
cogebras and bigebras abound in Bourbaki;

functors contravariant, defined by their degree,
Bourbaki goes marching on!

In einer Reihe weiterer Strophen wird noch tiber die Abstraktheit und Allgemein-
heit in Bourbaki geldstert. Bourbaki ist das Pseudonym fiir eine Gruppe junger
franzosischer Mathematiker (darunter der auf Seite 37 bereits erwdhnte André
Weil), die als Reaktion auf die verkrusteten Strukturen in Frankreichs akademi-
scher Ausbildung ein neues, grundlegendes mathematisches Universallehrwerk zu
schreiben begannen. Das war in den 1940er Jahren. Der letzte von etwa 30 Bén-
den erschien 1982. Das Vorhaben wurde dann aufgegeben, weil es sich als nicht
realisierbar entpuppte. Die Schwierigkeit in der Konzeption solcher Werke liegt
nicht zuletzt darin, dass ein Netzwerk von Zusammenhéngen sich nicht verniinftig
in einer baumartig angeordneten Buchreihe abbilden lésst.

Bourbaki und ihre Methode, einen Satz und seinen Beweis immer mit der minima-
len Menge von Voraussetzungen, das heifit in der groftmoglichen Allgemeinheit zu
formulieren, waren zwischenzeitlich sehr in Misskredit geraten. Dem Argument,
dass man einen mathematischen Sachverhalt am besten versteht, wenn man sieht,
welche Tatsachen wirklich verwendet werden, hielt man entgegen, dass mathema-
tisches Verstandnis, wie zuvor schon angedeutet, auf internen Modellen des Lesers
oder Zuhorers beruht, deren Bildung durch tiibertriebene Allgemeinheit eher be-
hindert denn gefordert wird. Umgekehrt produzieren allzu spezielle Varianten der
zu behandelnden Resultate beim Lernenden zu einfache interne Modelle und die
Querverbindungen zwischen Teilgebieten sind schwerer zu erkennen.

Es geht also wie immer darum, einen geeigneten Mittelweg zu finden. Dabei muss
man auf die spezielle Zielgruppe Riicksicht nehmen. Biicher, in denen Redundanz
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nach Méglichkeit vermieden wird, haben relativ wenig Flieitext und sind vol-
ler Binnenzitate. Das macht sie gut geeignet fiir kundige Leser, die sich von der
Richtigkeit einer bestimmten Aussage tiberzeugen wollen. Der Neuling auf dem
behandelten Gebiet dagegen erschlie3t sich in solchen Texten die Einordnung der
Ergebnisse nicht. Am anderen Ende der Skala stehen Biicher, die sich an reine
Anwender richten und mehr Methodensammlungen sind, gut dafiir geeignet be-
stimmte Aufgabentypen einzutrainieren. Auch hier kommt das Verstdndnis fiir
den grofleren Zusammenhang oft zu kurz. Es sei angemerkt, dass die historische
Entwicklung Bourbakis Themenauswahl und den hohen Grad an Abstraktion im
Nachhinein rechtfertigte. Cogebras und Bigebras gehoren heute beispielsweise zum
Repertoire der theoretischen Physik.

Der angemessene Abstraktionsgrad bei der Kommunikation {iber Mathematik
héngt auch davon ab, wo im Ausbildungsprozess eine Lehrveranstaltung angesie-
delt ist. In einer Einfithrungsvorlesung wird man sicher der Bildung von Intuition
einen grofleren Raum einrdumen. In Spezialvorlesungen, in denen Studierende die
notigen Grundlagen zu eigenstdndiger Forschung erwerben mochten, konzentriert
man sich besser auf eine stringente Darstellung und verlagert die Intuitionsbildung
auf das personliche Gespréch.

Auf die Gesamtausbildung von Mathematikern bezogen wird man ein Spiralmodell
bevorzugen, in dem Konzepte mehrfach, in zunehmender Tiefe, behandelt werden.
Die Prasentation des Stoffes ersetzt natiirlich in keinem Fall die aktive Ausein-
andersetzung mit den Themen. Darum sind Lehrbiicher fiir Mathematik voller
Ubungsaufgaben.

Mode und Geschmack: Was soll man beweisen?

Nur den wenigsten Nichtmathematikern ist klar, dass es in der Mathematik Mo-
den gibt und dass Mathematiker voneinander behaupten, der eine hétte einen
guten, der andere einen schlechten oder gar keinen Geschmack. Viele Laien glau-
ben, Mathematik sei ein fertig gestelltes Gebaude, in dem es nur um falsch oder
richtig gehe. Wenn es nur einen richtigen und einen falschen Weg gibt, bedarf es
keines guten Geschmacks bei der Auswahl des Weges. Wenn man sich aber einmal
klar gemacht hat, dass es zum Beispiel bei allem Reichtum an mathematischer
Theorie in der Regel nicht einmal moglich ist, die in der Praxis der Ingenieure
auftauchenden Gleichungen zu lésen, dann ist es auch nicht schwer einzusehen,
dass die Fiille der offenen Probleme eine Auswahl erzwingt.

Welche Probleme nun ausgesucht werden, hdngt von vielen Faktoren ab: auflerma-
thematischen, wie einer Nachfrage nach Spezialisten auf einem bestimmten Gebiet,,
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beispielsweise Stromungsmechanik oder Kontrolltheorie fiir die Entwicklung von
Raketen in Kriegszeiten, und innermathematischen. Innerhalb der mathemati-
schen Gemeinschaft kann es zum Beispiel vorkommen, dass ein Mathematiker
einen tiberraschenden Satz beweist und dazu eine neue Querverbindung oder eine
unerwartete Anwendung findet. Ein etablierter Forscher st6ft dazu und propagiert
die neue Erkenntnis. Es bilden sich Seminare zum Thema an den Brennpunkten
der Zunft, Nachfolgearbeiten entstehen. Die Ergebnisse werden in hochangese-
henen Zeitschriften veroffentlicht und dringen ins Bewusstsein einer breiteren
Offentlichkeit. Wenn die neue Erkenntnis tatséchlich bahnbrechend ist, etabliert
sich die Forschungsrichtung langerfristig, wenn nicht, gerét sie nach einiger Zeit in
Vergessenheit oder tritt zumindest ins zweite Glied zuriick und harrt einer neuen
Sternstunde.

Wenn es auch oft keine Ubereinstimmung dariiber gibt, was guter mathematischer
Geschmack und lohnende Forschungsgebiete sind, so kann man doch die folgenden
Kriterien anfiihren:

m Verpont ist die Verallgemeinerung um ihrer selbst willen. Kein Herausgeber
wird eine Arbeit verdffentlichen, in der eine Eigenschaft fir 48-mal differen-
zierbare Funktionen nachgewiesen wird, die vorher nur fiir 49-mal differenzier-
bare Funktionen bewiesen war. Es sei denn, der Autor hétte einen triftigen
Grund, auf die 49. Ableitung verzichten zu wollen. Und da steckt natiirlich das
Problem.

m Verpont sind lange Rechnungen, wenn sie durch begriffliche Begriindungen er-
setzt werden konnen. Dahinter steckt wieder die Vorstellung, dass eine kom-
plizierte Rechnung den Aufbau eines geeigneten internen Modells behindert.
Manchmal haben solche Rechnungen aber eben doch einen ganz eigenen Er-
kenntniswert.

m  Verpont sind Sétze, in deren Formulierung 713 Bedingungen vorkommen. Man
geht dann davon aus, dass die Sache noch nicht richtig verstanden ist, mog-
licherweise die richtigen Begriffe noch gar nicht gefunden sind. Vielleicht sind
das aber genau die 713 Bedingungen, die in (auflermathematisch) natiirlicher
Weise hier erfillt sind.

m  Gefragt sind Aussagen, die verschiedene Disziplinen (der Mathematik) mitein-
ander verbinden. Vielleicht ist die Verbindung aber banal.

m  Gefragt sind Beweise mit neuen Ideen, die transparent, aber nicht trivial sind.
Was immer das heif}t.

m  Gefragt sind schone Beweise. Die Schonheit der Mathematik allerdings ist nur
fiir Eingeweihte sichtbar.
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Zusammenfassung

Beweise sind Argumentationsketten fiir die Richtigkeit mathematischer Aussa-
gen. Im Idealfall bestehen sie aus vollstdndigen logischen Schlussketten, die von
den gemachten Annahmen bis zur gewtnschten Aussage fiihren. Dieser Grad an
Genauigkeit wird in der Praxis so gut wie nie erreicht, und es gibt auch grund-
sétzliche theoretische Probleme mit dem Konzept des Beweises, auf die hier nicht
eingegangen werden kann. Dennoch besteht ein breiter Konsens iiber den Korpus
abgesicherter mathematischer Erkenntnisse.

In der mathematischen Praxis gibt es diverse Beweistechniken, die von konstruk-
tiven Problemlosungen bis zu reinen Existenzaussagen reichen. Ebenso gibt es
eine dsthetische Wahrnehmung von Beweisen. Welche Aussagen bewiesen werden,
héngt davon ab, welche Fragestellungen unter den Mathematikern als relevant
betrachtet werden. Dabei unterliegen solche Einschétzungen durchaus auch Mo-
destromungen.

1.7 Definitionen

Die Bedeutung von Definitionen wird im Allgemeinen unterschétzt. Der Begriff
wird héufig im Dreiklang Definition - Satz - Beweis genannt, in der Absicht, die
Fantasielosigkeit in der Lehrpraxis in der Mathematik anzuprangern. Dabei gerét
leicht aus dem Blick, dass es die Definitionen sind, die die Begriffe fassbar ma-
chen: In Definitionen fixiert man mathematische Konzepte, mit denen man dann
in priziser Art und Weise arbeiten kann. Wie wichtig es ist, die richtigen Begriffe
in Definitionen zu fassen, haben wir andeutungsweise schon in Abschnitt 1.2 ge-
sehen, wo das Problem, Gleichungen zu l6sen, auf neue Begriffe fiithrte. Je mehr
man von der Mathematik und vor allem von ihrer Entwicklungsgeschichte weif3,
desto klarer erkennt man die zentrale Rolle, die die Auswahl der Begriffsbildungen
spielt. Ungiinstige Begriffe konnen den Blick auf das Wesentliche verstellen, und
gut gewahlte Begriffe erleichtern es, komplexe Einsichten fiir andere verstandlich
darzustellen.

FEin gutes Beispiel fiir die ordnende Funktion von Definitionen ist die hoherdimen-
sionale Geometrie, die in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts in verschiedenen
Ausprégungen insbesondere in Italien enorme Fortschritte machte (Seite 37). Aller-
dings gelang es den italienischen Geometern nicht, ihre Intuitionen in klare Begriffe
zu gieflen, und es mutet wirklich abenteuerlich an, wie sie durch ihre komplizierten
Rechnungen voller Indizes zu geometrischen Einsichten gelangen konnten. Mit den
klaren Begriffen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, algebraischen Varietditen
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und Geradenbiindeln, die wir den Entwicklungen des 20. Jahrhunderts verdanken,
wird die Struktur vieler dieser Rechnungen erst allgemein kommunizierbar.

Ein weiteres elementares Beispiel fiir die Bedeutung gut gewahlter Definitionen
ist die Definition der komplexen Zahlen. Schon 1560 hat Raphael Bombelli (1526—
1572) in Untersuchungen kubischer Gleichungen formal mit Wurzeln aus negativen
Zahlen gerechnet, und Leonhard Euler (1707-1783) benutzte die Wurzel aus —1
virtuos als eigenstindige Grofle. Die Vorstellung von der Zahlenebene (Seite 9)
pragte aber erst Carl Friedrich GauBl (1777-1855), und den Korper der komplexen
Zahlen gibt es unter diesem Namen erst seit Ende des 19. Jahrhunderts. Heute
haben die komplexen Zahlen nichts Geheimnisvolles mehr. Man kann sie in der
Schule unterrichten, und sie sind jedem Elektrotechniker wohlvertraut.

Das Beispiel der komplexen Zahlen zeigt auch, dass es manchmal Jahrhunderte
gedauert hat, bis man die Essenz aus Beispielen und Rechnungen herausdestilliert
hatte. Dieses ,,Auf-den-Punkt-Bringen“ von vorhandenem Wissen ist typisch fiir
gute Definitionen. Hin und wieder erlaubt eine neue Definition sogar eine vollig
neue Sicht auf altbekannte Probleme. Solche Aspekte spielen in den Abschnitten
2.5 und 2.6, in denen es um Vereinheitlichung und Perspektivenwechsel geht, eine
wichtige Rolle.

In Abschnitt 1.6 mussten wir an einigen Stellen an die Anschauung appellieren,
weil prézise Definitionen noch nicht eingefiihrt werden konnten. Mehrfach wur-
de zum Beispiel die Vollstandigkeit der reellen Zahlen bemiiht. Um den Begriff
LVollstandigkeit“ sauber zu erkléren, muss man weiter ausholen, was den Rahmen
dieses Abschnitts gesprengt héitte. Andererseits ist die Beschreibung der reellen
Zahlen {iber eine Reihe von Eigenschaften oft der Einstieg in das Mathematikstu-
dium und gleichzeitig die erste Begegnung der Studierenden mit der axiomatischen
Methode. Die Axiomatik der reellen Zahlen wird deshalb in Abschnitt 2.2 (alge-
braische Aspekte) und im Anhang (Anordbarkeit und Vollstandigkeit) im Detail
erklart. Im Anhang wird auch gezeigt, wie man eine Menge, die diesen Axiomen
geniigt, wirklich konstruiert.
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