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1 Schnellkurs Lineare Algebra — was bisher ge-
schah...

In diesem Kapitel ...

Sich der Inhalte aus dem ersten Teil des
Schnellkurses erinnern

Liicken erkennen und im Vorfeld beseitigen

Gestarkt mit Volldampf in diesen zweiten Teil
hineingehen

Es freut mich, dass Sie noch mehr iiber lineare Algebra lernen mdéchten. Sie
haben im Titel lesen kénnen - und ich hoffe, ich erschrecke Sie jetzt dabei
nicht -, dass es sich bei diesem Buch um einen zweiten Teil handelt. Es handelt
sich um die inhaltliche Fortsetzung des ersten Teils:

Schnellkurs Lineare Algebra.

Das bedeutet zum einen, dass dieses Buch zwar erneut modular geschrieben
wurde, so dass Sie hin- und herbléttern kénnen und ich Sie sogar dazu ver-
starkt ermutigen mochte. Das bedeutet aber auf der anderen Seite eben auch,
dass ich inhaltlich das Wissen aus dem ersten Teil voraussetzen werde und
auch nicht darum herum komme. Dafiir ist dort bereits (thematisch) sehr viel
passiert.

Wenn Sie das erste Buch gelesen haben, dann kdnnen Sie stolz sein, dass Sie
nun einen Gesamtbogen schlagen kénnen, um drei - scheinbar vollig unter-
schiedliche - Welten miteinander zu verbinden:

lineare Gleichungssysteme,
lineare Abbildungen und
natiirlich die Matrizen.

Folgen Sie mir noch einmal in die Vergangenheit und priifen Sie, ob Sie die
wesentlichen Punkte verstanden haben und bléttern Sie mit mir etwas durch
den ersten Teil des Buches ...

Im ersten Kapitel finden Sie einen Uberblick iiber die Zahlbereiche. Ich fiihre
Sie in die Konstruktionsideen der Zahlen ein: Startend von den natiirlichen
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Zahlen mit ihren grundlegenden Eigenschaften, entwickeln wir die ganzen
Zahlen und kénnen plétzlich subtrahieren, lernen die rationalen Zahlen mit
der Bruchrechnung und dann noch die reellen Zahlen, die insbesondere die
irrationalen Zahlen wie z oder \/5 in sich tragen. Dies ist in Abbildung 1.1
dargestellt.

Abbildung 1.1  Die Zahlbereiche im Vergleich

Auflerdem erlernen Sie im ersten Kapitel grundlegende Techniken, wie den
Umgang mit Variablen, dem Summenzeichen oder mit Funktionen. Sie lernen
zwischen notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu differenzieren -
nehmen daher auch den Unterschied zwischen einer Implikation und einer
Aquivalenz wahr.

Im zweiten Kapitel geht es um die logischen Grundlagen der Mathematik.
Hier lernen Sie Mathematik als formale Sprache kennen. Ja genau, Sie lernen
Mathematik lesen und schreiben - ein bisschen Grammatik, ein bisschen
Rechtschreibung. Dieses Bewusstsein ist wichtig, um Mathematik in der Praxis
korrekt anzuwenden. Beachten Sie, dass Sie kein Mathematik-Poet werden
sollen, aber Sie miissen sich gewissermafien ausdriicken und verstédndlich
machen konnen. Und fast noch wichtiger: Sie miissen die Antwort verstehen,
die man Thnen mathematisch gibt.

So lernen Sie im zweiten Kapitel, mit Mengen umzugehen und diese darzu-
stellen. Siehe dazu auch Abbildung 1.2. Sie lernen die Worte und Sitze in
der mathematischen Sprache. Aufierdem unterhalten wir uns kurz iiber un-
endliche Mengen und grundlegende Beweistechniken in der Mathematik. Ein
bunter grofier Werkzeugkasten fiir die grofie weite Welt der Mathematik steht
Thnen zur Verfiigung.
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Abbildung 1.2 Darstellung von (AU B) n (AU C)

Im dritten Kapitel schauen wir uns Arbeitstechniken rund um das Thema
lineare Gleichungssysteme an. Ich zeige Thnen zunéchst an einfachen Bei-
spielen, wann Gleichungen der Form ax = b, aber auch ax® + bx + ¢ =0 all-
gemein l6sbar sind und wie ihre Lésungsmengen aussehen: Ja, ich weif3, dass
Sie solche Gleichungen schon lédngst 16sen konnen. Hier geht es also darum,
Losungsmengen allgemein mathematisch korrekt herzuleiten.

BEISPIEL 1.1

Im ersten Teil des Schnellkurses haben wir lineare Gleichungssysteme
der Form Ax = b iiber einem Koérper K betrachtet und diese in die
so genannte Zeilenstufenform mittels des Gaufischen Algorithmus
iiberfiihrt:
ayjXjn+ + ... + AimxXm = b1
Bj2)Xj2)t ... + ... + agmXm = b2

Aij(i)Xj(i) + ... + AimXm = bi

Hierbei sei i < n und ayjq), a2j2), --- » @) die Pivot-Koeffizienten,
auch Pivot-Elemente genannt, die alle ungleich null sein sollen. Die
Losungsmenge sieht dann wie folgt aus:

Los(A, b) = {(xl,...,xm) e K™ lfirk=1,...,igilt

1
P <bk - Z maklxl> }
ki (k) I=j(lo+1

Xjtk) =
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Am Ende des dritten Kapitels gehe ich auf den legendaren Gauf3-Algorithmus
zum Losen von linearen Gleichungen ein, wie Thnen das Beispiel schon sugge-
riert. Und natiirlich iben wir das, denn dieser Algorithmus entschirft beliebig
grofSe lineare Gleichungssysteme.

In meinen Vorlesungen bemerke ich nicht selten, dass eingefahrene Muster aus lhrem friiheren
(Schul-)Leben teilweise nur noch sehr schwer zu dndern sind. Manchmal ist es selbst der GauR3-
Algorithmus, der anfangs fast schon sabotiert wird, so dass auch bei groBen Systemen mit fiinf
oder mehr Unbekannten doch wieder auf das Einsetzungsverfahren etc. zurlickgegriffen wird.
Warum? Keine Ahnung. Nehmen Sie GauR! Das ist eine gute Antwort, die viel Rechenarger
erspart.

Im vierten Kapitel lernen Sie mehr iiber Vektorrdume. Siehe dazu Abbil-
dung 1.3. Allerdings geht die Einfiithrung iiber Ihr Schulwissen hinaus. Ich
fithre dort Vektorrdume ganz abstrakt ein, so dass nicht nur der Pfeil im
ebenen Koordinatensystem, sondern auch gleich ganze Funktionenrdume als
Vektorrdume aufgefasst werden kénnen. Das ist gewdhnungsbediirftig und
braucht seine Zeit, um verdaut zu werden. Pfeile sind nicht immer nur die
einzigen Vektoren, manchmal sind eben auch Polynome im Polynomraum
selbst die Vektoren.

xZo
R2
4 1
V3
31
vy
2 1
(%1
11
(3p)
1 1 1 1
1 2 3 4 1

Abbildung 1.3  Vier Vektoren im R2
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Im letzten Teil des vierten Kapitels fiihre ich besonders praktische Teilmengen
von Vektoren ein, so genannte Untervektorraume. Diese sind nicht leer und
abgeschlossen unter den Vektorraumoperationen. Somit merken Vektoren in
diesen (Teil-)Welten gar nicht, dass es vielleicht noch mehr da draufen gibt,
denn Ihre Reichweite an Operationen reicht nicht aus, um iiber den Tellerrand
zu schauen. Interessante Sichtweise, oder?

Im fiinften Kapitel wiederholen und konkretisieren wir unser Wissen rund um
Punkte, Geraden und Ebenen im dreidimensionalen reellen Raum. Wir analy-
sieren diese Objekte anhand von verschiedenen Gleichungsarten und Verfah-
ren, damit wir sie fiir unsere Zwecke geeignet manipulieren kénnen. Insbe-
sondere werden Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen untereinander
diskutiert und praktisch berechnet. Siehe dazu exemplarisch Abbildung 1.4.

. P

sich schneidend parallel zueinander

identisch windschief

Abbildung 1.4 Die (Lage-)Beziehung zweier Geraden



30 Schnellkurs Lineare Algebra — was bisher geschah...

Im sechsten Kapitel fangt man leicht an zu Schwitzen, weil ich etwas an IThrem
(mathematischen) Boden wackle. Wir sprechen iiber Gruppen, Ringe und
Korper. Falls es nun nicht bei Thnen Klick macht, sollten Sie auf jeden Fall
noch einmal hineinschauen. Ich zeige Thnen, unter welchen Umstédnden 0 = 1
gelten kann und was diese Gleichung tiberhaupt bedeuten kann. Hier lernen
Sie relativ zu denken, das heifit zu iiberlegen, was in welchen Strukturen
mdoglich ist und was eben auch nicht.

BEISPIEL 1.2

Mein Lieblingssatz in einem (kommutativen) Ring mit Eins ist {ibrigens
der, dass das additiv Inverse des Einselements mit sich selbst multipliziert
gerade das Einselement selbst ist, also nichts anderes als: (—1) - (-1) = 1.
Oder Sie iiberlegen sich, weshalb eigentlich in einem solchen Ring gilt:
0 - A = 0. Diese Gleichung lésst sich allgemein wie folgt beweisen:

0-4 = 24-0 (Kommutativitdt der Multiplikation)
= 1-0+0 (Neutrales Element der Addition)
= 1-0+(A-0+(—(1-0)) (Inverses Element der Addition)
= A-04+4-00+(-(4-0) (Assoziativitidt der Addition)
= A-0+0+(—(4-0) (Distributivitét)
= A-0+(—(1-0) (Neutrales Element der Addition)
=0 (Inverses Element der Addition)

Am Ende des Kapitels zeige ich Ihnen eine praktische Rechenanwendung mit
den Resten der Division von ganzen Zahlen. Die so genannte Modulo-Rech-
nung taucht im tédglichen Leben ofter auf, als Sie vielleicht glauben mogen:
Wie selbstverstdndlich stehen Sie nach acht Stunden Schlaf morgens um sechs
Uhr auf, wenn Sie abends um 22 Uhr ins Bett gegangen sind - Sie rechnen
modulo der Zahl 24. Dann ist ndmlich 22 + 8 = 6. Dies sind gleichzeitig auch
echte Anwendungen von endlichen Korpern. (Beachten Sie: Die typischen
Korper, die Thnen so vor die Nase kommen, wie die reellen oder komplexen
Zahlen, sind unendlich grof3.)

Im siebten Kapitel fithre ich den Koérper der komplexen Zahlen ein. Wir lernen
jenseits der reellen Zahlen zu rechnen, indem wir auch Wurzeln aus negativen
Zahlen ziehen konnen. Das ist neu und fiihrt zu interessanten Eigenschaften:
So haben alle nicht-konstanten Polynome plotzlich immer Nullstellen - diese
sind allerdings womdglich imaginér.
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2129 = |z1] - |zo] - @19
a+ 0

22

21

Abbildung 1.5 Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; - 2,

Ich stelle die beiden Darstellungsformen der komplexen Zahlen - ndmlich als
zweidimensionale Vektoren mit reellen Eintrdgen und durch die legendédren
Polarkoordinaten - gegeniiber. Zur Darstellung der Multiplikation mittels der
Polarkoordinaten siehe auch Abbildung 1.5. Am Ende gebe ich noch einen
kleinen Ausblick in die Welt jenseits der bereits sehr méchtigen komplexen
Zahlen: Wir sprechen iiber Quaternionen und Oktonionen. Dies aber auch
nur ganz kurz, um Ihnen zu zeigen, was in der Mathematik alles so moglich
ist und woriiber sich Physiker in der Quantenphysik freuen.

Im achten Kapitel sprechen wir iiber hilfreiche Uberlebenstaktiken im Um-
gang mit Vektorrdumen. Damit Sie dort nicht untergehen, brauchen Sie Werk-
zeuge, um Vektoren in ihrem natiirlichen Lebensraum analysieren zu kénnen:
Wir sprechen tiber Basen und warum diese tiberhaupt (allgemein) existieren.
Des Weiteren sehen wir, dass man Vektoren verschiedener Basen gegenseitig
austauschen und Mengen linear unabhiéngiger Vektoren zu Basen ergénzen
kann.

Um Basen zu verstehen, miissen Sie unbedingt verstanden haben, was hin-
ter den Begriffen von Erzeugbarkeit und linearer Unabhéngigkeit steckt: In
meinen Vorlesungen spiire ich an dieser Stelle oft ein triigerisches Schein-
verstdndnis, was Sie unbedingt abgelegt haben sollten. Betrachen Sie dazu
auch Abbildung 1.6. Mit solchen Analysen wird aufierdem auch klar, wes-
halb ein Vektorraum zwar verschiedene Basen haben kann, wohl aber nur
eine (eindeutige) Dimension als die Anzahl der Elemente einer Basis!
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unabhéngig
Abbildung 1.6  Basen als Optimum zweier Begriffe

Im neunten Kapitel sprechen wir iiber Abbildungen zwischen Vektorrdumen,
die Vektoren anderen Vektoren linear zuordnen: Linearitidt bedeutet, dass das
Bild der Summe von zwei Vektoren gleich der Summe der Bilder dieser Vek-
toren ist. Analoges gilt fiir das Skalieren von Vektoren. Wir fithren zur Analyse
solcher Abbildungen Kerne und Bilder ein und erkennen, dass diese Unter-
rdume sind. Siehe dazu auch Abbildung 1.7.

Abbildung 1.7  Kern und Bild einer linearen Abbildung

In diesem Kapitel gibt es ein mathematisches Feuerwerk nach dem ande-
ren: Wir erkennen, dass lineare Abbildungen, nur auf einer Basis des Urbild-
raumes angegeben, bereits wohldefiniert und dadurch schon eindeutig sind.
Aufierdem sind n-dimensionale K-Vektorrdume sofort zum K" isomorph. Und
schliefilich haben wir den Dimensionssatz, auch Bild-Kern-Satz genannt, der
besagt, dass Rang plus Defekt einer linearen Abbildung gleich der Dimension
des Urbildraumes ist.

Im zehnten Kapitel lernen wir die Welt der Matrizen kennen. Matrizen wer-
den als schematische und auf das wesentliche konzentrierte Darstellungen
von Homomorphismen motiviert. Wir erkennen, dass es fiir jeden Homo-
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morphismus genau eine darstellende Matrix gibt. Diese Bijektion zwischen
den beiden Welten konnen wir zu einem Isomorphismus erweitern: Dazu ha-
ben wir die Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen eingefiihrt sowie
anschliefSend noch die Matrizenmultiplikation als Pendant zur Hintereinan-
derausfithrung von Abbildungen. Siehe dazu auch Abbildung 1.8. Am Ende
des Kapitels fithren wir die Inverse einer Matrix ein, sofern diese existiert.

/]
‘.‘ i
¥
!
____.!.______
s |=
A b---
!
Y iV
!
!
!
M4

Abbildung 1.8  Isomorphismus zwischen den Welten: lineare Abhildungen und Matrizen

Im elften Kapitel zeige ich Thnen Anwendungen der Matrizentheorie: Zunéchst
iiberlegen wir uns, wie die darstellenden Matrizen von Spiegelungen und Dre-
hungen in der reellen Ebene aussehen. Siehe dazu beispielsweise eine Ana-
lyse der Winkel beim Spiegeln des zweiten Einheitsvektors in Abbildung 1.9.
Anschlieffend befassen wir uns kurz mit den so genannten Uberfiihrungsma-
trizen in allgemeinen Produktionsprozessen.

Am Ende des Kapitels befassen wir uns mit den so genannten elementaren
Umformungen, die Sie aus dem Gauf3-Algorithmus kennen. Fiir solche Gauf3-
Operationen fithren wir jeweils eine passende Matrix ein, die eine beliebige
Matrix mittels Linksmultiplikation derart manipuliert, wie Sie es auch per Glei-
chungsumformung getan hitten, wire diese Matrix eine Koeffizientenmatrix
eines linearen Gleichungssystems. Das brauchen wir im letzten Kapitel fiir
das Invertieren von Matrizen.

Im zwélften Kapitel schlieflen wir den Bogen und ernten die Friichte der Ana-
lyse aus dem gesamten Buch: Wir interpretieren die Koeffizienten in einem
linearen Gleichungssystem als Matrix, Matrizen als lineare Abbildungen und
Homomorphismen durch ihre Darstellungen als Matrizen. Wir wandeln zwi-
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Abbildung 1.9  Spiegelung des zweiten Einheitsvektors an der gegebenen Spiegelgeraden

schen den Welten umher und wéhlen eine, je nachdem welche gerade besser
passt und unser Problem schneller 16st.

Insbesondere befassen wir uns mit der Geometrie von Lésungsmengen, ho-
mogener und inhomogener linearer Gleichungssysteme: Wolken und Luftbal-
lons - mit Wolken um den Koordinatenursprung als Metapher fiir die Unter-
rdume, die Losungsmengen von homogenen Systemen darstellen. Und mit
Luftballons als am Nullpunkt verankerte, aber um einen Vektor verschobene
Unterrdume, die gerade den Losungsmengen von inhomogenen Gleichungs-
systemen entsprechen. Solche geometrischen Luftballons sehen Sie auch in
Abbildung 1.10. Schliefilich lernen Sie mithilfe der elementaren Umformun-

L : verschobene homogene
) Losung

v,: spezielle Losung

n

K

Abbildung 1.10  Um einen Vektor verschohene Unterrdume: Affine Unterrdume
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gen und mit den ganzen Sdtzen aus dem Vollen schopfend, wie man algorith-
misch und ganz praxisnah Matrizen mittels des Gauf3-Algorithmus invertieren
kann.

Das war's - und bitte nehmen Sie diese Gedanken ernst. Hier ist eine Menge
Theorie enthalten, die Sie fiir diesen zweiten Teil benétigen. Ich werde, falls
es mir notig erscheint, direkte Verweise auf den ersten Teil angeben, damit
Sie genau wissen, wo Sie Liicken nachlesen konnen.

Sie fithlen sich gut? Sind bereit, mehr lineare Algebra zu lernen und wollen
endlich Eigenwerte berechnen, Matrizen diagonalisieren, trigonalisieren oder
deren Jordanform bestimmen? Ebenso mochten Sie spiter in allgemeinen
Vektorrdumen Liangen und Winkel messen, wie auch schon in der reellen
Ebene? Sehr gut. Dann konnen Sie beruhigt weiterlesen.

Aufgabe 1.1

Beschreiben Sie geometrisch alle Unterraume des R3.

Aufgabe 1.2

Geben Sie im Vektorraum der reellen Polynome eine Darstellung des Po-
lynoms p(x) = 2x> + x — 5 als Linearkombination der folgenden Vektoren
an:

GO =2, GO =x>+x ¢ =4x>-7, g, =3x"+4,

qs(x) = 2x* -3¢ + 1.

Aufgabe 1.3

Es sei (e1, e, e3) die kanonische Basis des R3.
Fiir ein fest gewdhltes a € R sei f, : R3 — R3 die durch die Vorschrift

1 a a?
fle) :=|a*|,  fiex):=| 1| sowie fyes):=|a
a a? 1

definierte lineare Abbildung. Berechnen Sie den Rang und den Defekt
von f,.
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Aufgabe 1.4

Betrachten Sie die beiden folgenden Vektoren
1 2

[ e I

Zeigen Sie, dass es unendlich viele lineare Abbildungen f: R* — R? gibt,

die die Bedingungen f(v;) = < } ) und f(v2) = ( ; > erfiillen.

Aufgabe 1.5

Bestimmen Sie die darstellende Matrix DM(F) fiir die lineare Abbildung
F: Polz(R) — Poly(R), wobei Polz(R) die Menge der Polynome vom Grade
hochstens 2 (als Abbildungen) mit reellen Koeffizienten und der Unbekannten
x bezeichnet. Die Standardbasis dieses Raumes, bestehend aus den Mono-
men, konnte hier niitzlich sein. Die Abbildung ist bereits eindeutig beschrie-
ben durch:

F2x% + 5x) = 3x + 3 F<g+1>=6x2+1 F(26) = 78.

Aufgabe 1.6

Bestimmen Sie, fiir welche Parameter s, t € R die folgenden Matrizen inver-
tierbar sind (und warum). Berechnen Sie gegebenenfalls die inversen Matri-
zen.

s 2§ 1¢t00
t 100
A=|1 s -s B= 01710
1 -1
0 00¢t1
Aufgabe 1.7
Gegeben sei die Matrix
-1 2 5 0
2 0-2 14
A=l 1 3 7
3 1 -1 7

(a) Bestimmen Sie die Dimension der Losungsmenge des homogenen linea-
ren Gleichungssystems (A, 0).



Schnellkurs Lineare Algebra — was bisher geschah... 31

(b) Geben Sie Rang und Defekt der Matrix A an.

(©)

Ist die lineare Abbildung A injektiv? Ist sie surjektiv?

Kapitel 1: Zahlbereiche und die mathematische Grundsprache

Kapitel 2: Mathematik als Sprache logisch betrachtet

Kapitel 3: Von linearen Gleichungssystemen zum GauR-Algorithmus

Kapitel 4: Vektorraume axiomatisch einfiihren

Kapitel 5: Punkte, Geraden und Ebenen im dreidimensionalen reellen Raum

Kapitel 6: In Gruppen, Ringen und Kérpern formal rechnen lernen

Kapitel 7: Mit komplexen Zahlen rechnen und Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen
Kapitel 8: Linearkombinationen, Basen und Dimensionen in Vektorrdumen bestimmen
Kapitel 9: Den Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen sowie den Isomorphiesatz fiir die
Pfeilwelten zu schatzen lernen

Kapitel 10: Mit Matrizen rechnen und diese als lineare Abbildungen erkennen lernen

= Kapitel 11: Drehungen und Spiegelungen als Matrix zu analysieren lernen
= Kapitel 12: Der Wandel zwischen den drei Welten: Lineare Gleichungssysteme, Matrizen

und lineare Abbildungen






