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1 Einfiihrung: Spannungen und
Dehnungen

In allen technischen Konstruktionen miissen die Komponenten so bemessen werden,
dass sie den auftretenden Kréften standhalten und sich nicht iiberméfig verformen.
Sie miissen hinreichende Festigkeit und hinreichende Steifigkeit besitzen. Dieses
Festlegen der Abmessungen wird als Dimensionieren bezeichnet. Die Bedeutung
der Dimensionierung ist unmittelbar einleuchtend: Man denke an die Wahl der
Wandstérke eines Druckbehilters, die Festlegung eines Wellendurchmessers, die
Bemessung eines Gebidudes usw., bei denen eine falsche Auslegung zu grofien Sché-
den fithren kann. Die Dimensionierung beziiglich der Festigkeit geschieht tiber die
Berechnung der mechanischen Spannungen und den Vergleich mit gewissen, fiir den
Werkstoff vorgegebenen zuldssigen Spannungen. Dieser Vergleich wird oft nicht mit
den wirklichen Spannungen, sondern mit Vergleichsspannungen durchgefiihrt (s. Ka-
pitel 9). Bei der Dimensionierung beziiglich der Steifigkeit werden die Abmessungen
so festgelegt, dass die Verformungen hinreichend klein bleiben. In einem Getriebe
beispielsweise miissen die Wellen so steif sein, dass die Verformungen nicht das
saubere ,Kémmen“ der Zahnridder ineinander beeinflussen, und die Steifigkeit eines
Hochhauses ist u.a. so festzulegen, dass die winderregten Gebdudeschwingungen das
Wohlbefinden der Bewohner nicht beeintréchtigen.

In diesem Band befassen wir uns mit der Statik verformbarer, fester Korper, die
wir als linear-elastisch, homogen und isotrop annehmen, sofern nichts anderes ge-
sagt ist (homogen = gleichartig, an jedem Punkt gleiche Materialeigenschaften;
isotrop = nach allen Richtungen hin gleiche Eigenschaften aufweisend; Holz ist z.B.
nicht isotrop; es verhilt sich in Faserrichtung anders als quer dazu). Viele in der
Technik iibliche Werkstoffe haben zumindest bei hinreichend kleinen Spannungen
naherungsweise diese Eigenschaften. Die mathematisch und physikalisch konsistente
Untersuchung solcher Korper ist Gegenstand der Elastizitatstheorie, die aber hier
nicht behandelt wird. Fiir viele Probleme der Technik geniigt es ndmlich, eine
vereinfachte Theorie zu verwenden, die unter dem Namen Festigkeitslehre bekannt
ist (im Englischen: strength of materials, mechanics of materials). Die Bezeichnung
ist ungliicklich gewéahlt, da in der Festigkeitslehre nicht Materialeigenschaften unter-
sucht, sondern ndherungsweise Spannungen und Dehnungen berechnet werden. Der
Begriff ,Festigkeitslehre* hat sich jedoch allgemein eingebiirgert, sodass auch wir
ihn im Folgenden verwenden.

Die Festigkeitslehre unterscheidet sich von der Elastizitatstheorie also dadurch, dass
zusitzliche Annahmen getroffen werden, die ihre Giiltigkeit einschrianken. Sie ist
mathematisch nicht widerspruchsfrei, liefert jedoch bei sinnvoller Anwendung gute
Ergebnisse. Die Festigkeitslehre grenzt an die Werkstoffkunde, wo Eigenschaften
und Aufbau der Werkstoffe sowie deren Beeinflussung (z.B. Warmebehandlung)
untersucht werden.



1 Einfilhrung: Spannungen und Dehnungen

Die Schwierigkeit der Bestimmung von Spannungen und Verformungen von Bauteilen
héngt ganz wesentlich auch von ihrer Geometrie ab. Bei komplizierter Geometrie
kann das Problem nur numerisch, z.B. mit dem Verfahren der Finiten Elemente
gelost werden. Fiir einfache Bauteile wie z.B. Stdbe und Balken kann man aber
leicht formelméfBige Berechnungen durchfiithren, und auf solche beschréanken wir uns
hier.

N N
—~———]—— 1.1a: Zug
EJ— = 2F
7 =
1 s
F 0 =—20 2F
. s —
F 1.1b: Schub (im Niet)
M M
C —— ) L.1c: Biegung
M M-
<<T_=_>£ 1.1d: Torsion

In TM 1 (Technische Mechanik, Band 1: Statik) haben wir die an einer beliebigen
Stelle eines Balkens wirkenden Schnittkréifte und -momente infolge einer gegebenen
Belastung berechnet. Wir bezeichnen diese Gréflen hier als Beanspruchungen. In
Abb. 1.1 sind schematisch diese schon bekannten Beanspruchungsarten Zug, Schub,
Biegung und Torsion gekennzeichnet; meist treten in einem Balken gleichzeitig
mehrere Beanspruchungsarten auf. Der Ausdruck ,,Beanspruchung® wird in der
Festigkeitslehre auch gelegentlich fiir die Spannungen verwendet.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der Verteilung der Schnittkréfte tiber die Schnitt-
flachen, d.h. mit den Spannungen. Diesen Begriff erkliren wir an dem festen Korper
der Abb. 1.2a, den wir mittels einer beliebigen Schnittebene gedanklich zerschnei-
den. Die in Abb. 1.2b dargestellten Schnittkréfte und -momente kénnen jeweils
aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den linken oder fiir den rechten Teilkérper
gewonnen werden. In TM 1 hatten wir schon erkannt, dass die Schnittkrifte stetig
iiber die Schnittfliche verteilt und zur Bestimmung dieser Verteilung zusétzliche
Annahmen notwendig sind. Wir betrachten nun ein kleines Flachenelement AA der
Schnittfliche, das den Punkt P enthélt (A = ,Delta®). Es sei AF die auf dieses



Einfihrung: Spannungen und Dehnungen

F2 _F1

1.2a: Fester Kérper mit gedachter
Schnittflache

1.2b: Auseinandergeschnittener
Korper

1.2c: Schnittkrafte am Flachen-
element

Flachenelement wirkende Schnittkraft, dann definieren wir den Spannungsvektor
gemaf

oy AF _dF
P= A4 " da- (1.1)

Der Spannungsvektor hédngt i.a. sowohl vom Punkt P als auch von der Neigung der
Schnittflache ab.

Wir zerlegen AF' in die Normalkomponente AN und die Komponente AT, die
in der Schnittebene selbst liegt. Mit dem Quotienten AN/AA erhalten wir die
Normalspannung

AN _dN

o= M AT

(1.2)

am Punkt P fiir die gewéhlte Schnittflache (o = , sigma“). Bei o > 0 spricht man
von einer Zugspannung, bei ¢ < 0 von einer Druckspannung. Ganz entsprechend
definieren wir die Schubspannung

o AT _ar
T AN AA T dA (1.3)
(1 = ,tau®). Mithilfe der Komponenten ¢ und 7 kann der Spannungsvektor im

Punkt P fiir die vorgegebene Orientierung der Schnittebene ausgedriickt werden.



1 Einfilhrung: Spannungen und Dehnungen

Spannungen sind {iblicherweise in den Einheiten N/mm? gegeben. Die Druckein-
heiten Pascal! (1 Pa = 1 N/m?) und bar (1 bar = 10° N/m? ~ 1 at) sind in der
Festigkeitslehre uniiblich.

Besonders einfach sind Spannungen dann zu bestimmen, wenn sie gleichméafig {iber
die Schnittfliche verteilt sind. Dies nimmt man z.B. bei der Beanspruchung von
Nieten auf Schub gemafi Abb. 1.1b an. Falls FF = @ = 3000 N gegeben ist und der
Niet aus einem Material mit zulissiger Schubspannung 7,1 = 120 N/mm? gefertigt
werden soll, so bestimmt sich sein Durchmesser unter der Annahme gleichméfiger
Spannungsverteilung (Abb. 1.3) aus

F

=< 1.4
i wd?/4 — Taul (14)

zud > \/AF /7T & 5,64 mm; man wird also z.B. d = 6 mm wahlen. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, dass dies nur ein Aspekt der Dimensionierung von Nieten ist,
die durch Normen genauer geregelt wird. Ebenso sei darauf hingewiesen, dass bei
der Festlegung der zulissigen Schubspannung zahlreiche Uberlegungen eingehen, die
wir erst spéater diskutieren.

£ i s i v |

~Q
—C o~
b
=
d
L =

[ o
—— — 4D ——>! ) o
@’T P dT ¢ aI P
td rrA B m
1.3: Schubspannungen im Niet 1.4: Verbindung von hdlzernen Zugstaben

Als zweites Beispiel betrachten wir zwei holzerne Zugstibe mit Rechteckquer-
schnitt, die geméafl Abb. 1.4 durch zwei Stahlklammern so verbunden werden sollen,
dass die Langskraft P = 120 kN {ibertragen werden kann. Gegeben sind b = 200 mm
sowie die im verwendeten Holz maximal zulissigen Spannungen 7, = 1,5 N/mm?
und o, = 6 N/mm? (lings der Faserrichtung). Die GroBlen a, ¢, d sind so zu
bestimmen, dass die Spannungen im Holz diese zuldssigen Werte nicht iberschrei-
ten. Zunédchst berechnen wir ¢ aus der Bedingung, dass das Holz nicht lings AB
abschert:

T = Pc—f < Toul (1.5)
daraus folgt ¢ > P/(2b7,,1) = 200 mm. Den Wert von d erhalten wir aus der
Bedingung, dass das Holz an den lotrechten Fldchen der Klammern keine zu grofien

1 Nach Blaise PASCAL, franzésischer Philosoph, Mathematiker und Physiker, ¥*1623 in Clermont-
Ferrand, 11662 in Paris.



Einfihrung: Spannungen und Dehnungen

Druckspannungen (Pressung) erfahrt:

P2
= < N 1
g ab = Ogzul ; ( 6)

es ist d > P/(2bo,n) = 50 mm. Schlielich folgt a daraus, dass der Balken an der
Schwachstelle AD nicht auseinander gerissen werden darf:

P
_ < . 1.7
(G_Qd)b_azula ( )
damit ist @ > 2d + P/(bogu) = 200 mm. In diesem Beispiel haben wir angenommen,
dass die Spannungen iiber die jeweiligen Flichen stets gleichméBig verteilt sind.
Auch hier sei angemerkt, dass diese Dimensionierung nur eine grobe Abschétzung
darstellt.

)
é R 1.5: Spannungen im Dehnstab

Fir den Dehnstab der Abb. 1.5 gilt in guter Ndherung, dass die Spannungen {iber
den gesamten Querschnitt der Fliche A(x) konstant sind, sodass

N
o(x) = A(z) (1.8)

ist. Lediglich in der Néhe der Orte der Krafteinleitung gilt die Annahme der kon-
stanten Normalspannungen nicht. Die in Abb. 1.5 an den Stabenden eingezeichneten
Einzelkrifte sind bei elastischen Materialien eigentlich nicht zuldssig. Es zeigt sich
aber, dass bei dem hier betrachteten Dehnstab und vielen anderen Problemen die
Spannungsverteilung in einer gewissen Entfernung vom Einleitungsort nur noch
geringfiigig von der Art der Krafteinleitung abhédngt. Diesen Sachverhalt bezeichnet
man als SAINT-VENANTsches Prinzip?; es wird uns im folgenden an verschiedenen
Stellen immer wieder begegnen. Allerdings ist die Bezeichnung ,,Prinzip“ an dieser
Stelle nicht korrekt, denn beim Prinzip von SAINT-VENANT handelt es sich um
einen in der Regel giiltigen Erfahrungssatz und nicht um ein allgemein giiltiges
Naturgesetz. Es gibt durchaus Beispiele, in denen das SAINT-VENANTsche Prinzip
nicht gilt.

2 Nach Adhemar Barré de SAINT-VENANT, franzosischer Mathematiker, *1797 in Villiers-en-Biere,
11886 in Saint-Ouen bei Venddéme.



1 Einfilhrung: Spannungen und Dehnungen

Falls in einem Dehnstab die Querschnittsfliche A nicht konstant ist, sondern von
der Liangskoordinate x abhingt, und moglicherweise auch die Normalkraft N(z)
variabel ist, so gilt das gleiche fiir die Normalspannung o(z) = N(z)/A(x). Die
Annahme der gleichméfigen Spannungsverteilung iiber den Querschnitt ist auch in
diesem Fall dort gerechtfertigt, wo sich N(z) und A(z) nur ,langsam“ verdndern.

Az

Az 4+ u(z + Azx) — u(x)

1.6: Verschiebungen am Zugstab

Neben der Spannung miissen wir auch noch den Begriff der Dehnung einfithren. Wir
betrachten dazu den Zugstab der Abb. 1.6, dessen Querschnitt nicht notwendiger-
weise konstant ist, sich jedoch nur ,langsam“ mit x verdndern soll. Die x-Koordinate
zéhlen wir von der Einspannstelle aus ldngs der Stabachse. Unter der Wirkung
von F verlangert sich der Stab, und mit u(z) bezeichnen wir die Verschiebung
des Querschnitts, der sich im unbelasteten Zustand an der Stelle x befand. Der
Einspannquerschnitt wird offensichtlich {iberhaupt nicht verschoben, d.h. es ist
u(0) = 0, wihrend der Endquerschnitt die grofite Verschiebung u(l) erfahrt.

Wir betrachten nun zwei Querschnitte des Stabes, die im unbelasteten Zustand
jeweils an den Stellen x und =+ Az liegen. Bei Belastung durch die Kraft F' erfahren
diese Querschnitte die Verschiebungen u(z) bzw. u(z + Az). Wahrend der Abstand
zwischen diesen beiden Querschnitten im unverformten Zustand gleich Az ist, liegen
im belasteten Zustand die Querschnitte um Az + u(z + Az) — u(x) auseinander,
sodass die Langenédnderung des Elementes gerade u(x + Ax) — u(z) ist. Als Dehnung
bezeichnet man diese auf die urspriingliche Linge bezogene Léngendnderung in dem
Grenzfall Az — 0, d.h.

w(x + Azr) —u(z)  du

W= TN a 09)
(e = ,epsilon“). Die Dehnung ist also eine dimensionslose Grofle, die bei den

idealisierten, starren Korpern stets gleich Null ist. Wirkliche Koérper sind immer
mehr oder minder dehnbar. Bei Stahl liegen die maximal zuléssigen Dehnungen in
der GréBenordnung von 1072, d.h. ein Stahlstab konstanten Querschnitts von einem
Meter Léange kann sich unter Wirkung von Normalkréften maximal etwa um einige
Millimeter verlangern oder verkiirzen, bevor er zu Bruch geht.
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In einem Dehnstab konstanten Querschnitts unter konstanter Normalkraft ist nicht
nur die Spannung konstant iiber den Querschnitt und ldngs der Stabachse, sondern
auch die Dehnung in Langsrichtung ist unabhéngig vom Ort. Es ist in diesem Fall
nicht notwendig, den in (1.9) angegebenen Grenziibergang durchzufiihren, sondern
man kann hier mit der Verlangerung Al des Stabes die Dehnung auch als

_ Al

l (1.10)

€

schreiben.

Die Verldngerung des Dehnstabes der Abb. 1.6 hangt natiirlich von der Grofie der
Belastung F' ab. Fiihrt man Zugversuche mit Proben aus Stahl, dem im Maschi-
nenbau am haufigsten verwendeten Material, durch (Abb. 1.7a), so ergeben sich
Spannungs-Dehnungs-Diagramme gemafl Abb. 1.7b, in denen die Spannung o = F'//A
als Funktion der Dehnung ¢ = Al/l aufgetragen ist. Anstelle von o, ¢ kann man
natiirlich auch F', Al an die Achsen schreiben und die Skalierung entsprechend
dndern. Die Diagramme gelten fiir den Fall quasi-statischer Belastung, d.h. die Kraft
oder der Weg werden von Null an so langsam erhoht, dass eine Folge von Gleichge-
wichtszustdnden durchfahren wird. Bei plotzlichem Aufbringen einer Verschiebung
Al oder einer Langskraft F' dagegen stellen sich Schwingungen ein; Spannungen
und Dehnungen sind dann Funktionen der Zeit und des Ortes. Zugversuche kénnen
sowohl kraft- also auch weggesteuert durchgefithrt werden, wobei jeweils die eine
Grofle vorgegeben und die andere, sich einstellende, Grofie gemessen wird.

Fiir kleine Belastungen sind die Spannungen proportional zur Dehnung, die Gren-
ze dieses Bereichs ist in Abb. 1.7b durch den Punkt P (Proportionalititsgrenze)
gekennzeichnet. Der Punkt E kennzeichnet die Grenze des elastischen Verhaltens,
d.h. das Spannungsniveau, ab dem die durch Kréfte hervorgerufenen Verformungen
nach Entfernen der Belastung nicht mehr vollstindig zuriickgehen. Ubersteigen die
Spannungen die Flastizitdtsgrenze, so treten bleibende (plastische) Verformungen auf.
Der Punkt S kennzeichnet die Streckgrenze (= Flieflgrenze); hier kommt es zu einem
sehr groflen Anwachsen der Dehnung, ohne dass die Spannung nennenswert, zunimmt,
man sagt auch: ,Das Material fliet“. Der Punkt B, an dem die gréfite iiberhaupt
mogliche Spannung auftritt, wird als Bruchgrenze (= Zugfestigkeit) bezeichnet. Im
Anschluss daran nimmt dann die Spannung wieder ab, und das Material geht am
Punkt K endgiiltig zu Bruch. Die auf die Probe wirkende Kraft F' leistet bei der
Verlangerung um Al die Arbeit

Al
W(Al) = /FNdE. (1.11)
0

Unter der Brucharbeit versteht man die gesamte bis zum Bruch aufgewandte Arbeit
der Kraft F'. Die auf das Volumen der Probe bezogene Brucharbeit ist gleich der
von der Spannungs-Dehnungs-Linie und der Abszissenachse eingeschlossenen Fliche.
Werkstoffe mit einer hohen bezogenen Brucharbeit werden als zéh bezeichnet; solche
mit einer niedrigen als sprode.
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1.7b: Spannungs-Dehnungs-Diagramm 1.7c: Einschniirung an der Bruchstelle

Die in Abb. 1.7b aufgetragene Spannung o = F/A ist auf die Querschnittsfliche
A des unbelasteten Stabes bezogen. Beim Zugversuch dndert sich der Querschnitt
zundchst nur geringfiigig mit F. Bei vielen metallischen Werkstoffen kommt es
kurz vor dem Bruch zu einer ,Einschniirung® (Abb. 1.7c). Bezieht man F' auf die
Querschnittsfliche an der Einschniirstelle, so nimmt die Spannung nicht ab, wie in
Abb. 1.7b, sondern stindig zu.

Bei Entlastung (= Zuriicknahme der Belastung) von einem Spannungsniveau ober-
halb der Fliefigrenze bewegt sich der Zustand der Probe ldngs der diinnen Linie,
und es stellt sich eine bleibende Verformung ein (Abb. 1.7b). Die Steigung dieser
Linie ist die gleiche wie bei der Belastung fiir ¢ < op. Bei den iiblichen technischen
Anwendungen dimensioniert man Bauteile so, dass die Spannungen weit unterhalb
der Bruchgrenze liegen. Meist beschrankt man sich sogar auf den linear-elastischen
Bereich und vermeidet so bleibende, d. h. plastische Verformungen.

Die Spannungs-Dehnungs-Diagramme verschiedener Stahlsorten unterscheiden sich
nicht in der anfanglichen Steigung, jedoch in der Hohe der Werte op sowie in
dem Bereich ¢ > op. Je nach Art des Stahles und der Warmebehandlung kénnen
Flieflbereich und Bruchgrenze sehr unterschiedlich sein.

Fiir andere Metalle und Legierungen gibt es einen Proportionalitdtsbereich wie in
Abb. 1.7b, der Flieibereich fehlt jedoch oft vollstindig (z.B. bei Grauguss). Auch
fiir nichtmetallische Werkstoffe sind Spannungen und Dehnungen néherungsweise
proportional, solange die Spannungen nicht zu grofl werden. Einige typische Werte
der Zugfestigkeit op und der Streckgrenze og sind in der Tabelle 1.1 angegeben. Die
ebenfalls dort aufgefiihrten Groflen E, v (v = ;ny“) und « (o = ,alpha“) werden in
Kapitel 2 erklart.



Einfihrung: Spannungen und Dehnungen

Tabelle 1.1: Einige Materialkennwerte (bei 20 °C)

Holz, Nufibaum
in Faserrichtung

quer zur
Faserrichtung

~100 (Zug)
~40-70 (Druck)

~4 (Zug)
~10 (Druck)

0B os E v «

N N N 1
Werkstoff p— — 10® — - SCl0°
Baustahl S235* ~360-510 ~230 211 ~0,3 ~1,2
(alt: St37)
Baustahl E360* ~690-900 ~365 211 ~0,3 ~1,2
(alt: St70-2)
Edelstahl 50CrvV4 ~1080-1270 216 ~0,3 ~1,2
Gusseisen GGG40 >390 170-185 | 0,28-0,29 ~0,9
Titanlegierungen ~300-1300 112-130 | 0,32-0,38 | ~2,1-3,1
Aluminiumleg. ~100-500 60-80 ~0,33 ~2,3

* nach DIN EN 10025







