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14. Zeitlich beliebig veranderliche Felder 11
(Homogene Wellengleichung)

Dieses Kapitel behandelt Felder in Gebieten, in denen keine Ladungen und
Strome als Quellen existieren. Strome in leitenden Materialien, die {iber das
OHM’sche Gesetz mit der elektrischen Feldstdrke E verbunden sind, seien
selbstverstandlich moglich. Die Quellen, die die Felder erzeugen, liegen au-
Berhalb des betrachteten Gebietes, typischerweise im Unendlichen. Eventuell
vorhandene Materialien seien linear, zeitunabhéngig und ortlich zumindest
stiickweise konstant. Unter diesen Umstédnden wird aus den MAXWELL’schen
Gleichungen

(0 VxH:mE—i—aaéf
OH
(I) VxE=-u 5¢ (14.1)

() V-E=0
(IV) V-H=0.

Die einfachste Losung dieser Gleichungen sind ebene Wellen im freien
Raum. An Trennschichten zwischen zwei Materialien werden diese
reflektiert und gebrochen.

Unter Ausnutzung des Reflexionsverhaltens wird die gefithrte Wel-
lenausbreitung langs einer dielektrischen Platte und in einer Parallel-
plattenleitung hergeleitet.

Im Dreidimensionalen wird die Wellengleichung durch Separation ge-
16st und man erhélt Wellen im Rechteck- und Rundhohlleiter sowie
stehende Wellen in Resonatoren. Abschliefend werden Kugelwellen
behandelt, welche die natiirliche Form darstellen fiir Wellen, die durch
endlich ausgedehnte Quellen erzeugt werden.

14.1 Homogene Wellengleichung

Die Wellengleichung beschreibt die Ausbreitung eines bestimmten Zustandes
mit konstanter Form und konstanter Geschwindigkeit v. Als Beispiel sei ein
eindimensionaler Vorgang in kartesischen Koordinaten betrachtet, Abb. 14.1.

H. Henke, Elektromagnetische Felder, DOI 10.1007/978-3-662-46918-7 14,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015
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f
f(z,0) f(zt)
v
—>
4 Abb. 14.1. Zustand f, der sich in
z z-Richtung ausbreitet

Offensichtlich ist der Zustand an der Stelle z und zum Zeitpunkt ¢ derselbe
wie der um vt in negative z-Richtung verschobene Zustand zu dem fritheren
Zeitpunkt ¢t =0

f(z,t) = f(z —vt,0) .

Jede Funktion mit dem Argument z — vt erfiillt dies. Ist das Argument z +vt,
so breitet sich der Zustand in negative z-Richtung aus. Die Funktionen

f(z—wvt) , g(z+ot) (14.2)

beschreiben demnach Wellenvorgéinge und miissen die Wellengleichung erfiil-
len. Sie heiflen D’ ALEMBERT ’sche Losungen.

Natiirlich handelt es sich hier um eine mathematische Idealisierung. Je-
des reale Medium hat Verluste und die Amplitude des Vorganges nimmt ab.
Sehr oft ist auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit v von der zeitlichen Ande-
rung der Felder, z.B. der Frequenz, abhéngig, und die Form des Zustandes
verdndert sich im Laufe der Ausbreitung.

Am anschaulichsten ldsst sich die Wellengleichung fiir eine schwingende
Saite herleiten.

v A S

Abb. 14.2. Differentiell kleines
Stiick einer schwingenden Sai-
te mit Massenbelegung o und
Spannung S

N A4— —
I3
+ - — — —
L
IS

Die Saite habe eine Masse g pro Langeneinheit, eine Spannung .S und es seien
nur kleine Auslenkungen zugelassen. Dann gilt fiir ein kleines Stiick Az der
Saite, Abb. 14.2, die transversale Kraftgleichung

0%y

AKy:Ssina*Ssinﬂ:gAzat2 .
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Bei kleinen Auslenkungen und nicht zu starker Kriimmung sind die Winkel
a und f klein und sin g ist ungefihr gleich tan g = dy/0z, so dass

oy 0%y
AKy:S< Z):SaZQAz.

0z
Die Kombination der beiden Gleichungen ergibt die Wellengleichung

2 2
Fy(z,t) 1 0%(z1) _ 0 mit v= \/i . (14.3)

0z

z+Az

0z2 v2  Ot?

Es ist einfach zu verifizieren, dass die Funktionen (14.2) die Wellengleichung
(14.3) erfiillen und die allgemeine Losung lautet

y(z,t) = f(z —vt) + gz + vt) . (14.4)

Anders als in der Diffusionsgleichung, z.B. (12.20), tritt in der Wellenglei-
chung die zweite Zeitableitung auf. Daher ergibt eine Spiegelung der Zeit,
t — —t, wieder dieselbe Gleichung und die zugehorigen Vorgénge sind rever-
sibel. Ein in der Zeit riickwérts laufender Vorgang ist moglich und entspricht
dem in entgegengesetzte Raumrichtung laufenden Vorgang.

Elektromagnetische Felder geniigen einer vektoriellen Wellengleichung.
Nimmt man z.B. die Rotation von (14.1 II) und setzt (14.1 I) (hier mit
k = 0) sowie (14.1 III) ein

9 0 0’E
Vx(VxE)=V(V-E)-V E:—uat(VxH):—usat2 ,

so erhélt man die Wellengleichung fiir das elektrische Feld

1 0°E 1
V?E =0 mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = . (14.5)

2 o2 VHE
Analog ergibt sich eine Wellengleichung fiir das magnetische Feld. Zusétzlich
zur Wellengleichung miissen die Felder noch die Bedingung der Divergenz-
freiheit, (14.1 IIT) und (14.1 IV), erfiillen. Die Losung der vektoriellen Wel-
lengleichung ist ein schwieriges Problem und es ist meist einfacher, die Felder
von Potentialen abzuleiten, die ihrerseits die Wellengleichung erfiillen. Der
Ansatz

H=VxA (14.6)
erfilllt (14.1 IV) und fiihrt nach Einsetzen in (14.1 II) zu
0A
E =0
V x ( + p ot )
und somit zu einem Ansatz fir E

0A
E=-Vo-—p (14.7)
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Einsetzen von (14.6), (14.7) in die verbleibenden MAXWELL’schen Gleichun-
gen (14.1 LIIT) ergibt

VxH=Vx(VxA)=V(V-A) -V?A

_ O0E 00 0?A
=€ 5 = -V (5 8t) —HE s (14.8)

0
E = V¢ — CA=0.
\Y4 V¢ uatv 0

Sowohl das Vektorpotential A als auch das Skalarpotential ¢ sind nicht ein-
deutig bestimmt, und man benutzt diesen Freiheitsgrad bei der Bestimmung,
um eine sogenannte LORENZ-Fichung' durchzufiihren

oo
ot
Dadurch werden die beiden Gleichungen in (14.8) entkoppelt und ergeben die
Wellengleichungen

V- A= (14.9)

1 0%¢ 1
(I) V2¢ - C2 at2 =0 ) c= \/‘LLE )
1 0%A
(I1) V?A- 2 oo =0 (14.10)

Die Losung der vier MAXWELL’schen Gleichungen hat sich auf die Losung
von zwei Wellengleichungen reduziert.

In manchen Féllen erweist sich jedoch eine andere Vorgehensweise als
zweckméBiger. Wegen (14.1 III und IV) macht man zwei getrennte Ansétze

I) EY=VxA" mit A" =AH(r t)e;,
(1) HF =V x AP mit AF = AF(r t)e;, (14.11)

wobei A jeweils nur eine Komponente in Richtung des Einheitsvektors e;
hat und A”, AP die beiden erforderlichen unabhingigen Lésungen darstel-
len. Fir beide Ansétze ergibt sich das Gleichungssystem (14.10), allerdings
unterscheiden sich die LORENZ-Eichungen. Der Ansatz H = V x A hat die
Eichung (14.9) und der Ansatz E =V x A die Eichung

oo

V-A:uat.

Dies ist aber ohne Bedeutung, da das Skalarpotential nicht benétigt wird,
weil divergenzfreie Felder vorausgesetzt wurden und diese nach dem HELM-
HOLTZ’schen Theorem? durch ihre Wirbel (14.11) voll bestimmt sind. Die
zu (14.11) gehorenden anderen Feldkomponenten werden nun nicht mit Hil-
fe des Skalarpotentials sondern direkt aus den MAXWELL’schen Gleichungen

! Siehe z.B. § 16.1.
2 Siche § 1.7
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bestimmt. Diese Vorgehensweise ist angebracht, wenn ¢ eine kartesische Ko-
ordinate oder die r-Koordinate in Kugelkoordinaten darstellt und wenn es
sich um zeitharmonische Felder handelt. Dann geht die vektorielle Wellen-
gleichung (14.10 II) in eine skalare HELMHOLTZ-Gleichung iiber und die zu
den Ansétzen (14.11) gehorenden Feldkomponenten berechnen sich aus

—jwpHY =V x E¥ =V x (V x AT) |
jweEY =V x HY =V x (V x A¥) . (14.12)

Stellt die Koordinate ¢ in (14.11) auflerdem die Ausbreitungsrichtung der
Wellen dar, so bezeichnen die Indices E, H der beiden unabhéngigen Lo&-
sungen sogenannte E- bzw. H-Wellen. E-Wellen haben in Richtung e; nur
eine F- und keine H-Komponente und H-Wellen nur eine H- und keine E-
Komponente. E- bzw. H-Wellen heiflen in der englischsprachigen Literatur
TM-Wellen (transverse magnetic) bzw. TE-Wellen (transverse electric). Da-
neben gibt es noch TEM-Wellen (transverse electromagnetic), die weder eine
E- noch eine H-Komponente in Richtung der Ausbreitung besitzen.

14.2 Ebene Wellen

Ebene Wellen sind die einfachsten Losungen der Wellengleichung. Sie sind
nur von einer Ortskoordinate, die zugleich die Ausbreitungsrichtung angibt,
abhingig. Betrachtet man zu einem festen Zeitpunkt die Flédchen gleichen
Zustandes, so sind dies Ebenen (daher der Name ebene Wellen). Thr ,natiirli-
ches“ Koordinatensystem sind die kartesischen Koordinaten und man wahlt
z.B. die z-Koordinate als Variable

E=E(zt) , H=Ht). (14.13)

Einsetzen von (14.13) in die beiden ersten MAXWELL’schen Gleichungen
(14.1) ergibt

_0H, _ _0E, 0E,  0H,
9 S 0 9: Moo
OH,  OE, 0E,  OH,
o9 "ot o Foaro (14.14)
OE, OH.,
0=cp -+ 0=71y

Die drei Zeilen von (14.14) sind untereinander nicht verkoppelt und es liegen
drei Sétze von unabhidngigen Gleichungen vor. Die erste Zeile besteht aus
einem Satz fiir E, und H,, die zweite Zeile fir £, und H, und die dritte
Zeile beschreibt zeitlich konstante Felder, die hier nicht weiter betrachtet
werden. Da die zweite Zeile aus der ersten durch Vertauschen

v,—H, , H——-FE, , p—e , €—=pu
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hervorgeht, geniigt es, nur einen Satz zu behandeln, z.B. die erste Zeile. Dif-
ferenzieren und gegenseitiges Einsetzen fiihrt auf die eindimensionale Wellen-
gleichung z.B. fiir H,

9*H, 1 9%*H, 1
- =0 = . 14.15
022 2 Ot?  © VIE ( )
Die Losung ist eine Linearkombination entsprechend (14.4)
Hy,=H}(z—ct)+ H, (z+ct). (14.16)

Die elektrischen Feldkomponenten gewinnt man durch Einsetzen von (14.16)
in (14.14)

o0F, 4 7 oF, 1 4 7
0z z,uc(Hy — 4, ) ot e (Hy + i, )
und anschlieender Integration
_ 1 _
By =pe(Hy = Hy)+f() , E.=_ (Hf=H;)+9(2).

Ein Vergleich zeigt, dass die ,Integrationsfunktionen“ f und g gleich und
somit konstant sein miissen und, da hier nur zeitlich verédnderliche Felder
interessieren, zu null gewédhlt werden kénnen. Somit lautet das elektrische
Feld

E,=Ef(z—ct)+ E; (z+ct) = ZH (2 —ct) — ZH, (z 4 ct), (14.17)

wobei die Konstante

Z = \/“ (14.18)

£

das Verhaltnis

Ef E;
L=—-"1=Z (14.19)
Hy H,
angibt und Wellenwiderstand heifit. Die Geschwindigkeit
1
0= (14.20)

Ve

mit der sich die ebene Welle ausbreitet, ist zugleich die Lichtgeschwindigkeit
in dem entsprechenden Medium. Im Vakuum ist

1 Vs 1 As —1/2 m
= ¢y = ~ |47 -1077 -107° =3-108
cT V/Hogo [ T Am 367 Vm S
Ho
7 =27 = \/E ~ 1207 Q = 37740 (14.21)
0

Aus (14.16), (14.17) ist ersichtlich, dass E;f, H.f, e, und E, H, , —e_ jeweils
ein Rechtssystem bilden.
Allgemein gilt fiir ebene Wellen:
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— Die elektrische Feldstdrke E und die magnetische Feldstdrke H stehen
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Die Welle ist rein transversal.

— Bezeichnet der Einheitsvektor e, die Ausbreitungsrichtung, so bilden ET,
H', e,und E-, H-, —e, Rechtssysteme.

— Die Feldstirken E*, HT und E~, H~ liegen in einer Ebene. Ihre Betrige
stehen in einem festen Verhéltnis zueinander, welches den Wellenwider-
stand darstellt.

— Flédchen konstanten Argumentes, x, £ ¢t = const., mit der Koordinate z,
in Ausbreitungsrichtung, sind Ebenen.

14.2.1 Feldpuls

Als erstes Beispiel sei ein ebener Feldpuls behandelt. Er entsteht z.B. durch
eine Flachenladung, die impulsartig auf eine Geschwindigkeit v gebracht wird
und einen Flachenstrom
0 fir t<O
Je=arvlht) —he-1 er . we = {0 fr L0
erzeugt. Der Strom verursacht ein Magnetfeld und dieses durch Induktion ein
elektrisches Feld. Auf beiden Seiten des Stromes entsteht ein Feldpuls, der

von der Quelle weglduft. Die Amplitude folgt aus dem Durchflutungssatz mit
einem Umlauf wie in Abb. 14.3a

—H}(z=+0)Ay+ H, (2 = —0)Ay = Jp, Ay ,

wobei die umlaufende Fliche so klein gewédhlt wurde (6 — 0), dass der sie
durchsetzende Verschiebungsstrom verschwindet.

JIra
a) ‘<5 ‘F b) E; z
© C e—
Hy |Ag) @ HF g
® - Y
O, z H-
- Yy
\S
Y

Abb. 14.3. (a) Flichenstrom Jr, und Umlauf S. (b) Ebene Feldpulse

Wegen der Symmetrie der Anordnung ist ferner
+(, _ —(y _
H;(z=+0)=—-H, (2 =-0)
und somit

H; (2 = 40) = —;Jpz = f;qu [h(t) — h(t — T)] .
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Die beliebige Funktion HJ muss also fiir z — 40 in eine Impulsfunktion
iibergehen. Ferner kann man anstelle von z — ¢t auch das Argument t — z/c
benutzen, da (14.15) durch die Transformation

z——zfc , t——t/c

in sich selbst iibergeht. Offensichtlich ist daher die Losung

Her:f;qF’u [h(t —z/c)—h(t—T —z/c)] E;T:ZH;. (14.22)

Dies ist ein rechteckiges Feldpaket der zeitlichen Dauer T, das sich in z-
Richtung ausbreitet, Abb. 14.3b. Innerhalb des Paketes sind die Feldstéarken
E,, Hy konstant, auflerhalb verschwinden sie. Ein entsprechendes Paket lauft
in negative z-Richtung.

14.2.2 Zeitharmonische Welle

Bei harmonischer Zeitabhéangigkeit gilt 9/0t = jw und aus (14.14) wird

0H . OF, .
— 8;’ =(kt+jwe)Be 7 = —jwpdy.
Hier haben wir im Gegensatz zu (14.14) Verluste, k # 0, zugelassen. Diffe-
rentiation und Einsetzen fithrt auf eine HELMHOLTZ-Gleichung fiir die ma-

gnetische Feldstérke H,

O%H, ) K
oo +RH, =0 mit k= w\/ue (1 —j ws) : (14.23)
Ihre Losung lautet unter Berticksichtigung der Zeitabhéingigkeit exp(jwt)
H, = Ael@i=h2) 4 peilwithz) (14.24)

und besteht wiederum aus in +z-Richtung laufenden Wellen. Die Amplituden
A und B werden durch die Anregung festgelegt. Das zugehorige elektrische
Feld folgt aus (14.19) zu

E,=27 {Aej(wt—kz) _ Bej(wt-i—kz)}

mit Z\/E( K . (14.25)

1 —jr/we)

Die kompleze Wellenzahl k zerlegt man in Real- und Imaginérteil

K
k= 1—j =pB—-] 14.2
ovie1-3 % =5 a, (14.26)

wobei

o = wy/ue ; <1 + \/1 + (;)2> (14.27)
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die Dampfungskonstante ist und

B = w\/ue ; <1+\/1+ (;€)2> (14.28)

die Phasenkonstante. Die Dampfungskonstante a bestimmt die durch die
Verluste verursachte Abnahme der Felder. Die Phasenkonstante g legt die
Ausbreitungsgeschwindigkeit und die Wellenldnge A fest

Blz+A) —Bz=2r — A=271/8. (14.29)

T
a) . . ' E-Feldlinien

| | |

| | | H-Feldlinien

| | |

| | |

| | |

| | |

B

Hy‘

b) A
\ - l . e~ % cos(wt — fBz)
/\5 o
v N

Abb. 14.4. Momentanaufnahmen (¢ = 0) der Felder einer in z-Richtung laufen-
den, ebenen Welle. (a) Feldlinien. (b) Amplitude des magnetischen Feldes zum
Zeitpunkt t =0

Das physikalische Feld ist der Realteil von (14.24), (14.25) und man erhélt
fiir das elektromagnetische Feld der vorwérts laufenden Wellen

HJ =Ae “cos(wt —Bz) , Ef =ZAe * cos(wt — fBz) .
Es ist in Abb. 14.4 dargestellt. Die inverse Form von (14.28)
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26%¢
VOB + sue
heif3t Dispersionsrelation. Sie ist im Allgemeinen sehr unterschiedlich und

hat auch verschiedene Ursachen. Typisch ist eine mit der Phasenkonstanten
[ zunehmende Frequenz, Abb. 14.5.

UJ‘

= w(B) = (14.30)

tan _dw
» Y= dg

5 tand =

B Abb. 14.5. Typische Disper-
153 sionsrelation

Die Steigung der Geraden durch den Ursprung und einen Punkt der Kurve

w(B)

Uph = w(ﬂﬁ) (1431)

heifit Phasengeschwindigkeit. Dies ist die Geschwindigkeit, mit der sich Fla-
chen konstanter Phase ausbreiten

d d
wt F Bz = const. — t(wtqiﬁz):0=w¥ﬁdi

d

dz w
= =+ .

a - PR T T

Bei ebenen Wellen ist sie gleich der Lichtgeschwindigkeit. Die Steigung der
Kurve w(f)

dw
dp

heifit Gruppengeschwindigkeit. Sie gibt normalerweise die Ausbreitungsge-
schwindigkeit von Signalen und der elektromagnetischen Energie an. Die De-
finition einer Signalgeschwindigkeit macht nur Sinn, wenn die Bandbreite des
Signals schmal genug ist, so dass die Relation f(w) am Arbeitspunkt Sy li-
nearisiert werden kann. Dies kann man sich am einfachsten an Hand eines
Signals klarmachen, welches nur aus zwei Frequenzen besteht

vy = (14.32)
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