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Kapitel 2

Magische Quadrate und
magische Wiirfel

Unter einem magischen Quadrat versteht man, streng genommen, die Anordnung der
Zahlen 1,2,...,n2 in einem quadratischen n x n-Schema, so dass die Summe iiber
alle Zeilen, alle Spalten und die beiden Diagonalen den gleichen Wert hat. Die ersten
magische Quadrate wurden schon vor einigen tausend Jahren gefunden, bekannt ist
das Lo-Shu-Quadrat aus dem dritten Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung. In unserer
heutigen Notation sieht es so aus:

4192
315|7
8116

Noch weit beriihmter ist das magische Quadrat von Albrecht Diirer aus dem Kup-
ferstich Melencolia | (1514)V):

Foto: Albertina, Wien.
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16| 3 | 2 |13
5 |10 ] 11| 8
9 12
4 115 14| 1

Diirers magisches Quadrat weist einige Besonderheiten auf. Nicht nur, dass Zeilen-,
Spalten- und Diagonalensummen alle gleich (ndmlich gleich 34) sind, auch die Zahlen in
den 2 x 2-Quadraten in den Ecken und in der Mitte sowie die vier Eckzahlen summieren
sich zu diesem Wert auf. (Insgesamt gibt es also 16 verschiedene Summationen, die
zum gleichen Wert fiihren.) Auch ist in der letzten Zeile in der Mitte die Zahl 1514 zu
finden, die Jahreszahl der Entstehung des Bildes.

In diesem und im niachsten Kapitel werden wir den Begriff , magisches Quadrat*”
allgemeiner verwenden. Es wird um quadratische Zahlen-Schemata mit besonderen
Eigenschaften gehen.

Wir beginnen im vorliegenden Kapitel mit einen Trick, der auch fiir Mathemati-
ker nicht leicht durchschaubar ist, obwohl der mathematische Hintergrund nicht sehr
tiefliegend ist. Interessanter ist schon die Tatsache, dass das beschriebene Verfahren
beweisbar bestmdglich ist, um das angestrebte Ziel zu erreichen.

Der Effekt

Ein Zuschauer wahlt aus einem quadratischen Zahlenschema véllig frei einige Zahlen.
Die werden addiert, und es zeigt sich nach Offnen eines verschlossenen Umschlags, dass
der Zauberer die Summe richtig vorhersagen konnte.

Genauer: Der Zuschauer unterstreicht irgendeine Zahl des Schemas, dann werden
alle anderen Zahlen in der gewdhlten Zeile und Spalte durchgestrichen. Unter den
verbleibenden Zahlen (also die, die nicht unterstrichen oder durchgestrichen sind) wird
wieder eine unterstrichen, die anderen in der betreffenden Zeile und Spalte werden
durchgestrichen. Und so weiter, so lange, bis — bei einem n x n-Raster nach n Schritten
— alle Zahlen unter- oder durchgestrichen sind. Dann werden die unterstrichenen Zahlen
addiert.

2174+ |6
19 |24 [ 11| 3
1318 |5 | 7
15 | 20 |+ | &

17411+47+15=50; das wusste der Zauberer schon vorher.

Die Mathematik im Hintergrund

Wir betrachten zunichst die Summenbildung bei reellen Zahlen. Da fiir die Addition
Assoziativgesetz und Kommutativgesetz gelten, ist es egal, wie man bei der Berech-
nung einer Summe mit endlich vielen Summanden die Reihenfolge wihlt und ob man
zwischendurch Teilsummen bildet. (Das ist jedem vom Einkaufen her geldufig: Es ist fiir
den Gesamtpreis vollig egal, in welcher Reihenfolge man die Eink3dufe auf das Férder-
band an der Kasse legt.) Hier die etwas abstraktere Formulierung dieser Erfahrung:
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Satz 2.1 Es sei I eine endliche Menge, und fiir jedes i € I sei x; eine reelle Zahl.

(i) Schreibt man I auf irgendeine Weise als I = {i1,...,i,}, so ist erstens die Zahl
n fiir jede Aufzihlung die gleiche, und zweitens ergibt sich in allen Fillen fiir x;, +
-+ 4z, die gleiche Zahl x. (,Erstens” liegt daran, dass Kardinalzahlen wohldefiniert
sind, und ,zweitens" folgt aus der Kommutativitit und Assoziativitit.) Deswegen ist

es gerechtfertigt, diesen gemeinsamen Wert x als >_._, x; zu bezeichnen?.

iel
(i) Nun sei I als disjunkte Vereinigung von nicht leeren Teilmengen I,..., I, ge-
schrieben®. Mit yy :=,c; @i (k=1,...,m) gilt dann ", 2 = > )L, Yk

Beweis: Beweise zu derartigen Aussagen sollte man im ersten Semester eines Mathema-
tikstudiums kennen gelernt haben. Man verwendet vollstandige Induktion, die Beweise
sind ein bisschen schwerfillig. Wenn man sie allerdings verstanden hat, darf man +
durch eine beliebige assoziative und kommutative innere Komposition ,,0" auf irgend-
einer Menge M ersetzen. (Um auch die ,o-Summe iiber die leere Menge" definieren
zu kdnnen, sollte o ein neutrales Element haben.) O

Magische Quadrate ‘

Fiir unsere Zaubertricks werden nur einfache Spezialfille wichtig werden. Es sei
n € N vorgegeben, und es seien Zahlen aq,...,a,,b1,...,b, beliebig gewdhlt. Wir
fullen ein quadratisches n x n-Raster so, dass in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle die
Zahl Ai,j =a; + bj steht:

ar+by | ar+by | ... ar + by,
(lg—‘rbl CL2+b2 az—f—bn
ayn +b1 | a,+bs | ... | a,+ b,

Nun werden n Felder in diesem Raster so gewahlt, dass in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau eines dieser Felder steht. Wenn man dann die zu diesen Feldern gehorigen
A; ; addiert, so kommt garantiert a; +- - - +ay, + by +- - - + b, heraus. Das folgt sofort
aus dem vorigen Satz: Zundchst wurden gewisse a; + b; ausgerechnet, wobei jedes a;
und jedes b; genau einmal vorkam, und die Ergebnisse wurden dann addiert.

Wenn in der i-ten Zeile das j-te Feld ausgewahlt wurde, schreiben wir 7(i) := j.
Dann ist bei einer zuldssigen Wahl 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv, es handelt
sich also um eine Permutation der Zahlen 1,...,n. Umgekehrt liefert jede Permutation
eine zuldssige Feld-Auswahl. Das kdnnen wir so zusammenfassen:

Satz 2.2 Sei (mit den vorstehenden Bezeichnungen) S := a1+ +an,+b1+---+by,.
Ist dann 7 : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, so ist

Al )+ Aozt o+ Ay rin) =S

Dieses Ergebnis ist die Grundlage des in diesem Kapitel beschriebenen Zaubertricks.
Deswegen ware es natiirlich interessant zu wissen, ob man den Effekt nicht auch durch

2)Manchmal definiert man noch die Summe iiber die leere Menge als Null.
3)Es gilt also I}, N I; = O fiir k # [, und Urey Iy =1.
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eine andere Konstruktionsvorschrift als A; ; = a; + b; fiir die Matrixeintrdge erhalten
konnte. Der folgende Satz zeigt, dass das nicht der Fall ist.

n €ine Matrix mit reellen Eintrdgen. Fiir eine

.....

geeignete Zahl S soll
Ay ry Ao r) + o+ Aprm) =S

fiir jede Permutation auf {1,...,n} gelten.

Dann kann man Zahlen a1, ... ,an,b1,...,b, so wihlen, dass A; ; = a; + b; fiir
allei,j gilt. Es ist dann S =ay1+---+a, +b1+- -+ b,.
Beweis: Sei x € R beliebig. Wir setzen a; := x und b; :== Ay ; —x firj=1,...,n.
Dann gilt Ay ; = a1 +b; fiir alle j. Definieren wir noch a; :== A; 1 —by fiire =2,...,n,

so ist auch stets A; 1 = a;+b1. Zusammen heiBt das, dass wir A; ; = a;+b; garantieren
konnen, falls ¢ = 1 oder j = 1. Es fehlt noch der Nachweis, dass diese Gleichung auch
im Fall 4,5 > 1 gilt.

Dazu fixieren wir 4, j > 1 und behaupten, dass A; 1 — Ay 1 + A1 ; = A; 5 gilt.

Fall 1: i = j. Wir definieren die Permutation m; := {1,...,n} — {1,...,n} durch
m (1) :=14, m1(¢) := 1 und m (k) := k fiir k # 1,7. Wendet man dann die Vorausset-
zung fiir w1 an, so folgt S = Ay, + 4,1 + Zk# 1 Ak k. Wahlt man 3 als identische
Permutation (7 (k) := k fiir alle k), so ergibt sich auch S = A; 1 + A, ; +Zk#71 Ak s
und wir folgern, dass A;; + A;1 = A1 + A;; gilt. Das kann wegen ¢ = j als
A1 — A1+ A j = A j umgeschrieben werden.

Fall 2: i # j. Zundchst wahlen wir eine bijektive Abbildung

mo:{1l,...,nt\ {1, i} = {1,...,n}\ {17}k
so etwas gibt es, da beide Mengen n—2 Elemente haben. Damit definieren wir eine

Permutation 71 durch 71(1) := 1, m(4) := j und w1 (k) := mo(k) fir k # 1,4
Aufgrund der Konstruktion ist 7y eine Permutation, und wir erhalten

S=A11+A;;+ Z Al o (k)
k#£1i
Nun werde g durch mo(1) := j, m2(i) := 1 und ma(k) := mo(k) fir k # 1,4 definiert.
Es folgt
S=A1;+4;1+ Z Al o (k)
k1
und wir kénnen daraus schlieBen, dass A; ;1 + A;; = A1 ; + A; 1. Wirklich ist also
Ain—Ain+ A=A
Nun kann der Beweis leicht beendet werden. Wir wollen doch A; ; = a; + b; zeigen:

a; +b; (Aig—b1)+ (A1 — x)
= (A1 —Air+2)+ (A — o)
= A1 A+ A
= A

4,5
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Dass S =ay+---+a,+b1+---+b, gilt, kann man zum Beispiel dadurch einsehen,
dass man m als identische Permutation wahlt. Dafiir ist namlich

Arp+Aso+- -+ Apn = (a1 +b1)+ -+ (an+bp) =ar+- -+ an+bi+- -+ by

Es wurde auch mitbewiesen, dass die Wahl von a;,b; zu den A; ; nicht eindeutig
ist: Es gibt einen freien, beliebig wahlbaren Parameter z. 0

Wir bemerken noch, dass im Beweis nur die Gruppeneigenschaften von (R, +) aus-
genutzt wurden. Das Ergebnis kann also auf beliebige kommutative Gruppen iibertragen
werden.

Magische Wiirfel und magische Hyperwiirfel

Im vorstehenden Satz wurden die Koordinaten nicht auf gleiche Weise behandelt.
Wenn man die Ergebnisse auf mehr als zwei Dimensionen iibertragen will, empfiehlt
sich eine symmetrische Formulierung:

e Die a;, bj, A; j := a; + b; seien wie vorstehend, und S :=a; +---+a, + b1 +
- -+ =+ by,. Sind dann 7y, T Permutationen von {1,...,n}, so ist

n
ZAm(i),vrz(i) =S.
=1

o Gegeben sei die Matrix A; ;, und es gebe eine Zahl S, so dass >0 | A, (i), m0(s) =
S fiir alle Permutationen 71, 2. Dann gibt es Zahlen a; und b;, so dass A4; ; =
a; + b; fiir alle 4, j gilt.

Der obige Beweis kann leicht auf die neue Formulierung iibertragen werden.

Eine Verallgemeinerung auf ,,magische Wiirfel liest sich so.

e Esseine N, und ay,...,an, b1,...,bn, c1,...,c, seien Zahlen. Definiert man
dann Zahlen A; ;i durch A; ;1 :=a; +b; + ¢ firi,j,k=1...,n, so ist

D Ariy i) = @i+ D b+ Y e
=1 i=1 j=1 k=1

fiir beliebige Permutationen 7y, mo, w3 auf {1,...,n}.

o Umgekehrt: Es seien Zahlen (A; ; k)i jk=1,...n vorgegeben. Es gebe eine Zahl S,

so dass
n

> Ay (i) ma(i)ma (i) =S

i=1
fiir beliebige Permutationen 7y, w2, 3. Dann kann man Zahlen a;, b;, ¢ so fin-
den, dass A; jr, = a; +b; + ¢y, firalle i, 5,k =1,...,n gilt. Auch ist dann

n n n
S: Z(L1+Zb] +ch.
i=1 j=1 k=1
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Dabei ist die erste Aussage wieder ein Spezialfall von Satz 2.1, fiir die zweite muss man
recht schwerfallig argumentieren: Es ist ar, (1) := , br,(1) := y (mit beliebigen Zahlen
x,y) und crp1) = A, (1),m0(1),m5(1) — £ — Y. Und so weiter.

Und wer Tricks fiir Zauberer in beliebig hochdimensionalen Raumen zur Verfiigung
stellen mochte, sollte sogar die folgende Verallgemeinerung beweisen:

e Esseiend,n € N, und fiir6 = 1,...,dund i = 1,...,n seien Zahlen a? gegeben.
Setze
Aiy g 1= 0, F a3, + -+ a,
ﬂjl’il,...,id: 1,...,n.
Dann hat 37" | Ay (i),...ra(iy den Wert 0. o a? fiir beliebige Per-
mutationen 71, ..., Tq4.

e Und umgekehrt: Haben vorgelegte A;, . ,, die Eigenschaft, dass alle Summen
> Ay (i),...,ma(s) Ubereinstimmen, so kann man die A;, ., als af, + af +
cee afd schreiben. Der Beweis ist ,,im Prinzip" so wie der von Satz 2.3. Da er
aber schreibtechnisch viel aufwandiger ist, soll er hier nicht gefiihrt werden.

Der Zaubertrick
Wir beginnen mit einer Vorbereitung. Dazu wahlen wir eine beliebige — vorzugsweise

nicht zu groBe — natiirliche Zahl n und zeichnen ein leeres n x n-Raster. Hier ist ein
Beispiel mit n = 4:

AnschlieBend bestimmen wir eine , Zielzahl" Z, wobei es naheliegend ist, dass Z
irgendeine Beziehung zur geplanten Vorfiihrung hat (Geburtstag, Hausnummer, Ju-
bildum). Z wird auf irgendeine Weise als Summe von 2n Zahlen aq,...,an,b1,...,b,
geschrieben. Zur lllustration arbeiten wir mit Z = 50 und der Darstellung 50 =
24+9+34+54+104+154+2+4.

Die gewahlten 2n Zahlen werden nun an den Rand des Schemas geschrieben: Die
a; nach links und b; nach oben. Etwa so:

101512 |4

Y W[ O N

Und dann werden die 16 noch freien Felder gefiillt: In jedes Feld wird die Summe
aus den zwei Randzahlen (links und oben) geschrieben.
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10 | 15 | 2
2112 | 17
911924 |11 | 13
3113118 5
5| 15120 7

Das alles wurde vor der Vorstellung gemacht. Fiir das Publikum wird das mit
den eben berechneten Zahlen gefiillte Zahlenschema noch einmal abgeschrieben, die
Randzahlen miissen auf jeden Fall geheim bleiben!

Und nun kann es wie oben beschrieben losgehen. Ein Zuschauer wahlt eine Zahl. Die
wird unterstrichen, und alle anderen Eintrage in dieser Zeile und dieser Spalte werden
durchgestrichen. Wurde etwa die 11 gewahlt, so wiirde das Ergebnis so aussehen:

12 |17 |4 | 6
924 |11 | B3
13 18 |5 | 7
15120 |+ 1] 9

Es geht dann so weiter: Unter den noch nicht unter- oder durchgestrichenen Zahlen
eine wahlen und unterstreichen, alle anderen Zahlen in dieser Zeile und Spalte durch-
streichen. Und das immer wieder, bis alle Zahlen abgearbeitet sind: Das Endergebnis
ist am Beginn dieses Abschnitts zu sehen. (Im letzten Schritt wird iibrigens nur noch
eine Zahl unterstrichen.) Wir wollen einmal annehmen, dass — in dieser Reihenfolge —
die Zahlen 11,17,7,15 gewahlt werden.

Wenn man dann die unterstrichenen Zahlen addiert, kommt garantiert 50 heraus.
Die Begriindung steht in Satz 2.2 (der auf Satz 2.1 zuriickgefiihrt wurde).

Varianten

1. Es wurde schon erwdhnt, dass man beliebige innere Kompositionen verwenden kann,
die kommutativ und assoziativ sind. Damit sind — zum Beispiel — die Addition und die
Multiplikation rationaler, reeller und komplexer Zahlen zugelassen, und man kénnte
auch mit den Elementen eines Restklassenrings Zj; zaubern. Fiir ein Laienpublikum
sollte man allerdings natiirlichen (evtl. auch ganzen) Zahlen und der Addition bleiben.

Hier ist ein Beispiel, bei dem bei einer Privatfeier im Kollegenkreis (zu einem 65.
Geburtstag) komplexe Zahlen eingesetzt wurden:

18 =4 9+ 8—21 | 23—20| 15—
11 2421 1—1 16 — 1 8
9+ 2 43 —1+¢ | 14+7 |6+ 2
22 13424 | 12 -1 | 27— 19
22—9 | 13410 |12 —-20 | 27 =27 | 19—
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2. Das gleiche Prinzip kann auch in einem sehr regelmaBig aussehenden Zahlenquadrat
ausgenutzt werden, etwa im Fall n =5 bei

1 213|415
6 [ 7|8 9|10
11 12 | 13 | 14 | 15
16 | 17 | 18 | 19 | 20
211 22|23 (24125

Man kann es sich auf die vorstehend beschriebene Art entstanden denken, wenn fiir die
b; die Zahlen 1,2,3,4,5 und fiir die a; die Zahlen 0,5, 10, 15, 20 eingetragen wurden.
Deswegen wird sich als Endergebnis garantiert 1+2+3+4+4+54+0+5410+15+20 = 65
ergeben.

3. Bisher wurde Satz 2.1 ,,zweidimensional” umgesetzt. Ganz analog kdnnte man auch
drei (oder noch mehr) Dimensionen verwenden:

— Suche ein n € N, bereite n® durchsichtige 1 x 1 x 1-Wiirfel vor und fiige sie zu
einem n X n X n-Wiirfel zusammen. Jeder dieser 1 x 1 x 1-Wiirfel kann durch drei
»Koordinaten" eindeutig beschrieben werden, wobei jede Koordinate von 1 bis n lduft:
Wi,j,kx mit 4,5,k =1,...,n.

— Wabhle eine beliebige Zielzahl Z und schreibe sie als

Z:al+...+an+b1+...+bn+cl+...+cn

mit 3n geeigneten Zahlen a;,b;, cy.

— Ordne jedem 1 x 1 x 1-Wiirfel W; ;, die Zahl a; + b; 4 ¢ zu. W 1 wird damit
beschriftet.

— Der Trick geht dann so:

e Ein Zuschauer wihlt einen der 1 x 1 x 1-Wiirfel W; j, x, und unterstreicht die
zugeordnete Zahl. In allen anderen 1 x 1 x 1-Wiirfeln W ; ;. mit

i =19 oder j=jo oder k=kgy
wird die zugeordnete Zahl gestrichen.

e Danach wird unter den 1 x 1 x 1-Wiirfeln, bei denen die Zahl noch nicht unter-
oder durchgestrichen ist, ein Wiirfel W, ;s 1. gewahlt, und mit ihm wird genauso
verfahren: Zahl unterstreichen und einige durchstreichen.

e Nach n Schritten sind alle Zahlen durch- oder unterstrichen, und die Summe der
unterstrichenen wird Z sein.

Die Begriindung steht im mathematischen Teil.

Leider ist das nicht praktikabel, denn man kann ja in einen Wiirfel nicht hineingrei-
fen. Deswegen wollen wir eine andere Visualisierung wahlen: Die dritte Dimension wird
durch Farben dargestellt.

Genauer geht es so:
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o Wir wihlen eine Zahl n: Es soll — mit einem n X n-Quadrat und n Farben -
ein dreidimensionaler Wiirfel dargestellt werden, bei dem jede Kante n Einheiten
lang ist. Wir werden hier mit n = 4 arbeiten.

e Dann werden n verschiedene Farben bestimmt: F, ..., F,,. Wir wahlen F=rot,
Fy=blau, F3=grau und Fy=griin.

e Nun muss man noch Zahlen ay,...,a,,b1,...,by,c1,...,c, auswihlen. Sie sind
vollig beliebig, aber die Summe soll gleich einer Zielzahl Z sein. (Statt Zahlen zu
addieren kann man auch mit einer beliebigen inneren Komposition arbeiten, fiir
die das Assoziativ- und das Kommutativgesetz gilt.)

Um konkrete Zahlen vor uns zu haben, werden wir mit Z = 40 und den folgenden
ai-bj-cp-Zahlen arbeiten:

a1 =4, a3 =1, a3 =3, ag = 2;

by =05, bo=1, b3 =4, by = 2;

c1=28,c3=0,c3=3, cu =T7.

e Der nachste Schritt besteht darin, ein n X n-Quadrat vorzubereiten. Dabei kom-
men in das Feld in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte n Zahlen, und zwar die
Zahlen a;+bj+cy, fir k= 1,...,n. Dabei wird a; +b; 4 ¢ mit der Farbe F}, ge-
schrieben. Damit stehen in diesem Feld n Zahlen in verschiedenen Farben. Damit
es unauffallig wirkt, sollten sie so positioniert sein, dass es etwas unregelmaBig
aussieht: In manchen Feldern ist die Zahl oben links mit Farbe F} geschrieben,
in anderen mit Farbe F3 usw.

Unsere Tabelle ist nachstehend zu finden. Dabei kam — zum Beispiel — die graue
11 im Feld in der ersten Zeile und der dritten Spalte so zustande: Es ist i = 1
(erste Zeile) und j = 3 (dritte Spalte); , grau” ist unsere dritte Farbe (d.h.,
k = 3), es geht also um die Zahl a; + b3 + ¢35 =4+ 4+ 3 = 11, die in grau
aufzuschreiben ist.

17 9 5 16 14
13 8 6

14 10 5 |11 3

6 2 13

12|17 155
8 16 4 13
7 6 | 12

15 3 11 14 4

e Nun die Spielregel: Ein Zuschauer wihlt irgendeine der n3 Zahlen in der Tabelle.
(In unserem Fall sind es 4 -4 - 4 = 64 Zahlen.) Die bekommt ein Sternchen ,**,
und ab sofort sind alle Zahlen in dieser Zeile, in dieser Spalte und in dieser Farbe
nicht mehr wahlbar. Man kdnnte sie sicherheitshalber durchstreichen.
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Im nichsten Schritt wird eine der noch erlaubten Zahlen gewahlt und mit einem
Sternchen versehen. Danach sind die entsprechende Zeile, die Spalte und die Far-
be nicht mehr wahlbar. So geht das immer weiter, bis es keine Wahlmdglichkeiten
mehr gibt. (Das ist im letzten, dem n-ten, Durchgang der Fall: Da gibt es nur
eine Zahl, die ein ,*" bekommen kann.)

Und wenn man jetzt die mit ,*“ gekennzeichneten Zahlen addiert, ergibt sich die
Zielzahl Z = 40.

4. Das Problem bei der vorigen Variante waren unsere mangelhaft ausgepragten Vi-
sualisierungsmoglichkeiten. Deswegen musste eine Dimension durch Farben dargestellt
werden. Ein Wesen mit einer vierdimensionalen Lebenserfahrung konnte direkt mit
dem dreidimensionalen Wiirfel arbeiten, dann da kann er/sie direkt hineingreifen. Ganz
entsprechend haben wir im mathematischen Teil schon Zauberertipps fiir Kollegen in
R3aumen mit d + 1 Dimensionen fiir beliebig groBes d vorbereitet.

Quellen

Der Originaltrick ist ,,Folklore”, der Charakterisierungssatz 2.3 ist sicher auch bekannt
(auch wenn ich ihn nirgendwo gefunden habe), die Farb-Interpretation der dreidimen-
sionalen Variante ist von mir. Sie wurde erstmals in meinem Buch ,, Der mathematische
Zauberstab" verdffentlicht.
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