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Vorwort

» Wozu brauchen wir das alles?“

So lautet eine hiufig gestellte Frage von Studierenden, besonders an Hoch-
schulen fiir angewandte Wissenschaften, wo immer der Aspekt der Anwen-
dung im Vordergrund steht. Der vorliegende Band aus der Reihe ,,Studien-
hilfen Mathematik®“ versucht, fiir den Bereich der Statistik eine befriedigende
Antwort auf diese Frage zu geben. Er richtet sich an Studierende der Inge-
nieurwissenschaften im Grundstudium. In allen technischen Studiengéngen
machen Studierende bei der Durchfithrung von Versuchen die Erfahrung von
zufilligen Einfliissen. Die Erforschung von deren Gesetzen ist Gegenstand der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre Anwendung Gegenstand der schlie-
Benden Statistik. Am Anfang steht ein Kapitel iiber beschreibende Sta-
tistik, das vollkommen ohne den Wahrscheinlichkeitsbegriff auskommt. Als
Voraussetzung fiir das Verstandnis ist hier nicht mehr notig als die Kenntnis
der vier Grundrechenarten und des Wurzelziehens. Trotz der vergleichsweise
einfachen mathematischen Methoden sind Grundkenntnisse aus der beschrei-
benden Statistik unverzichtbar. Viele Begriffe aus der schliefenden Statistik
sind leichter zu verstehen, wenn man ihr Analogon aus der beschreibenden
Statistik kennt. Verhéltniszahlen und Zeitreihen werden wegen der gebotenen
Kiirze nicht behandelt.

Es kommen keine schwierigen Beweise oder umfangreiche Theorien vor. In-
genieure diirfen sich hier getrost auf die gesicherten Ergebnisse der Mathe-
matiker verlassen und sollen vielmehr die Aussagen verstehen und richtig
einschétzen lernen, die hinter solchen Séitzen stehen, sowie die Methoden
sinnvoll anwenden und ihre Ergebnisse korrekt interpretieren kénnen. Aus
der hoheren Mathematik werden Kenntnisse der elementaren Funktionen ei-
ner reellen Verdnderlichen und ihrer Ableitungen sowie des Riemannschen
Integrals vorausgesetzt.

Jeder Abschnitt stellt in Lehrsétzen und geldsten Aufgaben die Hilfsmittel
bereit, mit denen man die anschlieBenden Ubungsaufgaben 16sen kann. Die
Ergebnisse der Aufgaben sind zur Kontrolle im Anhang angegeben.

Fiir die 5. Auflage wurden Druckfehler korrigiert, Zeichnungen verschonert
und Beispiele sowie das Literaturverzeichnis aktualisiert. Ich danke allen Kol-
leginnen und Kollegen, insbesondere Herrn Olaf LOTTER und Frau Anja
NOSER fiir die zahlreichen Hinweise sowie den Mitarbeiterinnen vom Fach-
buchverlag Leipzig fiir die stets angenehme Zusammenarbeit.

Miinchen, im Februar 2018 Michael Sachs
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2.6 Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen

In diesem Abschnitt betrachten wir bei einer statistischen Masse zwei Merk-
male X und Y und die damit verbundenen Besonderheiten. Beispielsweise
konnen wir bei Menschen die Merkmale ,, Alter* und ,,Gréfle® erheben, oder
bei Werkstiicken ,Durchmesser” und ,Masse“. Diese zweidimensionale Da-
tenmenge liegt zunichst als Urliste vor und kann in eine zweidimensionale
Haufigkeitstabelle iiberfithrt und auch grafisch dargestellt werden.

Urliste, Haufigkeitstabelle und Streudiagramm

Die Urliste gibt zu jedem statistischen Element ¢ die beiden Merkmalsaus-
priagungen x; von X und y; von Y an nach folgendem Schema:

Element Nr. ‘ 1 2 ... T ... n
Auspragung von X | 1 x2 ... Xy ... Ty
Ausprigung von Y | y1 Y2 ... Yi ... Yn

Bei groBeren Datenmengen ist es aus Griinden der Ubersichtlichkeit wieder
sinnvoll, alle Elemente zusammenzufassen, die in beiden Auspragungen iiber-
einstimmen. Wir erhalten so eine zweidimensionale Héufigkeitstabelle,
auch Kontingenztafel genannt. Dabei bezeichnen die a;, j = 1, ..., [, die
verschiedenen Ausprigungen von X, die by, k =1, ..., m, die verschiedenen
Auspragungen von Y:

Y Verteilung

b1 bQ e bk e bm von X

aq h11 h12 . hlk . hlm hl.

a9 h21 h22 e hgk . hgm h2.

X a; hjl hjg . hjk . hjm hj.
a; hll hlg . hlk . hlm hl.

Vert. vonY | h.y hso ... hy ... h., n

Es gilt die in der Matrizenrechnung iibliche Konvention fiir Doppelindizes:
Der erste Index bezeichnet die Zeile, der zweite die Spalte. hjj, steht also in
Zeile j, Spalte k, und es gilt somit

hjr = Anzahl Elemente mit (X = a;) und (Y = by). (2.46)
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Die Werte am rechten und unteren Rand der Tabelle werden als Randhéufig-
keiten bezeichnet. Sie geben die Haufigkeitsverteilungen von X allein bzw.
Y allein an. hj. ist die Summe iiber die Zeile j, dagegen h.;, die Summe iiber
die Spalte k:

hj. = Anzahl Elemente mit (X = a;) = Z hjr und (2.47)
k=1
1
h. = Anzahl Elemente mit (Y = b;) = Z hjk. (2.48)
j=1

Die Summe aller Randhéufigkeiten muss jeweils gleich n sein:

l m
> hp=> hp=n. (2.49)
k=1

j=1

Bei stetigen Merkmalen und groem Umfang n kénnen anstelle der a; und
by, wieder Klassen K; und Lj; von Merkmalsausprigungen treten.

Die der zweidimensionalen Urliste angemessene grafische Darstellung von
quantitativen Daten ist das Streudiagramm, aus nahe liegenden Griinden
auch Punktwolke genannt: Jedes Paar von Ausprigungen (x;, y;) wird da-
bei als Punkt in einem (z, y)-Koordinatensystem reprisentiert.

Beispiel 2.24

Bei zwolf Kraftfahrzeugen eines Fuhrparks werden die Merkmale ,, Al-
ter” (in Jahren) und ,gefahrene Kilometer“ (in 1000 km) erhoben. Es
ergibt sich folgende Urliste:

Nr. Alter Strecke || Nr. Alter Strecke
in Jahren | in 1000 km in Jahren | in 1000 km

1 1,5 30 7 1,8 21

2 5,2 68 8 4,2 112

3 4,5 90 9 6,2 230

4 0,5 12 10 3,6 120

5 2.4 100 11 2,5 56

6 2,6 62 12 5,1 109

Man erstelle das dazugehorige Streudiagramm.

Lésung: Deutlich ist ein Zusammenhang erkennbar: Altere Autos haben of-
fenbar mehr gefahrene Kilometer, was plausibel ist. Man kann jedoch keine
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2501

y/1000 km
°

x/Jahre

Bild 2.9: Streudiagramm fiir Alter und gefahrene Kilometer

allgemein giiltige Formel angeben, mit deren Hilfe sich die gefahrenen Kilome-
ter aus dem Alter ausrechnen lassen. Es gibt also wohl einen Zusammenhang,
aber keine funktionale Abhéingigkeit zwischen den beiden Merkmalen. m

Arithmetisches Mittel und Varianz

Arithmetische Mittel und Varianzen fiir die einzelnen Merkmale X und Y
werden wie in (2.15) bzw. (2.38) erklért, wobei lediglich darauf zu achten
ist, dass bei der Berechnung dieser Mafizahlen aus der zweidimensionalen
Haufigkeitstabelle die entsprechenden Randhéufigkeiten hj. bzw. h.; einzu-
setzen sind:

n l
1 1
5o 7§ ,:,E T 2.50
x ni:1xz nj:1aj g ( )

n

y = %Zyz = %Zbkh'lm (2.51)
k=1

i=1

n l
s2 = ! > (wi—x)? = ilz(aﬁz)?hj., (2.52)

R (R S o (Y (253)
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Kovarianz

Die wirklich neue Maf}zahl, an der beide Messreihen gleichzeitig beteiligt sind,
ist die Kovarianz.

Definition 2.14

Die (empirische) Kovarianz der Wertepaare (1, 1), (Z2,Y2), - -« (Tn, Yn)
ist erklart durch

Cov(X,Y) = 54y = 1 Z(wz —Z)(yi — 9)- (2.54)

Thre Einheit ist das Produkt der Einheiten der z; und der y;.

Man beachte, dass das Formelzeichen fiir die Kovarianz s,,, lautet und nicht
etwa (wie bei der Varianz) s2,. Dies wire auch sicherlich nicht sinnvoll, da
die Kovarianz auch negativ werden kann, wie wir gleich sehen werden.

Fiir die praktische Berechnung mit Taschenrechner ist wieder die Umformung

1 - -
Sey =~ <Z Ty — mﬁ?/) (2.55)

i=1

effizienter, die man durch Ausmultiplizieren der Klammern unter der Summe
in (2.54) erhilt.

Die Kovarianz lasst sich auch leicht aus der zweidimensionalen Haufigkeitsta-
belle errechnen:

m

l
1
Jj=1k=1

Um die Kovarianz auch inhaltlich zu verstehen, ist dagegen die Darstel-
lung (2.54) am besten geeignet. Wir verwenden zur Illustration die Daten
von Beispiel 2.24 mit den Lebensdauern und gefahrenen Kilometern von zwolf
Kraftfahrzeugen und legen durch das Streudiagramm neue Koordinatenach-
sen, die genau durch z und g hindurchgehen (in Bild 2.10 gestrichelt). Da-
durch wird das Streudiagramm in vier Quadranten eingeteilt, die folgende
Eigenschaften haben:

e In I liegen die Punkte mit z; > = und y; > ¢, in III die Punkte mit x; < &
und y; < g. In T und III gilt also: (x; — z)(y; — y) > 0.
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