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Kapitel 2
Mathematische Vorgehensweise

Um neue Ergebnisse zu erzielen, ist es hidufig notwendig, Aussagen prizise zu for-
mulieren und zu beweisen. Daher werden in diesem Kapitel die mathematische Be-
griffsbildungen und Vorgehensweisen zusammengestellt, die bendtigt werden, um
mathematische Texte zu verstehen oder selber zu schreiben.

2.1 Mathematische Logik

Um Aussagen mathematisch prizise zu formulieren, ist dieser Abschnitt iiber ,,ma-
thematische Logik* angefiigt.

Definition 2.1. Eine (mathematische) Aussage &7 ist ein Satz, der entweder
wahr oder falsch ist. Die Negation —&7 einer Aussage &7 ist genau dann
wahr, wenn £ falsch ist und genau dann falsch, wenn &2 wahr ist.

Bezogen auf die Vierecke in Abb. 2.1 soll entschieden werden, welche der Sitze
mathematische Aussagen sind und ob die Aussagen ,,wahr* oder ,,falsch* sind.

e ,Das Viereck aus Abb. 2.1 hat gleiche Seitenlédngen.*
Das ist keine mathematische Aussage (welches Viereck?).

e .Die Vierecke A und D haben je gleiche Seitenldngen.*
Das ist eine mathematische Aussage, die wahr ist.

o ,Alle Vierecke aus Abb. 2.1 haben je gleiche Seitenldngen.*
Das ist eine mathematische Aussage, die falsch ist.

e ,Mindestens ein Viereck aus Abb. 2.1 hat gleiche Seitenlédngen.*
Das ist eine mathematische Aussage, die wahr ist (A oder D).

e .. Wie viele Vierecke aus Abb. 2.1 sind Rechtecke?
Das ist keine mathematische Aussage (sondern eine Frage).
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A B C D

Abb. 2.1 Verschiedene Vierecke

Anmerkung 2.1. Entscheidend dafiir, ob ein Satz eine mathematische Aussage ist,
ist auch, dass die auftretenden Begriffe bekannt sind. Beispielsweise ist keiner der
obigen Sitze eine mathematische Aussage, wenn Thnen nicht bekannt ist, was ein
Viereck ist.

Nun werden die Negationen zu einigen Aussagen angegeben:

e Jedes Auto auf dem Parkplatz ist rot.*
Die Negation lautet: ,,Auf dem Parkplatz steht mindestens ein Auto, das nicht rot
ist.*

e _ Auf dem Parkplatz steht (mindestens) ein rotes Auto.*
Die Negation lautet: ,,Auf dem Parkplatz steht kein rotes Auto.*

e _Auf dem Parkplatz steht genau ein rotes Auto.*
Die Negation lautet: ,,Auf dem Parkplatz steht entweder kein rotes Auto oder es
stehen mindestens zwei rote Autos auf dem Parkplatz.*

In vielen Fillen sind mathematische Aussagen von der Form ,,Wenn ... gilt, dann
gilt auch ...“. Solche Aussagen werden als Implikation bezeichnet.

Definition 2.2. Eine Implikation ist eine Aussage der Form
»Wenn & gilt, dann gilt auch 2,
wobei & und 2 zwei Aussagen sind. Die mathematische Beschreibung hier-
fiir ist
D= 2.

Wichtig ist es, textliche Umschreibungen von & =—> 2 zu erkennen.

Textliche Beschreibungen einer Implikation:

»Wenn & gilt, dann gilt auch 2.

»Aus & folgt 2.

,»< ist eine hinreichende Bedingung fiir 2.
»2 ist eine notwendige Bedingung fiir &#2.“
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Als Beispiel wird eine Implikation nun auf verschiedene Weise beschrieben:

e Wenn ein Viereck A ein Quadrat ist, dann hat A gleiche Seitenlidngen.

e Daraus, dass ein Viereck A ein Quadrat ist, folgt, dass A gleiche Seitenléngen
besitzt.

e Eine notwendige Bedingung dafiir, dass ein Viereck A ein Quadrat ist, ist, dass
A gleiche Seitenldngen besitzt.

e Fine hinreichende Bedingung dafiir, dass ein Viereck A gleiche Seitenlédngen
besitzt, ist, dass es ein Quadrat ist.

In vielen Fillen soll eine Aussage durch eine andere dquivalente Aussage ersetzt
werden; insbesondere wenn bei der anderen Aussage bekannt ist, dass sie wahr ist.

Definition 2.3. Zwei Aussagen & und 2 heifien dquivalent, wenn sowohl
&P = 2 als auch 2 — & gilt. Die mathematische Beschreibung hierfiir
ist

P = 9.

Auch fiir & <= 2 gibt es verschiedene textliche Umschreibungen.

Textliche Beschreibungen von Aquivalenz:

o 2 ¢ilt genau dann, wenn 2 gilt*,
o % gilt dann und nur dann, wenn 2 gilt",
o .2 ist notwendig und hinreichend fiir 2.

Beispiel 2.1.  Ein Viereck ist genau dann ein Quadrat, wenn es ein Rechteck ist
und gleiche Seitenldngen hat.

e Ein Viereck ist dann und nur dann ein Quadrat, wenn es ein Rechteck ist und
gleiche Seitenldngen hat.

¢ Notwendig und hinreichend dafiir, dass ein Viereck ein Quadrat ist, ist, dass es
ein Rechteck mit gleichen Seitenlingen ist.

2.2 Definition, Satz, Lemma, Korollar

Eine ausfiihrliche Zusammenstellung und Erlduterung mathematischer Begriffe und
viele weitere Hinweise zum Umgang mit den typischen Bezeichnungen der Ma-
thematik finden sich in Beutelspacher (1992). In diesem kurzen Abschnitt werden
wenige typische Begriffe erklirt, die bei mathematischen Argumentationen — auch
in diesem Buch — hiufig auftreten.
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e Neue Begriffe werden durch Definitionen eingefiihrt.
e Zusammenhinge und Folgerungen aus bisher Bekanntem werden moglichst pri-

zise in einem Satz beschrieben. Zu einem Satz gehort auch ein Beweis, in dem
nachgewiesen wird, dass die Aussage des Satzes richtig ist. Synonym werden oft
auch die Begriffe Proposition oder Theorem benutzt, wobei Theorem oft auch
im Sinne von ,,zentraler Satz* gebraucht wird.

Ein Lemma lésst sich meist als technischer Hilfssatz umschreiben. Es prazi-
siert Teilergebnisse, die fiir den eigentlichen Satz oder einen Beweis bendtigt
werden. Eine andere Bedeutung — Hauptgedanke, z. B. Lemma von Zorn — tritt
hauptsédchlich in mathematischen Texten auf und selten in Anwendungen.

Ein Korollar ist eine direkte Folgerung aus einem vorangegangen Ergebnis und
bezieht sich oft auf einen Spezialfall, der von dem allgemeineren Ergebnis bereits
abgedeckt ist.

2.3 Der mathematische Beweis

Auch in vielen 6konomischen Arbeiten werden Aussagen mathematisch bewiesen.
Aus diesem Grund ist es notwendig, die wichtigsten Beweistechniken zu kennen.
Diese werden nun kurz beschrieben.

1.

Direkter Beweis

Benutze mathematische Aussagen, von denen bekannt ist, dass sie ,,wahr sind
und folgere hieraus die behauptete Aussage.

Indirekter Beweis oder Beweis durch Widerspruch

Nimm das Gegenteil der behaupteten Aussage an, bzw. nimm an, dass die be-
hauptete Aussage ,,falsch® ist. Folgere, dass dann ein Widerspruch auftritt, z. B.
dass eine ,.falsche” mathematische Aussage gelten miisste. Damit kann die be-
hauptete Aussage nicht ,,falsch* sein, sie muss also ,,wahr* sein.

. Induktionsbeweis (nur fiir natiirliche Zahlen)

Induktionsanfang: Zeige: Die Aussage gilt fiir eine natiirliche Zahl ng.
Induktionsschritt: Zeige: Wenn die Aussage fiir eine natiirliche Zahl n gilt, dann
ist die Aussage auch fiir n 41 ,,wahr®.

Damit ist die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng gezeigt.

Diese Beweistechniken werden nun anhand von Beispielen erldutert.

1.

Der Nachweis von ('l') + (i+n1) = ('Zill) der Regel fiir Binomialkoeffizienten auf
Seite 23, war ein Beispiel fiir einen direkten Beweis. Diese Gleichung wurde
aus den Definitionen der Fakultit und des Binomialkoeffizienten sowie aus den

Rechenregeln hergeleitet.

Als weiteres Beispiel wird direkt beweisen, dass Y, q = ]}zngl fiir n € Nund
g # 1 ist. Mit den bisherigen Rechenregeln und einigen (geschickten) Umfor-

mungen ergibt sich:
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n n n
1-9)Yd=>1-9q =3 (d—¢")

i=0 i=0 i=0
=" -d"V+ @ - +...+ (@ =)+ (" — g
P PGt A g+ g g

—_—— —— ——— —— —
=0 =0 =0 =0

— l_qn+1'

Dividieren dieser Gleichung durch (1 — g) ergibt die Behauptung.
2. Als Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch wird gezeigt, dass x> = 2 keine
rationale Losung besitzt.

Angenommen es gibt eine rationale Losung von x? = 2. Dann gibt es natiirliche Zahlen
Pp,q € N, die keinen gemeinsamen Teiler besitzen (soweit wie moglich gekiirzt), so
dass (2)2 = 2 gilt. Dann gilt auch p?> = 2¢? und p? ist gerade. Somit ist auch p gerade
(eigentlich wiire dies auch zu zeigen) und k := £ € N. Daraus folgt (2k)> = 24 und
2k* = ¢*. Das impliziert, dass auch ¢ gerade ist. Folglich besitzen p und ¢ den gemein-
samen Teiler 2, was ein Widerspruch ist (Annahme: p und ¢ haben keinen gemeinsamen
Teiler, siche oben). Damit kann die Annahme, es gebe eine rationale Losung von =2,
nicht wahr sein und das Gegenteil muss gelten.

3. Ein Beispiel fiir einen Induktionsbeweis (bzw. eine Beweisskizze) trat beim Be-
weis von Satz 1.1 (Seite 24) auf.

. n+1
Nun beweisen wir die Aussage > (¢’ = 1_]‘1; fiir n € Nund ¢ # 1 noch einmal,
diesmal mit vollstiindiger Induktion.

e Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt offensichtlich

0 0+1
. 1—¢
i=0 —-q
. n+1
o Induktionsschritt: Angenommen ! ,q¢' = % gilt fiir n, dann gilt fiir
n+1:
n+1 ) n )
Z ¢ =q¢" "+ 2 q (aus der Induktionsvoraussetzung folgt)
i=0 i=0
1— n+1 n+1 _ n+2 1— n+1 1— n+2
— gt 9  _ 4 q 4 9 _ q

1—g¢g 1—¢g 1—¢g 1—¢q
Also gilt die Formel fiir n 4 1, wenn sie fiir n gilt. Nach dem Prinzip der

vollstindigen Induktion gilt sie somit fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0.

Manchmal ist es einfacher zu zeigen, dass eine bestimmte Aussage nicht gilt. In sol-
chen Fillen ist folgender Zusammenhang — der Kontraposition oder Umkehrschluss
genannt wird — hilfreich:
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Satz 2.1. Seien & und 2 zwei Aussagen, dann gilt

P = 2 genau dann, wenn -2 — 2,
und

P <— 2 genau dann, wenn -2 <= L.

Dieser Zusammenhang wurde beispielsweise in Definition 1.5 benutzt, als

fx1) = f(x) = x1=x
und
x1 #xy = f(x1) # f(x2)

als dquivalent angegeben wurden.

Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgaben zu Abschnitt 2.1

2.1. Welche der folgenden Sitze sind mathematische Aussagen? Geben Sie zu den
Aussagen an, ob sie wahr oder falsch sind. Geben Sie die Negation an.

a) ,,Jede Woche hat 7 Tage.“ b) ,,Der Monat hat 30 Tage.*
c) ,,Jedes Jahr hat 365 Tage.” d) ,,JJede Nacht hat 12 bis 13 Stunden.*
e) ,.Hat der Januar 31 Tage?* f) ,,Es gibt Monate mit weniger als 30 Tagen.

13

2.2. Betrachte ein Viereck A und folgende Aussagen:

& = ,Das Viereck A ist ein Parallelogramm.*
2 = ,,Das Viereck A ist ein Quadrat.*

Z = ,,Das Viereck A ist ein Rechteck.*

. = ,Das Viereck A hat gleiche Seitenldngen.*

Welche der folgenden Implikationen oder Aquivalenzen sind richtig?

) =2 b) 2 <= % und.&
0 2= % d) 2= Pund .S
e) X <— 2

Aufgaben zu Abschnitt 2.3
2.3. Zeigen Sie durch vollstindige Induktion

1 n
a) Z n+ ) b) Z l+1 T+l

1ll
¢) 221'-1 =
i=1




Teil I1
Folgen und Reihen



In diesem Teil werden Folgen und Reihen behandelt. Folgen spielen eine wich-
tige Rolle, wenn zeitliche Entwicklungen beschrieben werden. Typische Beispiele
sind die Beschreibung von Kontenentwicklungen oder die Analyse von Quartalszah-
len einer Volkswirtschaft. Desweiteren lédsst sich der Grenzwertbegriff gut anhand
von Folgen erkléren.

Neben den Folgengliedern interessiert manchmal auch ihre Summe. Solche auf-
summierten Folgenglieder definieren eine Reihe. Ein Beispiel hierfiir ist der Ge-
genwartswert einer Geldanlage, die iiber mehrere Perioden einen Ertrag liefert. Ein
anderes Beispiel ist bei Wachstumsmodellen der diskontierte zukiinftige Nutzen,
iiber den optimiert wird. Desweiteren kann die — in den Wirtschaftswissenschaften
wichtige — Exponentialfunktion iiber Reihen definiert werden.
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