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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Die Grundideen der Computergrafik sind einfach und lassen sich meist mit weni-
gen Worten erklären. Das Verständnis dieser Grundideen ermöglicht neben der
Erstellung eigener, unabhängiger Programme auch die eigenständige Weiterent-
wicklung dieser Ideen und damit die Formulierung neuer Algorithmen, die
wesentlich effizienter als die bereits bekannten sein können.

Sowohl die einfache Implementierung grundlegender Denkkonzepte in Form
eines lauffähigen Programms als auch ihre Weiterentwicklung setzen allerdings
das mathematische Grundwissen voraus, das im Verlauf dieses Kapitels vermittelt
wird.

1.1 Zuordnungen

Zuordnungen gehören bei Weitem zu den wichtigsten mathematischen Konzep-
ten, die in der Grafikprogrammierung eingesetzt werden. Im Verlauf der folgenden
Kapitel werden wir die gesamte komplexe Welt der Computergrafik auf dem einfa-
chen Denkansatz der proportionalen Zuordnung aufbauen – diese bildet die
Grundlage der linearen Interpolation, die ihrerseits überall eingesetzt wird; beson-
ders prominente Beispiele sind:

� Die Darstellung gefüllter Polygone auf dem Bildschirm im 3. Kapitel; dieselbe
Technik werden wir in nahezu unveränderter Form im letzten Kapitel einset-
zen, bei der hardwarebeschleunigten Visualisierung des sichtbaren Teils einer
dreidimensionalen Landschaft.

� Der Aufbau von Farbverläufen, ohne die Polygonschattierung, Plasma-, Feuer-
und Semitransparenzeffekte sowie lokale Lichtquellen oder Schatten undenk-
bar wären.

� Lineare Interpolation bildet die Grundlage perspektivisch korrekter Darstellun-
gen beim Z-Buffering und Clipping entlang beliebiger Ebenen.

� Texture Mapping verleiht den sichtbaren Gegenständen ein besonders realisti-
sches Erscheinungsbild – praktisch gesehen ist diese Technik nichts anderes als
die Interpolation zwischen verschiedenen Koordinatensystemen.

� Zuordnungen spielen eine herausragende Rolle bei der praktischen Darstellung
mathematisch definierter Kurven und Flächen, der Navigation im Raum sowie
der Verwendung beliebiger Darstellungskameras.
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Zuordnungen beschäftigen sich in den meisten Fällen mit zwei unterschiedlichen
Größen, die voneinander unabhängig sind. Bei diesen Größen handelt es sich bei-
spielsweise um Kombinationen von Lastwagen und transportierte Kisten,
Geschwindigkeit und zurückgelegter Weg, Anzahl der Räumfahrzeuge und die
erforderliche Zeit, um einen Parkplatz vom Schnee zu befreien.

Die Art der Zuordnung gibt an, wie die diese Beziehung mit Hilfe einer Gleichung
ausgedrückt werden kann – wird anschließend ein beliebiges Element der ersten
Größe angegeben, lässt sich mit Hilfe der Rechenvorschrift der ihm zugeordnete
Wert der zweiten Größe auf einfache Weise ermitteln.

Es ist wichtig, die Grundidee der Zuordnung zunächst anhand besonders anschau-
licher Beispiele zu verstehen – die beiden Größen, mit denen man in der Com-
putergrafik konfrontiert wird, sind abstrakterer Natur: zweidimensionale Bild-
schirmkoordinaten von Pixeln und räumliche Z-Koordinaten, Punkte in einem
Raster und Texturkoordinaten oder Positionen in einem Array und RGB-Farbwerte.
Das Verständnis dieser komplexeren Beziehungen erfordert zusätzlichen Auf-
wand.

1.1.1 Proportionale Zuordnungen

Ein Beispiel für eine proportionale Zuordnung bietet die Beförderung von Gütern:
angenommen, eine Fabrik möchte ihre in Kisten verpackten Erzeugnisse zum
nächsten Handelszentrum mit Hilfe einer Anzahl an Lastwagen transportieren.

Es kann leicht nachvollzogen werden, dass, je mehr Lastwagen eingesetzt werden,
desto mehr Kisten auch befördert werden können. Aus der Praxis ergibt sich fol-
gende Übersicht:

Aus dieser Übersicht geht hervor, dass mit Hilfe von 7 Lastwagen 847 Kisten beför-
dert werden können. Wenn man die Zahl der Lastwagen verdoppelt, muss sich

Von einer proportionalen Zuordnung spricht man immer dann, wenn zwischen den
beiden Größen folgende Beziehung besteht:

Die Vergrößerung eines Elements der ersten Gruppe ist mit einer Vergrößerung des
dazugehörigen Elements der zweiten Gruppe verbunden.

Eingesetzte Lastwagen Anzahl der transportierten Kisten

7 847

12 1452

14 1694

18 2178
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auch die Anzahl an transportierten Kisten verdoppeln. In diesem Zusammenhang
ergibt sich folgende Fragestellung: Wie viele Kisten können befördert werden,
wenn t Lastwagen zur Verfügung stehen? t ist hierbei eine beliebige natürliche
Zahl.

Proportionale Zuordnungen sind quotientengleich. Teilt man ein Element der ers-
ten Größe durch das ihm zugeordnete Element der zweiten Größe, ist das Ergebnis
konstant. Im Fall unserer Zuordnung gilt demnach:

Schlussfolgerung: Multipliziert man die Anzahl der zur Verfügung stehenden Last-
wagen mit dem Wert dieser Brüche, ergibt sich die Anzahl der transportierten Kis-
ten. Die Rechenvorschrift dieser Zuordnung lautet somit:

Die Variable k gibt hierbei die Anzahl der Kisten an, die mit Hilfe von t Lastwagen
befördert werden können. Wie man anhand dieser Gleichung erkennen kann, sind
lediglich zwei einander zugeordnete Werte erforderlich, um die Rechenvorschrift
der jeweiligen Zuordnung aufstellen zu können. Eine beliebige proportionale
Zuordnung kann folgendermaßen aussehen:

Die Werte a 0 und z(a) 0, die verschiedenen Größen angehören und einander
zugeordnet werden, sind bekannt. Ein weiterer Wert x ist vorgegeben, welcher der
ersten Größe angehört. Gesucht ist der ihm zuzuordnende Wert z(x):

Da man weißt, dass es sich hierbei um eine proportionale Zuordnung handelt,
kann man aufgrund der Quotientengleichheit folgende Beziehung aufstellen:

Hieraus lässt sich die allgemeine Rechenvorschrift beliebiger proportionaler
Zuordnungen ableiten:

1. Größe 2. Größe
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Der Gedanke, der sich hinter dieser Formel befindet, ist bereits während der For-
mulierung des Lastwagenproblems eindeutig gewesen. Der Ausdruck:

gibt in diesem Fall die Zahl der Kisten an, die von einem Lastwagen transportiert
werden können. Dieser Wert braucht dann nur noch mit der Anzahl x der zur Ver-
fügung stehenden Lastwagen multipliziert zu werden.

Abb. 1.1: Links: Ein Rechteck, dessen Seitenverhältnis dem goldenen Schnitt entspricht. 
Rechts: Ein Ikosaheder lässt sich aus drei entsprechend ausgerichteten Rechtecken 
dieser Art modellieren.

1.1.2 Antiproportionale Zuordnungen

Es gibt noch eine weitere Art von Zuordnungen, die sich hinsichtlich des Zusam-
menhangs zwischen den beiden Größen von den proportionalen unterscheidet.

Übungsaufgabe 1.1:

Die proportionale Zuordnung stellt auch die Grundlage für ein sehr wichtiges
Verhältnis zwischen Länge und Höhe von Rechtecken, das als Goldener Schnitt
bezeichnet wird. Dieses Längenverhältnis lässt sich beispielsweise in den Fassa-
den griechischer Tempel und der Architektur mittelalterlicher Kathedralen fin-
den.

Dieses Verhältnis lässt sich folgendermaßen beschreiben: Die kurze Seite des
Rechtecks verhält sich zur langen Seite wie die lange Seite zur Summe der Län-
gen der beiden Seiten.

Angenommen, die kurze Seite des Rechtecks hat die Länge 1; wie groß muss
dann die lange Seite  sein?

a
az )(

φ
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Hierzu ein Beispiel: Ein 75-MHz-Prozessor benötigt 180 Sekunden, um eine
bestimmte Aufgabe lösen zu können. Ein doppelt so schneller Prozessor braucht
nur die Hälfte dieser Zeit, um dieselbe Aufgabe zu berechnen. Eine 500-MHz-CPU
schafft die Aufgabe schließlich in nur 27 Sekunden. Die tabellarische Anordnung
dieser Größen sieht folgendermaßen aus:

Hierbei fällt folgende Regelmäßigkeit auf:

In unserem Fall gilt, dass, je schneller der eingesetzte Prozessor ist, desto weniger
Zeit wird für eine bestimmte Berechnung in Anspruch genommen. Diese Art von
Zuordnungen wird als antiproportional bezeichnet. In diesem Zusammenhang
tritt die Frage auf, wie viel Zeit für dieselbe Berechnung benötigt wird, wenn ein
Prozessor mit t R, t 0 MHz zum Einsatz kommt.

Antiproportionale Zuordnungen sind produktgleich. Multipliziert man die Werte
der einander zugeordneten Elemente, tritt stets das gleiche Ergebnis auf:

75*180 = 150*90 = 500*27

Der Wert eines gesuchten Elements kann demnach ermittelt werden, indem dieses
Produkt durch den Wert des gegebenen Elements geteilt wird.

Die Konstante s gibt hierbei die Zeit in Sekunden an, welche eine CPU mit t MHz
für die Berechnung benötigt. Genau wie es bei den proportionalen Zuordnungen
der Fall ist, werden für die Berechnung dieses Produkts lediglich zwei zusammen-
gehörende Werte einer Zuordnung benötigt. Aus einer beliebigen antiproportiona-
len  Zuordnung wie:

Taktfrequenz in MHz Benötigte Zeit

75 180

150 90

500 27

Die Vergrößerung eines Elements der ersten Gruppe ist mit der Verkleinerung des ihm
zugeordneten Elements der zweiten Gruppe verbunden.

1. Größe 2. Größe

∈ ≠

0,180*75
≠∈= tRtfür

t
s

a )(az
x )(xz
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kann demnach unter Verwendung der Produktgleichheit die allgemeine Rechen-
vorschrift für antiproportionale Zuordnungen abgeleitet werden:

1.1.3 Beliebige lineare Zuordnungen

In der Computergrafik gibt es auch Zuordnungen, die auf den ersten Blick die Kri-
terien erfüllen, um in die Kategorie proportionaler bzw. antiproportionaler Zuord-
nungen eingeteilt zu werden. Bei einer genauen Betrachtung fällt jedoch auf, dass
weder die vermeintlich proportionale Zuordnung noch die anscheinend antipro-
portionale die vorgegebene Quotienten- bzw. Produktgleichheit erfüllt. Diese
Zuordnungen treten beispielsweise im Zusammenhang mit Farbverläufen, Semi-
transparenzeffekten oder der Darstellung von Nebeleffekten auf. Zwei Beispiele:

Zuordnung 1: Produktgleichheit wird nicht erfüllt.

Zuordnung 2: Quotientengleichheit ist nicht vorhanden.

Bei einem genauen Blick auf die beiden Zuordnungen fällt jedoch auf, dass bei der
Veränderung beider Größen eine Regelmäßigkeit zu finden ist. Die erste Größe der
ersten Zuordnung steigt von oben nach unten mit dem Wert 4, während das Wachs-
tum der zweiten Größe (–1) beträgt. In der zweiten Zuordnung steigen die beiden
Größen durch Addition der konstanten Werte 2 bzw. 3 an. Aufgrund der Tatsache,
dass der jeweils nächste Wert durch Addition einer Konstanten zum aktuellen
berechnet wird, bezeichnet man diese Art von Zuordnungen als beliebig linear.

1. Größe 2. Größe

-8 99

-4 98

0 97

4 96

1. Größe 2. Größe

15 = a 49 = z( a )

17 = b 52 = z( b )

19 55

21 58

23 = x 61 = z( x ) 

25 64

0,),(,)(*)( ≠∈= xRxazafür
x

azaxz
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Abb. 1.2: Das Wachstum der beiden Größen einer beliebigen linearen Zuordnung erfüllt die 
Gesetzmäßigkeiten der proportionalen Zuordnung.

Zunächst definieren wir zwei Werte  und , für die gilt: 

a + = x und z( a ) + = z( x )

a und z(a) sind die ersten beiden einander zugeordneten Werte der Tabelle, x steht
an einer beliebigen Stelle auf der Seite der ersten Größe. Bemerkenswert ist folgen-
der Zusammenhang, der sich aus der Anordnung der einander entsprechenden
Zahlen ergibt: Je größer der Wert von  ist, desto größer muss auch der Wert von

 sein – das bedeutet, dass das Wachstum der beiden Abstände  und propor-
tional ist.

Angenommen, man kennt zwei Paare a und z(a) sowie b und z(b) aus einer
bestimmten Zuordnung. Gesucht ist der Wert z(x), der einem ebenfalls vorgegebe-
nen x zugeordnet wird.

Aus den beiden vorgegebenen Paaren lassen sich  und  wie in Abbildung 1.2
berechnen. Da x bekannt ist, ist auch  bekannt. Durch die beschriebene proportio-
nale Zuordnung lässt sich der unbekannte Abstand  wie folgt berechnen:

Da noch zusätzlich gilt: , ergibt sich für eine beliebige regelmä-
ßige Zuordnung folgende Übersicht:

Abstände der 1. Größe Abstände der 2. Größe

γ δ
γ δ

γ
δ γ δ

α β
γ

δ

ab −=α )()( azbz −=β
ax −=γ )()( azxz −=δ

)(*)()(* ax
ab

azbz
−

−
−

==⇒ γ
α
βδ

)()( azxz −=δ
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wobei:

Bemerkenswert an dieser Formel ist, dass das Element b nicht unbedingt der
direkte Nachfolger von a sein muss; diese beiden Elemente können sich an beliebi-
gen Stellen innerhalb der ersten Größe der Zuordnung befinden, wobei die Posi-
tion von x vor, hinter oder sogar zwischen a und b liegen kann.

Eine beliebige lineare Zuordnung ist nur eine komplexere Form der gewöhnlichen
proportionalen Zuordnung, bei der jedoch zwei Wertpaare vorgegeben sein müs-
sen. In der Praxis kommen beliebige regelmäßige Zuordnungen nicht allzu häufig
vor, und aus der besonderen Formulierung der Problemstellungen, deren Lösung
solche Zuordnungen erfordern, lassen sie sich klar identifizieren. Verwechslungen
mit proportionalen oder antiproportionalen Zuordnungen kommen nicht vor.

Formelle Definition beliebiger linearer Zuordnungen

Die Überprüfung, ob eine in der Praxis auftretende Zuordnung als beliebig linear
angesehen werden darf, erfolgt auf der Grundlage der folgenden formellen Defini-
tion:

In unserer letzten Zuordnung, die wir als Grundlage der Herleitung der allgemei-
nen Formel eingesetzt haben, gilt beispielsweise:  und . Die in der
Tabelle angezeigten Werte sind bereits so angeordnet, dass man diese Konstanten
leicht erkennen kann.

In der Praxis ist zunächst lediglich die feste Verbindung zwischen den Werten ai

und z(ai) erkennbar, beispielsweise zwischen 15 und 49, 19 und 55, 25 und 64 usw.
Dass die Elemente der ersten Größe, zu denen 15, 19 und 25 gehören, so angeordnet
werden können, dass sich zwischen ihnen der Abstand  ergibt, ist Gegen-
stand weiterer Überlegungen.

1. Größe 2. Größe

Gegeben sei die Zuordnung der Werte [ ai, z(ai) ] für ai  R und i  Z. Diese Zuordnung
nennt man beliebig linear, wenn die Werte ai derart angeordnet werden können, dass
zwei reelle Konstanten  und  existieren, für die gilt:

a )(az
b )(bz
x )(xz
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In jeder Anordnung müssen die ursprünglichen Wertpaare unverändert bleiben.
Die räumliche Position des Paares (15, 49) innerhalb der Zuordnung ist an sich
unbedeutend – wichtig ist, dass 15 nur mit 49 verbunden sein darf, eine Beziehung
wie beispielsweise (15, 64) ist unzulässig. Dasselbe gilt auch für alle anderen Wert-
paare.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass sich in jeder beliebigen linearen Zuordnung
die richtige Anordnung der Elemente der zweiten Größe von selbst ergibt, wenn
man die Werte der ersten Größe so anordnet, dass zwischen ihnen der konstante
Abstand  erkennbar wird. Lassen sich in einer Zuordnung die Elemente der ers-
ten Größe wie beschrieben anordnen, während zwischen den entsprechenden
benachbarten Vertretern der zweiten Größe kein konstanter Abstand  zu ver-
zeichnen ist, dann ist diese Zuordnung keine beliebig lineare.

1.2 Der Mengenbegriff nach Cantor

In der Computergrafik gibt es Gegenstände, die eine besondere Rolle spielen; her-
ausragende Beispiele hierfür sind Linien, Polygone sowie die mannigfaltigen Ein-
heiten, die sich daraus aufbauen lassen. Jeder kennt mittlerweile die
Drahtgitterdarstellung dreidimensionaler Modelle, deren Kanten unter Verwen-
dung von Linien gezeichnet werden. Es gibt auch eindrucksvolle Bilder von Fahr-
zeugen oder Alltagsgegenständen, an denen sich nicht feststellen lässt, ob es sich
um Fotos realer Objekte oder um gute Visualisierungen virtueller Gegenstände
handelt, die letztendlich nur aus Polygonen bestehen.

Die Erzeugung dieser Art von Ausgaben setzt eine leicht nachvollziehbare und ein-
deutige Definition dieser Gegenstände voraus. Diese Definition erfolgt unter Ver-
wendung grundlegender Begriffe der Mengenlehre. Wie wir noch sehen werden,
lassen sich Linien und Polygone beispielsweise auf eine sehr anschauliche Weise
als Mengen von Punkten definieren. Cantor hat den Begriff der Menge folgender-
maßen definiert:

Gegeben seien die Punkte a, b, c und d, die sich durch ihre verschiedenen Positio-
nen im Raum unterscheiden. Diese Punkte werden als Teil eines größeren Objekts
stärker als alle anderen von einer Lichtquelle beleuchtet, und müssen daher im
Zuge einer realistischen Darstellung des Gegenstands einen helleren Farbton
erhalten. Fasst man diese Punkte zu einer neuen Menge zusammen, der Menge M
der beleuchteten Punkte, lässt sich M folgendermaßen definieren:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von Gegenständen unserer Anschauung oder unse-
res Denkens zu einem neuen Ganzen. Die Gegenstände müssen sich eindeutig voneinan-
der unterscheiden. In einer Menge darf jedes Element nur ein einziges Mal auftreten.

α

β

},,,{ dcbaM =
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Hat man eine größere Auswahl von Punkten sowie eine Menge M, die einige davon
enthält, besitzt die Beziehung Element von große Wichtigkeit. c ist z.B. Element von
M, daher schreibt man:

Der Punkt e ist in M nicht enthalten; für die Beziehung nicht Element von verwendet
man folgende Notation:

Angenommen, bei der Darstellung des oben beschriebenen Gegenstands wird eine
zweite, schwächere Lichtquelle berücksichtigt. Die Punkte c, d und e, die davon
beleuchtet werden, bilden eine weitere Menge N und müssen ebenfalls eine helle-
ren Farbwert annehmen:

V, die Menge der Punkte, die überhaupt beleuchtet werden, lässt sich auf der
Grundlage von M und N mit Hilfe einer Operation bilden, die man Mengenvereini-
gung nennt:

Dieser Ausdruck liest sich wie folgt: V ist die Menge aller Punkte p, für die gilt: p ist
Element von M oder p ist Element von N. p darf durchaus in beiden Mengen enthal-
ten sein, wie es für den Punkt c der Fall ist. V besitzt folgendes Aussehen:

Die Cantorsche Definition legt fest, dass jedes Element einer Menge nur einmal
auftreten darf; diese Bedingung gewährleistet eine größere Einfachheit der Ausdrü-
cke. Ein direktes Zusammenfügen der beiden Mengen würde einen umständlichen
Ausdruck ergeben, der mathematisch falsch ist:

falsch

Bemerkenswert ist, dass die Reihenfolge der Elemente innerhalb einer Menge
ohne Bedeutung ist. Die Menge ist lediglich als Zusammenfassung von Gegenstän-
den zu einem neuen Ganzen definiert – da jeder Gegenstand sich von den anderen
unterscheidet, ist es hierbei gleichgültig, wie die einzelnen Elemente innerhalb die-
ser Zusammenfassung angeordnet sind. Da die Reihenfolge der Elemente aus M
und N irrelevant ist, ergeben sich auch für V mehrere gültige Schreibweisen:

Mc∈

Mc∉

},,{ edcN =

}|{ NpoderMppNMV ∈∈=∪=

},,,,{},,{},,,{ edcbaedcdcbaV =∪=

},,,,,,{ eddccbaV =

...},,,,{},,,,{},,,,{ ==== acedbadebcedcbaV
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Möchte man eine möglichst realistische Ausgabe erzielen, müssen sich die Punkte
hinsichtlich der Stärke ihrer Beleuchtung unterscheiden. Punkte, die von beiden
Lichtquellen bestrahlt werden, erhalten hierbei den hellsten Farbton. Die Menge S
dieser Punkte wird ebenfalls aus M und N mit Hilfe einer elementaren Mengen-
operation gebildet, dem Mengenschnitt:

wobei

Die Menge S besteht lediglich aus Elementen der Menge M, und es existiert ein Ele-
ment in M, das in S nicht enthalten ist. Man sagt, S ist eine echte Teilmenge von M:

Hat man eine Menge T, von der man nicht sagen kann, ob sie eine echte Teilmenge
von M ist oder ob sämtliche Elemente von M auch in T vorhanden sind, benutzt
man den Operator Teilmenge gleich, der wie folgt definiert ist:

Interessant ist hierbei die enge Verwandtschaft zwischen ’ ’ sowie ’ ’ und den
bekannten Vergleichsoperatoren ’<’ und ’ ’, die mit reellen Zahlen arbeiten.

Zum Schluss wollen wir noch eine letzte elementare Operation kennen lernen, die
Mengendifferenz. In unserem Beispiel kommt sie zum Einsatz, wenn die Menge H
der Punkte ermittelt werden soll, die nur von der starken Lichtquelle beleuchtet
werden, das heißt alle Punkte, die zwar in M enthalten sind, aber nicht in N. Diesen
Punkten wird eine mittlere Helligkeit zugeordnet.

\

wobei

\

Übungsaufgabe 1.2:

Wie ist die Menge I der Punkte definiert, die nur von der schwachen Lichtquelle
beleuchtet werden, und wie groß ist in etwa die ihnen zuzuordnende Helligkeit?

}|{ NpundMppNM ∈∈=∩

},{},,{},,,{ cbedcdcbaS =∩=

MS ⊂

MtgiltTtallefürMT ∈∈⇔⊆ :

⊂ ⊆
≤

M }|{ NpundMppN ∉∈=

},,,{ dcbaH = },{},,{ baedc =
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Bemerkenswert ist, dass Mengenvereinigung und -schnitt kommutativ sind, das
heißt M N = N M und M N = N M, was für den Mengenschnitt im All-
gemeinen jedoch nicht der Fall ist. Dieselben Vorgehensweisen, die wir anhand der
einfachen Mengen M und N kennen gelernt haben, werden auch auf weitaus kom-
plexere Mengen angewandt – Beispiele sind Definitionen von Begriffen wie Linie,
Polygon oder Polyeder.

Am Ende dieser Einführung werden noch zwei wichtige Dinge vorgestellt, die man
beim Umgang mit Mengen zu beachten hat. Erstens ist die Verwendung von Men-
gen bei der Modellierung beliebiger Gegenstände nicht immer geeignet. Aus der
bisherigen Theorie ergeben sich zwei Eigenschaften des Mengenbegriffs, die sich
manchmal als Nachteil erweisen können:

� Jedes Element einer Menge darf nur ein einziges Mal auftreten.

� Die Reihenfolge der Elemente in einer Menge spielt keine Rolle.

Worte lassen sich beispielsweise schlecht als einfache Mengen von Buchstaben defi-
nieren. In einem Wort darf derselbe Buchstabe durchaus mehrmals vorkommen,
und die Reihenfolge der Buchstaben ist von zentraler Bedeutung – durch die Ände-
rung dieser Anordnung lässt sich das Wort im Allgemeinen nicht mehr lesen. Spä-
ter werden wir eine Lösung für diese Art von Problemstellungen kennen lernen.

Der zweite wichtige Punkt ist, dass die von Cantor formulierte Definition des Men-
genbegriffes nicht sinnvoll ist, da der Aufbau von Mengen unter Verwendung belie-
biger Bedingungen in manchen Fällen zu Widersprüchen führt. Beispiele hierfür
sind die Antinomie von Russell oder Ausdrücke wie: »Die Menge aller Mengen, die
sich selbst nicht enthalten«.

Trotz dieser Probleme wird die Definition von Cantor auch weiterhin aufgrund
ihrer Einfachheit verwendet. Auf diese Widersprüche werden wir hier nicht näher
eingehen, da die Mengen, die wir im weiteren Verlauf noch definieren werden, zu
keinen Problemen dieser Art führen. Tatsächlich existiert in der modernen Men-
genlehre keine explizite Definition des Begriffs Menge. Es gibt lediglich eine Reihe
von Axiomen, anhand derer man überprüfen kann, ob es sich bei einem gegebenen
Ausdruck K um eine Menge handelt oder nicht.

1.3 Punkte in der Ebene und im Raum

Besonders in der Grafikprogrammierung ist es von großer Wichtigkeit, die Position
eines Gegenstands eindeutig, das heißt ohne dass Verwechslungssituationen auf-
treten, beschreiben zu können. Positionen werden im Zweidimensionalen mit
Hilfe von Punkten angegeben, die Descartes folgendermaßen definiert hat:

Ein Punkt ist ein geordnetes Paar reeller Zahlen; die Anzahl der Elemente des geordne-
ten Paares ist gleich der Dimension des Raumes, der den Punkt enthält.

∪ ∪ ∩ ∩
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Der zweidimensionale Raum R2 lässt sich somit als eine Menge von Punkten fol-
gendermaßen definieren:

wobei R die Menge der reellen Zahlen ist. Der Begriff geordnetes Paar bedeutet, dass
die Reihenfolge, in der x und y innerhalb des Tupels stehen, von großer Bedeutung
ist – hat man beispielsweise zwei reelle Zahlen a und b, handelt es sich bei den bei-
den Tupeln (a, b) und (b, a) im Allgemeinen um verschiedene Positionen innerhalb
des 2D-Raumes.

Die Definition des dreidimensionalen Raumes erfolgt nach demselben Prinzip,
man arbeitet bloß mit dreielementigen geordneten Paaren:

Anders als die einfachen Mengen aus dem vorangegangenen Abschnitt besitzen
der R2 und der R3 eine bestimmte Struktur, die man unter Verwendung von Koordi-
natenachsen anschaulich darstellt. Für die Anordnung dieser Achsen gibt es jedoch
mehrere Möglichkeiten. Während man im zweidimensionalen Koordinatensystem
noch einheitlich die erste Achse nach links und die zweite nach oben verlaufen
lässt, wird im Dreidimensionalen wahlweise auf eines von insgesamt zwei unter-
schiedlichen Koordinatensystemen zurückgegriffen.

Abb. 1.3: Die Lage der Punkte A, B und C innerhalb einer dreidimensionalen Umgebung

}|),({2 RyundRxyxR ∈∈=

}|),,({3 RzundRyundRxzyxR ∈∈∈=
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In Abbildung 1.3 wird beispielsweise ein linkshändiges Koordinatensystem verwen-
det; diese Bezeichnung kommt daher, dass die Richtungen der einzelnen Achsen
mit Hilfe der Finger der linken Hand wiedergegeben werden können. Hierzu müs-
sen der linke Daumen nach rechts, der Zeigefinger nach oben und der Mittelfinger
nach vorne gestreckt werden.

Daneben gibt es noch eine rechtshändige Anordnung der Koordinatenachsen: Wer-
den Daumen und Zeigefinder der rechten Hand nach rechts bzw. nach oben gerich-
tet, kann der rechte Mittelfinger aufgrund anatomischer Gegebenheiten nur nach
hinten gerichtet werden. Diese beiden Arten von Koordinatensystemen sind inAb-
bildung 1.4 dargestellt.

Abb. 1.4: Der Unterschied zwischen links- und rechtshändigen Koordinatensystemen

Es spielt keine Rolle, ob Punkte in den eigenen Programmen auf der Grundlage
rechts- oder linkshändiger Koordinatensysteme definiert werden. Wichtig ist nur,
dass in einem Programm nur auf eine einzige Anordnung der Koordinatenachsen
zurückgegriffen werden darf; ansonsten können Verwechslungssituationen auftre-
ten, die zu schwer auffindbaren Fehlern führen. Im weiteren Verlauf werden sämt-
liche Sachverhalte zwar anhand linkshändiger Koordinatensysteme vorgestellt, die
Erklärungen können aber problemlos auf die rechtshändige Anordnung übertra-
gen werden.

Später, im Zusammenhang mit der Modellierung der Sicht beliebig orientierter
Kameras, werden wir neben einem globalen Koordinatensystem, auf das sich die
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Koordinaten aller Punkte in unserer dreidimensionalen Welt beziehen, noch meh-
rere lokale Koordinatensysteme verwenden.

Diese Systeme werden keineswegs verwendet, um Positionen anzugeben – mit
ihrer Hilfe wird die Ausrichtung der jeweiligen Kameras festgelegt. Hierbei ist es
von großer Wichtigkeit, dass die Achsen der lokalen Systeme genauso angeordnet
sind wie die Achsen des globalen Systems – in unserem Fall werden sie demnach
linkshändig sein.

Abb. 1.5: Beliebig ausgerichtete lokale Koordinatensysteme. Die Koordinaten ihrer 
Mittelpunkte sind beliebig und beziehen sich auf ein nicht dargestelltes globales 
Koordinatensystem.

Übungsaufgabe 1.3:

1. Die Punkte, die in Abbildung 1.6 auf der Oberfläche und im Innern eines Qua-
drates liegen, stellen eine Untermenge Q des zweidimensionalen Raumes dar.
Geben Sie eine Definition der Menge Q an. Hinweis: Für die x-Koordinate
eines beliebigen Punktes q Q gilt: x 2 und x 4. Was muss für die y-Koor-
dinaten gelten?

2. Geben Sie eine Definition der Menge L an.
3. Welche der in Abbildung 1.6 gegebenen Systeme sind rechts- und welche sind

linkshändig? 
4. Im Abschnitt über proportionale Zuordnungen haben wir die Beziehung des

goldenen Schnittes kennen gelernt. Geben Sie die Koordinaten der 12 Eck-
punkte des in Abbildung 1.1 dargestellten Ikosaheders an. Gehen Sie davon
aus, dass die drei Rechtecke parallel zu den Hauptebenen ausgerichtet sind –
das erste Rechteck liegt in der xy-Ebene, die z-Koordinate der ersten vier
Punkte ist somit 0.

Diese Koordinaten werden wir im vierten Kapitel einsetzen, um den Ikosahe-
der auf dem Bildschirm zu zeichnen.

∈ ≥ ≤
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Abb. 1.6: Q und L als Teilmengen des zweidimensionalen Raumes

1.4 Vektoren

Neben den Punkten sind Vektoren ein weiteres Denkmodell, das für die Beschrei-
bung einer dreidimensionalen Welt unbedingt erforderlich ist. Vektoren werden in
erster Linie dazu verwendet, um Richtungen anzugeben; Richtungen wiederum
ermöglichen die Beschreibung wesentlich komplexerer Sachverhalte wie:

� die Ausrichtung von Polygonen und Lichtvektoren im 3D-Raum – dies ermög-
licht die Entwicklung von Algorithmen der Polygonschattierung oder der Dar-
stellung realistischer Schatten

� die Position von Farben im RGB-Farbsystem, und damit die Bildung von Farb-
paletten

� beliebige Verschiebungen von Texturen auf der Oberfläche von Polygonen, bei-
spielsweise bei der Modellierung einer Wasseroberfläche

� die Ausrichtung ganzer Gruppen von Polygonen, und damit Darstellungen mit
beliebigen Sichtkameras sowie Navigation im dreidimensionalen Raum

Zunächst wird die Verwendung von Vektoren an einem praktischen Beispiel
demonstriert. Das Problem besteht darin, einen bekannten Punkt p = (1, 4, 5) nach
rechts zu verschieben. Diese Problemstellung, die lediglich eine richtige Lösung
besitzt, ist in Abbildung 1.7 grafisch dargestellt.

Versucht man dieses Problem intuitiv zu lösen, können keine eindeutigen Ergeb-
nisse erzielt werden: Die Beschreibung »Verschiebung nach rechts« passt auf jede
der drei verschiedenen Richtungen, in die p auf der linken Seite der Abbildung 1.7
versetzt wird. Aus diesem Grund kann nicht festgestellt werden, ob es sich bei p1, p2,

oder p3 um den gesuchten Zielpunkt handelt.
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Abb. 1.7: Die Richtung, in welcher ein Punkt verschoben werden soll, kann nur mit Hilfe 
eines Vektors eindeutig definiert werden.

Vektoren werden folgendermaßen definiert: 

Aufgrund dessen, dass Punkte drei Koordinaten besitzen, müssen Vektoren eben-
falls über eine x-, y- und z-Komponente verfügen. Um die eigentliche Verschiebung
durchzuführen, müssen den drei Koordinaten lediglich die entsprechenden Kom-
ponenten des Vektors hinzuaddiert werden.

Das Problem der unterschiedlichen Lösungen wird vermieden, indem die drei ver-
schiedenen Richtungen auf der rechten Seite der Abbildung 1.7 in Form von drei
unterschiedlichen Vektoren angegeben werden. In diesem Fall können die Koordi-
naten des verschobenen Punktes p' leicht ermittelt werden:

Über Vektornamen wird ein waagerechter Pfeil gezeichnet, und Komponenten von
Vektoren werden untereinander geschrieben – der einzige Zweck dieser beiden in
der Literatur nicht immer eingehaltenen Vereinbarungen besteht lediglich darin,
Vektoren und Punkte leichter voneinander unterscheiden zu können.

Ein Vektor ist die Einheit, die einem Punkt hinzuaddiert werden muss, um den Punkt
in eine bestimmte Richtung zu verschieben.
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Die allgemeine Formel für die Verschiebung eines Punktes p = (px, py, pz) unter

Verwendung eines Vektors  besitzt demnach folgenden Aufbau:

Bemerkenswert ist, dass sich diese Operation auch umkehren lässt: Subtrahiert
man den Punkt p aus Abbildung 1.7 von p', ist das Ergebnis der Vektor . Der
Grund hierfür besteht darin, dass durch die Addition von  und p = (x1, y1, z1) die
Position von p' = (x2, y2, z2) ermittelt wird:

1.4.1 Die Länge eines Vektors

Beim Umgang mit Vektoren ist die Verschiebungsrichtung nicht die einzige Infor-
mation, die berücksichtigt werden muss. In Abbildung 1.7 wird ein Punkt unter

Verwendung von  nach »rechts« verschoben; eine Verschiebung in die-

selbe Richtung lässt sich jedoch auch mit dem Vektor , bzw. mit jedem

anderen Vektor erreichen, dessen x-Komponente positiv und die beiden anderen
Null sind. Um die Verschiebungsoperation eindeutig zu gestalten, muss neben der
Richtung auch die Entfernung berücksichtigt werden, die angibt, wie weit der Punkt
versetzt werden soll.

Diese Information, die man Länge bzw. Betrag des Vektors nennt, lässt sich
anhand der Vektorkomponenten ermitteln. Gegeben sei ein beliebiger Vektor
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mit vx, vy, vz R3. Gesucht ist eine Methode, die angibt, um wie viele Ein-

heiten ein beliebiger Punkt verschoben wird, addiert man diesem  hinzu. Die
hierfür eingesetzte Vorgehensweise ist identisch mit der Berechnung der Raumdi-
agonalen eines Quaders.

Abb. 1.8: Grafischer Ansatz zur Berechnung der Länge eines beliebigen Vektors

Die Länge des in Abbildung 1.8 dargestellten Vektors , dessen mathematische
Notation | | lautet, kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras ermittelt werden.
Hierzu gilt:

Bei der Konstanten t handelt es sich um die Diagonale auf dem Boden des Quaders
aus Abbildung 1.8. Wie man anhand der Abbildung feststellen kann, lässt sich diese
Konstante auch mit Hilfe der Komponenten vx und vz beschreiben:

Setzt man diese Beziehung in die obere Gleichung ein, folgt schließlich:

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

vz
vy
vx

vr ∈

vr

vr

vr

222|| tvyv +=
r

222 vzvxt +=

222

2222

||

)(||

vzvyvxv

vzvxvyv

++=

⇔++=
r

r

3D.book  Seite 43  Donnerstag, 2. Dezember 2010  6:04 18

© des Titels »3D-Grafik Programmierung« (ISBN 978-3-8266-1767-6) 2010 
by Verlagsgruppe Hüthig Jehle Rehm GmbH, Heidelberg. 
Nähere Informationen unter: http://www.it-fachportal.de/1767



Kapitel 1
Mathematische Grundlagen

44

1.4.2 Operationen mit Vektoren

In der Praxis gibt es Situationen, in denen die Länge eines Vektors verändert wer-
den muss; seine Richtung soll jedoch unbeeinträchtigt bleiben. In anderen Fällen
können mehrere Vektoren zu einem einzigen zusammengefasst werden – bei-
spielsweise dann, wenn ein Punkt durch mehrere Vektoren gleichzeitig verschoben
werden muss. Diese Situationen sind das Thema der nächsten beiden Abschnitte.

Skalarmultiplikation

In einem Flugsimulator wird die Position eines Flugzeuges mit Hilfe eines Punktes
dargestellt. Verändert man die Koordinaten dieses Punktes, verändert sich auch die
räumliche Position des Fluggerätes. In jeder Sekunde muss das Flugzeug in die
Richtung bewegt werden, die durch den Vektor  mit den reellen Komponenten x,
y, z angegeben ist. Die Werte der Komponenten sind bekannt, dieses Vorhaben
kann demnach leicht durch eine wiederholte Verschiebung des beschriebenen
Punktes unter Verwendung von  realisiert werden.

Daraus folgt, dass die Strecke, die das Flugzeug in einer Sekunde zurücklegt, dem
Betrag des Vektors entspricht. In der realen Welt lässt sich die Geschwindigkeit
gemäß den Vorgaben des Piloten regulieren, ohne die Flugrichtung zu verändern.
Gesucht ist eine Möglichkeit, den Betrag, nicht aber die Richtung, eines beliebigen
Vektors zu verändern.

In der Mathematik wird diese Problemstellung durch eine Operation gelöst, welche
die Bezeichnung Skalarmultiplikation trägt. Hierbei müssen alle Komponenten des
zu verändernden Vektors mit einem Skalar, das heißt mit einer reelen Zahl wie folgt
multipliziert werden:

Mit Hilfe von Abbildung 1.9 kann festgestellt werden, dass die Größe des Skalars
im direkten Zusammenhang mit dem Betrag des zu verändernden Vektors steht.

Übungsaufgabe 1.4:

Berechnen Sie die Länge des Vektors . Ist es erforderlich, den Sonderfall

zu beachten, dass die Wurzel aus einer negativen Zahl gezogen werden könnte?
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Eine Multiplikation mit dem Wert 2 verdoppelt beispielsweise den Betrag des Vek-
tors. Wenn der Skalar den Wert 0.1 besitzt, wird der Vektor auf ein Zehntel seiner
ursprünglichen Länge verkürzt. Allgemein gilt, dass die Richtung eines Vektors
nicht verändert wird, wenn der Skalar größer 0.0 ist.

Abb. 1.9: Grafische Darstellung der Skalarmultiplikation eines Vektors  mit den 
Konstanten t = 2 und t = -1

Skalare sind reelle Zahlen und können somit auch negative Werte annehmen. Was
den Betrag des zu verändernden Vektors betrifft, spielt das Vorzeichen des Skalars
keine Rolle: Gleichgültig, ob der Skalar den Wert 3 oder (–3) besitzt, die ursprüngli-
che Länge des zu verändernden Vektors wird verdreifacht. Anhand Abbildung 1.9
lässt sich jedoch erkennen, dass negative Skalare die Richtung des Vektors umkeh-
ren. Nach der Multiplikation mit dem Wert (–1) verändert sich der Betrag von 
zwar nicht, der Vektor zeigt jedoch in die genau entgegengesetzte Richtung.

Übungsaufgabe 1.5:

Geben Sie eine rechnerische Begründung der folgenden allgemeinen Beziehung:
Bei der Multiplikation eines beliebigen Vektors  mit einem Skalar t  R vergrö-
ßert sich der Betrag von  um den Betrag des Wertes t:

| t * | = | t | * | |
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Beachten Sie die eingesetzte Schreibweise: Das Zeichen ’*’ auf der linken Seite der
Gleichung kennzeichnet die Skalarmultiplikation, die eine reelle Zahl und einen Vek-
tor entgegennimmt und als Ergebnis einen Vektor ausgibt. Auf der rechten Seite der
Gleichung steht dasselbe Zeichen für die gewöhnliche Multiplikation, die zwei reelle
Zahlen entgegennimmt und eine reelle Zahl berechnet. Entsprechendes gilt auch für
die Schreibweisen | |, die Länge eines Vektors und | t |, den Betrag einer reellen Zahl.

Angenommen, ein virtuelles Flugzeug besitzt eine Möglichkeit, seine Geschwin-
digkeit beliebig zu regulieren, während es stets in dieselbe Richtung fliegt. Mathe-
matisch gesehen ist nach einer Möglichkeit gesucht, die Länge eines gegebenen
Vektors  auf einen bekannten Wert n zu setzen. Wie wir gesehen haben, verän-
dert die Skalarmultiplikation mit einem Wert t > 0 die Richtung des Vektors nicht –
diese Operation ist somit die Lösung dieses Problems:

Addition von Vektoren

Es gibt auch Situationen, in denen Vektoren miteinander in Wechselwirkung treten
müssen. Ein gutes Beispiel hierfür ist ein Flugzeug, das sich in Richtung des

bekannten Vektors  fortbewegt. Ein Seitenwind, der das Flugzeug bei-

spielsweise von links trifft, verändert die Flugbahn der Maschine. Das Problem

besteht darin, die neue Flugrichtung  zu ermitteln.

Richtung und Geschwindigkeit des Windes sind ebenfalls vorgegeben und bilden

den Vektor . Die neue Flugbahn ergibt sich aus der Addition der beiden

Vektoren, die komponentenweise erfolgt:

Die Abbildung 1.10 enthält die grafische Darstellung einer Vektoraddition, unter Ver-
wendung konstanter Zahlen durchgeführt wird. Die Auswirkungen dieser einfachen

Übungsaufgabe 1.6: 

Gegeben sei ein Vektor  mit reellen Komponenten und beliebiger Länge sowie
eine reelle Zahl n 0. Gesucht ist ein t R mit:

| t * | = n
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Operation sind besonders auf der linken Seite deutlich: Wenn man einen Punkt
gleichzeitig in zwei unterschiedlichen Richtungen verschiebt, muss die Bewegung
des Punktes unter Verwendung eines neuen Vektors angegeben werden, welcher ein
»Mittelweg« zwischen den beiden Verschiebungsrichtungen darstellt.

Abb. 1.10: Grafische Darstellung der Vektoraddition, links im Kräfteparallelogramm

Bemerkenswert ist, dass man Vektoren auch voneinander subtrahieren kann –
hierbei handelt es sich um die inverse Operation der Vektoraddition. Ein anschauli-
ches Beispiel hierfür sieht wie folgt aus: Aufgrund eines Instrumentenfehlers weiß
der Pilot des Flugzeugs nichts über vorherrschenden Seitenwind. Er merkt jedoch,
dass , seine tatsächliche Bewegungsrichtung, sich von der vorgegebenen Rich-
tung  unterscheidet. Daraus lassen sich die unbekannte Richtung und Stärke des
Seitenwindes  leicht berechnen:

Der zunächst noch undefinierte Ausdruck  lässt sich unter Verwendung
der Skalarmultiplikation auflösen:
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