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Projektplanung unter Zeitrestriktionen

Fiir die Ausfithrung eines Vorgangs werden in der Regel Zeit und Ressourcen
benotigt. In Abschnitt 1.4.2 haben wir zwei unterschiedliche Arten von Res-
sourcen kennengelernt, von denen wir in diesem Kapitel nur die erneuerbaren
Ressourcen betrachten, wie z.B. Maschinen oder Mitarbeiter.! Wir nehmen
an, dass die benotigten Ressourcen in ,ausreichender® Menge zur Verfiigung
stehen, d.h. der kumulierte Ressourcenbedarf aller simultan ausfithrbaren
Vorgénge ist geringer als die vorhandene Ressourcenkapazitit. Somit stellen
die gegebenen Kapazitidten der benttigten Ressourcen keine Einschrinkun-
gen dar, miissen aber gegebenenfalls bei einer zielgerichteten Terminierung
der Vorginge beriicksichtigt werden.

Wir betrachten im Folgenden das Problem der Projektplanung unter
Zeitrestriktionen, wobei die Terminierung der Projektvorgéinge unter Beach-
tung der durch einen MPM-Netzplan gegebenen Zeitbeziehungen erfolgt. Da-
bei gehen wir, wenn nichts anderes gesagt wird, immer von allgemeinen Zeit-
beziehungen in Form von Mindest- und Hochstabsténden vom Typ Start-Start
aus. Aufgabe der Projektplanung unter Zeitrestriktionen ist die Terminierung
der Vorgénge eines gegebenen Projektes, so dass ein vorgegebenes projektbe-
zogenes Ziel (vgl. Abschnitt 1.3.3) bestmoglich erfiillt wird und gleichzeitig die
Startzeitpunkte der Vorgénge die vorgegebenen Zeitbeziehungen einhalten.

In Abschnitt 2.1 stellen wir zun#chst eine mathematische Modellfor-
mulierung des Projektplanungsproblems unter Zeitrestriktionen vor. In Ab-
schnitt 2.1.1 formulieren wir dann fiir praxisrelevante Ziele eine geeignete
mathematische Zielfunktion. Fiir lineare Zielfunktionen stellt das entspre-
chende Optimierungsproblem ein lineares Programm (LP) dar. Fiir nichtli-
neare Zielfunktion zeigen wir in den Abschnitten 2.1.2 und 2.1.3, wie sich
das resultierende nichtlineare Optimierungsproblem in ein LP bzw. mit Hil-
fe einer zeitindexbasierten Formulierung in ein gemischt-ganzzahliges lineares
Programm (MIP) iiberfithren ldsst. In Abschnitt 2.1.4 beschreiben wir den

1 Auf die Betrachtung von nicht-erneuerbaren Ressourcen wird, aus den in Ab-
schnitt 1.4.2 genannten Griinden, verzichtet.
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zuléissigen Bereich des Projektplanungsproblems unter Zeitrestriktionen. Im
Anschluss geben wir fiir die behandelten Zielfunktionen so genannte ausge-
zeichnete Punkte des zuléssigen Bereichs an, die potentielle Kandidaten fiir
eine optimale Losung darstellen (vgl. Abschnitt 2.1.5).

In Abschnitt 2.2 stellen wir exakte Losungsverfahren vor. Diese bestim-
men in Abhéngigkeit von der betrachteten Zielfunktion unter den jeweiligen
ausgezeichneten Punkten eine optimale Losung. Da die Bestimmung einer op-
timalen Losung fiir einzelne Zielfunktionen sehr aufwindig ist, diskutieren wir
in Abschnitt 2.3 ein heuristisches Losungsverfahren, das eine Naherungslosung
fiir das jeweils zugrunde liegende Problem erzeugt. Abschlieend wird in Ab-
schnitt 2.4 ein Anwendungsbeispiel fiir die Projektplanung unter Zeitrestrik-
tionen behandelt.

2.1 Problemformulierung

Bei der Terminierung der Vorgéinge ¢ € V eines Projektes unter Beach-
tung vorgegebener Mindest- und Hochstabstéinde sind den Vorgédngen i =
0,1,...,n+1 Startzeitpunkte .S; zuzuordnen, so dass fiir jeden Pfeil (i, j) € F
eine Zeitbeziehung der Form

S; —Si > 045,

eingehalten wird. Gesucht wird ein Vektor von Startzeitpunkten S = (S,
S1,..+,Sn+1), der eine vorgegebene Zielfunktion f(5), f : Rgf — R, op-
timiert und alle durch den Projektnetzplan vorgegebenen Zeitbeziechungen
einhélt. Wie in Abschnitt 1.4.3 gehen wir davon aus, dass zur Einhaltung
einer vorgegebenen maximalen Projektdauer d ein Pfeil (n 4+ 1,0) mit der
Bewertung d,41,0 = —d in der Pfeilmenge F des Netzplans enthalten ist.

Definition 2.1 (Zeitzuléssiger Schedule). Ein Vektor von Startzeitpunk-
ten S = (S0,51,...,5,41) mit Sp = 0 und S; € R fiir alle Vorgéinge
i € V\{0} eines Projektes wird Schedule genannt. Einen Schedule, der zusiitz-
lich die Zeitbeziehungen S; — .S; > §;; fiir alle (7,j) € E erfiillt, bezeichnen
wir als zeitzuldssig.

Zur Darstellung von Schedules haben sich in der Literatur zur Projektpla-
nung so genannte Gantt-Charts etabliert. Jeder reale Vorgang (Vorgang mit
positiver Dauer) wird dabei als Rechteck iiber der Zeitachse dargestellt, wo-
bei die Lénge des Rechtecks der Dauer des jeweiligen Vorgangs entspricht. An
der Lage des Rechtecks iiber der Zeitachse kann abgelesen werden, wann der
zugehorige Vorgang beginnt bzw. endet. Fiktive Vorgidnge wie der Projekt-
start, das Projektende und Meilensteine werden nicht in einen Gantt-Chart
aufgenommen, da sie eine Dauer von 0 besitzen.

Beispiel 2.2. Wir betrachten das in Abbildung 2.1 dargestellte Projekt mit
vier realen Vorgingen. Die Einhaltung der maximalen Projektdauer d = 6



2.1 Problemformulierung 123

Legende:
pi s pj

[i ——{J]

Abb. 2.1. Projektnetzplan mit vier realen Vorgédngen

wird durch den Pfeil (5,0) mit d50 = —6 im Projektnetzplan gewiihrleistet.
Fiir den zeitzuléssigen Schedule S = (0,0, 2,0,4, 6) erhalten wir den in Abbil-
dung 2.2 dargestellten Gantt-Chart.

[ 4]

} —
0 1 2 3 4 5 6

Abb. 2.2. Gantt-Chart fiir Schedule S

Gantt-Charts geben weder Auskunft iiber die Ressourceninanspruchnahme
der einzelnen Projektvorgéinge noch iiber den gesamten Ressourcenbedarf ei-
nes Projektes. Hierfiir eignen sich so genannte Ressourcenprofile, die angeben,
wie viele Einheiten jeder benotigten Ressource zu einem Zeitpunkt ¢ € [0, d]
in Anspruch genommen werden.

Seien R die Menge der erneuerbaren Ressourcen, die fiir die Projektdurch-
fithrung bené&tigt werden, und r;;, € Z>( die Ressourceninanspruchnahme von
Vorgang ¢ € V' an Ressource k € R, wobei wir davon ausgehen, dass die Res-
sourceninanspruchnahme r;; wihrend der gesamten Ausfithrungszeit p; von
Vorgang ¢ konstant ist. Fiir fiktive Vorgénge j € V gilt p; := 0 und 7 := 0.
Ein Vorgang ¢ wird im Ressourcenprofil der Ressource k als Rechteck mit
einer Breite von p; Zeiteinheiten und einer Hohe von r;; Ressourceneinhei-
ten dargestellt. In Abbildung 2.3 skizzieren wir ein Ressourcenprofil fiir zwei
Vorgénge, welches der fett eingezeichneten Treppenfunktion entspricht. Um
zu gewahrleisten, dass zwei direkt hintereinander ausfithrbare Vorgénge nicht
um eine Ressource konkurrieren, nehmen wir an, dass ein Vorgang die von ihm
benstigten Ressourcen zu seinem Startzeitpunkt in Anspruch nimmt und zu
seinem Endzeitpunkt wieder freigibt. Man kann sich gewissermafien vorstel-
len, dass Vorgang i zum Zeitpunkt S; die von ihm belegten Ressourcen sofort
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in der benétigten Hohe an Vorgang j tibergibt und somit nur im Intervall
[Si, Si + pi] in Ausfithrung ist. Dies ist in Abbildung 2.3 durch den leeren und
den ausgefiillten Kreis an den Sprungstellen des Ressourcenprofils kenntlich
gemacht, wobei der ausgefiillte Kreis den Funktionswert an einer Sprungstelle
symbolisiert.

< Pi : pj

_7—-f-f . p! I__}_._

Tik Vorgang i Vorgang j Tik
: L —= t
0 Si S a

Abb. 2.3. Vorgéinge mit Ressourcenbedarf an Ressource k € R

Fiir einen gegebenen Schedule S bezeichne
A(S,t) ={ieV|S; <t<S;+pi}

die Menge der realen Vorgéinge i € V', die sich zum Zeitpunkt ¢ in Ausfithrung
befinden (auch aktive Menge genannt).? Ferner sei

ri(S,t) == Z Tik

i€ A(S,t)

die gesamte Menge an Ressource k € R, die zum Zeitpunkt ¢ zur Ausfithrung
aller Vorgiinge i € A(S,t) benotigt wird. Das Ressourcenprofil fiir einen ge-
gebenen Schedule S und eine Ressource k € R stellt somit eine rechtsseitig
stetige Treppenfunktion (S, -) : [0,d] — Rxq dar.

Beispiel 2.3. Wir betrachten das Projekt aus Abbildung 2.1 und nehmen
an, dass zur Ausfithrung der einzelnen Vorgéinge zwei erneuerbare Ressourcen
benétigt werden. Abbildung 2.4 zeigt den entsprechend erweiterten Projekt-
netzplan, wobei unterhalb der Vorginge die Ressourceninanspruchnahme des
betreffenden Vorgangs an den Ressourcen 1 und 2 angegeben ist.

Fiir den zeitzuldssigen Schedule S = (0,0,2,0,4,6) erhalten wir die in
Abbildung 2.5 dargestellten Ressourcenprofile.

Nachfolgend geben wir eine allgemeine mathematische Formulierung des
Projektplanungsproblems unter Zeitrestriktionen fiir eine noch zu spezifizie-
rende Zielfunktion f(S) an:

Minimiere f(.5)
u.d.N. Sj - S; > 51']‘ (<Z,]> S E)
So=0 (2.1)
Si >0 (ieV)
Sn+1 < E
2 Die Menge A(S,t) enthélt nur Vorginge i € V mit positiver Dauer (p; > 0), d.h.

es sind keine fiktiven Vorginge wie Projektstart, Projektende oder Meilensteine
in A(S,t) enthalten.
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Legende:
pi 5 Pj

3 1 y
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Abb. 2.4. Projektnetzplan mit zwei erneuerbaren Ressourcen

r1(S,t) r2(S,t)
3 O 3 o
2 2+ 1
1 2 4 2
1 1
3 2 3 2|4
) ) - ) ) t
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Abb. 2.5. Ressourcenprofile fiir Schedule S

Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, dass die Zielfunktion f(.S) zu minimieren ist.
Die Menge St aller zeitzulédssigen Schedules entspricht dem zuléssigen Bereich
des Projektplanungsproblems, den wir im Folgenden als zeitzuldssigen Bereich
bezeichnen. Die Nebenbedingungen von (2.1) gewihrleisten, dass die vorge-
gebenen Zeitbeziehungen eingehalten werden, das Projekt zum Zeitpunkt 0
startet, die Startzeitpunkte aller Vorgénge nichtnegativ sind und die maximale
Projektdauer d nicht iiberschritten wird. Es sei angemerkt, dass die Bedingun-
gen S; > 0 fiir alle ¢ € V redundant sind, da wir Sy := 0 setzen und fiir einen
wohldefinierten MPM-Netzplan gilt, dass kein Vorgang vor dem Projektstart
begonnen werden darf (vgl. Vereinbarung 1.14). Ebenso ist die Nebenbedin-
gung S, 41 < d redundant, weil Sy := 0 gilt und wir davon ausgehen, dass ein
Netzplan stets einen Pfeil (n + 1,0) mit der Bewertung 8,110 = —d enthilt.

Die Bestimmung eines beliebigen zeitzuldssigen Schedules entspricht der
Losung des linearen Ungleichungssystems, das den zeitzulédssigen Bereich von
Problem (2.1) definiert. Es existiert genau dann mindestens ein zeitzuléissiger
Schedule fiir ein Projekt, wenn der zugehorige Projektnetzplan keinen Zyklus
positiver Lénge enthélt, wovon wir im Folgenden stets ausgehen.
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2.1.1 Zielfunktionen

In Abschnitt 1.3.3 haben wir eine Reihe praxisrelevanter Ziele fiir die Projekt-
planung vorgestellt. Im Folgenden erldutern wir zugehotrige aus der Literatur
bekannte Zielfunktionen f : R;LBQ — R. Alle betrachteten Zielfunktionen ord-
nen einem Schedule S € St einen Zielfunktionswert f(S) € R zu. Wir unter-
scheiden im Weiteren nach der Dimension (Mafleinheit) des Zielfunktionswer-
tes zwischen zeitbezogenen, monetéiren und ressourcenabhéngigen Zielen.

Zu den zeitbezogenen Zielen gehoren die Minimierung der Projektdauer,
die Minimierung der mittleren Durchlaufzeit sowie die Minimierung der Sum-
me gewichteter Startzeitpunkte.

Ziel der Projektdauerminimierung ist es, die Projektvorginge so zu ter-
minieren, dass das Projektende S, 11 moglichst friih eintritt. Dieses Ziel wird
oft bei kleinen Projekten gewahlt, da dort im Allgemeinen die Zahlungsver-
einbarungen vorsehen, dass ein grofler Teil der Projektzahlungen erst zum
Projektende geleistet wird (vgl. Abschnitt 1.2.1). Eine kurze Projektdauer
fithrt somit zu einer Reduzierung der Kapitalbindungskosten. Weiterhin wird
bei der Minimierung der Projektdauer die Gefahr einer Terminiiberschreitung
und damit verbundener Konventionalstrafen verringert. Die Zielfunktion der
Projektdauerminimierung ergibt sich zu

f(S) ‘= On+l- (PD)

Bei der Minimierung der mittleren Durchlaufzeit (mean flow time) ist der
Zeitpunkt zu minimieren, zu dem im Mittel alle Vorgéinge beendet werden.
Daher miissen alle Vorgéinge i € V so frith wie moglich eingeplant werden.
Die damit verbundene frithzeitige Auslastung der Ressourcenkapazitiiten fithrt
im Umkehrschluss dazu, dass die in Anspruch genommenen Ressourcen so
frith wie moglich wieder fiir andere Projekte zur Verfiigung stehen. Weiterhin
besteht die Moglichkeit, dass Projekte, bei denen aufgrund von Stérungen
des Projektablaufs einzelne Vorginge verzogert werden miissen, noch ohne
Terminiiberschreitungen ausgefiihrt werden kénnen. Fiir die Minimierung der
mittleren Durchlaufzeit ergibt sich die Zielfunktion

1
F8) = - > (Si+pi). (MFT)
i€V

In praktischen Anwendungen ist z.B. aufgrund technischer Risiken (vgl.
Abschnitt 1.2.4) hiufig eine Teilmenge V' C V von Vorgéingen moglichst frith
einzuplanen. Andere Vorginge V' C V \ V' hingegen sollen moglichst spiit
durchgefithrt werden, beispielsweise weil fiir Endprodukte, die im Rahmen
solcher Vorgénge hergestellt werden, hohe Lagerungskosten anfallen. In einem
solchen Fall betrachten wir das Ziel der Minimierung der Summe gewichteter
Startzeitpunkte (weighted start times) aller Vorgéinge. Jeder Vorgang i €
V' erhélt dabei ein positives Gewicht w; € Rsq, jeder Vorgang j € V" ein



2.1 Problemformulierung 127

negatives Gewicht w; € R und fiir alle Vorgénge h € V' \ (V' U V") setzen
wir wy, := 0. Somit ergibt sich die Zielfunktion

£(8) =" w;Si. (WST)
=%

Zu den monetdren Zielen gehoren die Minimierung der Kosten fiir die
Unter- bzw. Uberschreitungen vorgegebener Filligkeitstermine, die Maxi-
mierung des Kapitalwertes, die Minimierung der Bereitstellungskosten fiir
benétigte Ressourcen sowie die Minimierung der Kosten, die durch Abwei-
chungen der kumulierten Ressourceninanspruchnahmen von einem vorgege-
benen Ressourcenniveau entstehen.

Vorgeschriebene Abschlusszeitpunkte einzelner Vorgéinge ¢ € V und ver-
traglich vereinbarte Fertigstellungstermine fithren zu Falligkeitsterminen d;.
Falls ein Vorgang ¢ € V zu frith ausgefithrt wird, d.h. vor d; endet, kénnen
so genannte Verfrihungskosten cF (earliness cost) entstehen, z.B. aufgrund
zusétzlicher Kiihlprozesse bei verderblichen Giitern. Wird ein Vorgang i € V
zu spit ausgefiihrt, so entstehen Verspitungskosten ¢l (tardiness cost), bei-
spielsweise durch Konventionalstrafen oder Ausfallkosten. Sind vorgegebene
Filligkeitstermine d; fiir alle ¢ € V' weder zu unter- noch zu iiberschreiten, so
ist die Farliness- Tardiness-Zielfunktion

F(8) =" (cF(di = Si = pi)" + ] (Si+pi — di)") (E+T)
=
zu betrachten. Dabei setzen wir fiir diejenigen Vorgénge j, fiir die keine Féllig-
keitstermine d; vorgegeben sind, ¢¥ := 0, ¢] := 0 und d; := 0.

Die Maximierung des Kapitalwertes (net present value) entspricht dem
vorrangigen unternehmerischen Ziel der Gewinnmaximierung. Der Kapital-
wert eines Projektes berechnet sich als Summe der auf den Projektstart dis-
kontierten Zahlungen, die durch den Projektverlauf ausgelost werden. Nehmen
wir an, dass eine Zahlung zum Zeitpunkt ¢ € [0, d] anfillt, dann ist der zu-
gehoérige Diskontfaktor 3t = ﬁ Hierbei stellt der Kalkulationszinsfuf3 r
eine exogene Grofe dar, die sich am Marktzins oder an der brancheniiblichen
Rendite orientiert. Zur Bestimmung des Projektkapitalwertes ordnen wir dem
Startzeitpunkt S; jedes Vorgangs i € V eine Zahlung (Cashflow) ¢ € Z zu.
Diese entspricht dem auf den Zeitpunkt S; abgezinsten Saldo aller Ein- und
Auszahlungen, die in Verbindung mit der Ausfithrung des Vorgangs i stehen.
Fiihrt die Durchfithrung eines Vorgangs ¢ nicht zu einer Ein- oder Auszah-
lung, so setzen wir ¢!’ := 0. Fiir einen gegebenen Schedule S ergibt sich der
Projektkapitalwert zu Y-,y ¢/'3%. Da wir stets von einer zu minimierenden
Zielfunktion f(S) ausgehen, lautet die Zielfunktion fiir die Kapitalwertmawi-
mierung

F(8) = =3 e g5, (NPV)
=%

Insbesondere bei Projekten, fiir die beispielsweise neue Ressourcen be-
schafft oder vorhandene aufwéndig transportiert werden miissen, ist es ein
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vorrangiges Ziel, die Kosten fiir die Bereitstellung von Ressourceneinheiten
(z.B. Baukrine, Container, Spezialmaschinen) zu minimieren. Um dies zu er-
reichen, ist der maximale Bedarf an Ressourceneinheiten (Ressourceninan-
spruchnahme) im Planungszeitraum [0, d] einer jeden Ressource k € R, d.h.
max, g q Tk (S, 1), zu betrachten. Wir nehmen an, dass fiir jede benétigte Ein-
heit der jeweiligen Ressourcen die gleichen Kosten anfallen, unabhéngig davon,
wie lange die Ressource im Planungszeitraum zum Einsatz kommt. Ist fiir je-
de Ressource k € R ein Beschaffungskostensatz cf € Z>o (procurement cost)
pro Mengeneinheit gegeben, so ergibt sich die Zielfunktion des so genannten
Ressourceninvestmentproblems zu

£(8) =" ¢f max r(S,1). (RI)

heR te0,d]

Ist fiir eine Ressource k € R ein Ressourcenniveau Yy, vorgegeben, bei des-
sen Uberschreitung Kosten cP € Rx¢ (deviation cost) pro Einheit anfallen, so
gilt es die so genannten Uberschreitungskosten zu minimieren. Das Ressour-
cenniveau Y}, fiir Ressource k entspricht in der Praxis beispielsweise der tarif-
lich vereinbarten Arbeitszeit oder der vorhanden Maschinenkapazitéit. Uber-
schreitungskosten entstehen, wenn die Ressourceninanspruchnahme 7 (S, )
einer Ressource k € R zu einem Zeitpunkt ¢ € [0,d] vom Ressourcenniveau
Y} nach oben abweicht, d.h. es gilt 7, (S,¢) > Yj. Betrachten wir dazu das Res-
sourcenprofil in Abbildung 2.6. Fiir den gegebenen Schedule S = (0,0, 1,2,5)
ist die Ressourceninanspruchnahme r (S, t) fiir alle Zeitpunkte ¢ € [1, 2[ gréfler
als das Ressourcenniveau Y = 2, das als waagerechte Linie in das Ressour-
cenprofil eingezeichnet ist. Demzufolge fallen Uberschreitungskosten an.

rr(S,t)
3 + G—
2 Yk
2
1 )
1 3
t t >t

Abb. 2.6. Ressourcenprofil

Fiir das Ressourcenabweichungsproblem (resource deviation problem) erhalten
wir die Zielfunktion gemé&f

£(8) = "cf / [re(S,t) — Y3 dt. (RD)

kER t€[0,d]

Zu den ressourcenabhdngigen Zielen gehoren Ziele der Ressourcennivellie-
rung (resource levelling). Dabei ist die gleichmiilige Auslastung der Ressour-
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cen k € R im Zeitintervall [0, d] zu erreichen. Bei einigen industriellen Anla-
gen fiithrt eine Anderung der Betriebsintensitiit der Anlage mitunter zu hohen
Anpassungskosten, z.B. bei Hochofen. Ferner fithrt ein Wechsel der jeweiligen
Betriebsstufe einer Anlage hiufig dazu, dass wihrend der nachfolgenden An-
laufphase vermehrt Produkte minderer Qualitit produziert werden und der
Ausschuss somit zunimmt. Dabei haben die geschilderten Effekte einer solchen
Intensitatsanpassung meist umso grofiere Auswirkungen, je grofler der Wech-
sel in der Betriebsintensitét ist. Aus diesen Griinden ist man in der Praxis
héufig daran interessiert, ausgewahlte Ressourcen gleichméflig iiber die Zeit
zu belasten und hohe Ressourceninanspruchnahmen stérker zu bestrafen als
geringe. Als Zielfunktion fiir ein solches Problem der Ressourcennivellierung
ergibt sich z.B.

f@%:E:l/7ﬂ&ﬂ&. (RL)

kERte[O,E]

Beispiel 2.4. Betrachten wir den in Abbildung 2.7 dargestellten Projektnetz-
plan mit vier realen Vorgédngen und einer erneuerbaren Ressource. Die Ein-
haltung der maximalen Projektdauer d = 6 wird durch den Pfeil (5,0) mit der
Bewertung d59 = —6 im Projektnetzplan gewéhrleistet. Da wir nur eine Res-
source betrachten, kann der Index fiir die Ressource k£ € R in den folgenden
Ausfiithrungen entfallen. Fiir den zeitzuléissigen Schedule S = (0,3,5,0,4,6)
ergibt sich das in Abbildung 2.8 dargestellte Ressourcenprofil.

Legende:
Pi 5i pj
i {4
T T

Abb. 2.7. Netzplan mit einer erneuerbaren Ressource

Die Zielfunktionswerte f(S) fiir Schedule S = (0,3,5,0,4,6) und die ein-
gefiithrten Zielfunktionen ergeben sich nun wie folgt. Fiir die Zielfunktion der
Projektdauerminimierung (PD) gilt

F(S):=S5=6

und fiir die Zielfunktion der Minimierung der mittleren Durchlaufzeit (MFT')
erhalten wir
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r(S,t)

4
2
3 1 (
2 4 6
Abb. 2.8. Ressourcenprofil fiir Schedule S = (0, 3, 5,0, 4, 6)

>

1 2

f(S) 6(O+4+6+3+5+6):F:4'

Die Zielfunktionswerte der iibrigen Zielfunktionen mit den zugehorigen Para-
metern sind in Tabelle 2.1 angegeben.

Tabelle 2.1. Zielfunktionswerte fiir Schedule S = (0, 3,5, 0,4, 6)

Zielfunktion Parameter F(S)
(WST)  w;=1fiiri=0,...,5 18
(E4+T) do=0,di =5,do=5,d3=3,ds=5,d5 =6

E=d=0cF=cF=1firi=1,...,5 2

(NPV) cf=1firi=0,...,53=0,9 —4,51
(RI) =5 15
(RD) P =1,Y=1 3
(RL) 17

In der Praxis hingt die verwendete Zielfunktion meist vom Planungsho-
rizont des zugrunde liegenden Projektplanungsproblems ab (vgl. auch Ab-
schnitt 1.3.3). Tabelle 2.2 zeigt eine geldufige Klassifizierung der Zielfunktio-
nen in Abhéingigkeit vom Planungshorizont (lang-, mittel- und kurzfristig).

Tabelle 2.2. Ziele in Abhéngigkeit vom Planungshorizont

langfristig mittelfristig kurzfristig
Planungshorizont 1 — 5 Jahre 1 — 12 Monate 1 — 30 Tage
Periodenlénge 1 Woche — 1 Monat 1 Tag — 1 Woche 1 Stunde — 1 Schicht
Zielfunktionen (NPV) (RI), (RD), (PD),(MFT),
(RL) (WST),(E+T)

Besitzt ein Projektnetzplan keinen Zyklus positiver Lénge, so existiert,
wie bereits gesagt, immer eine zeitzuldssige Losung fiir Problem (2.1). Da es
sich bei den Zielfunktionen (PD), (MFT), (WST), (E+ T), (NPV), (RD)
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und (RL) um stetige Funktionen handelt und der zeitzuléssige Bereich St
abgeschlossen und beschriankt ist, existiert nach dem Satz von Weierstrass
fiir diese Zielfunktionen immer auch eine optimale Losung auf Sr; vgl. hierzu
bspw. ZEIDLER (2003, S. 251). Des Weiteren ist die Zielfunktion (RI) stetig
auf R’;gQ bis auf alle Schedules S mit S; —S; = p; fiir mindestens ein Paar
i,7 € V. An diesen potentiellen Unstetigkeitsstellen gilt aber immer, dass
F(S) < f(9) fiir alle Schedules S’, die in einer offenen e-Umgebung von S
liegen, d.h. die Funktion ist nach unten halbstetig. Betrachten wir dazu das
Ressourcenprofil in Abbildung 2.9. Wird Vorgang 2 ausgehend von seinem
ES, = 2 verzogert, so ist zum Startzeitpunkt S, = 3 fiir die Vorginge 2
und 3 die Bedingung S3 — So = po erfiillt. Des Weiteren gilt fiir Sy = 4 die
Bedingung S — 51 = p; und fiir S; = 6 die Bedingung S — S3 = ps3. Die
resultierende Ressourceninvestment-Zielfunktion (RI) besitzt an den Stellen
S2 = 3 und Sy = 6 Unstetigkeiten, es gilt aber f(S) < f(S') fir alle S” aus
einer offenen e-Umgebung von S (vgl. Abb. 2.9).

r(5,1) f(52)
3 T 3 T O —)
P2
2 4 i : 2 + e O
2 —ft
14 3 14
1 2
} } t } } } } } t Sa
1 2 3 4 5 6 2 6

4
Abb. 2.9. Nach unten halbstetige Funktion (RI)

Allgemein sind nach unten halbstetige Funktionen wie folgt definiert.

Definition 2.5 (Nach unten halbstetige Funktion). Eine Funktion f :
RZ5? — R wird nach unten halbstetig genannt, wenn fiir alle S, S’ € RZH?
gilt, dass f(S) < liminfs/ 5 f(S). -
Genau wie fiir stetige Funktionen gilt auch fiir nach unten halbstetige Funk-
tionen, dass sie auf einem abgeschlossenen und beschrénkten Bereich ihr Mi-
nimum annehmen; vgl. hierzu bspw. HEUSER (1998, S. 242).

Korollar 2.6. Fiir Problem (2.1) existiert fiir alle stetigen bzw. nach unten
halbstetigen Zielfunktionen im Fall St # ) eine optimale Losung.

In den beiden folgenden Abschnitten geben wir an, wie sich Problem (2.1)
fiir die nichtlinearen Zielfunktionen (E + T), (NPV), (RI), (RD) und (RL)
als lineares Programm (LP) oder gemischt-ganzzahliges lineares Programm
(MIP) formulieren und somit prinzipiell mit Hilfe geeigneter Standardsoftware
(bspw. CPLEX oder Excel Solver) lésen ldsst.3

3 Eine Einfithrung in die lineare Programmierung findet man z.B. in DOMSCHKE
und DREXL (2005) oder NEUMANN und MORLOCK (2002).
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2.1.2 Lineare Modelle

Fiir die Zielfunktionen (PD),(MFT) und (WST) stellt Problem (2.1) ein li-
neares Programm dar. Ein optimaler Schedule kann fiir diese Probleme bei
ganzzahligen Eingabedaten in polynomialer Zeit bestimmt werden.? In die-
sem Abschnitt zeigen wir, dass auch das Earliness-Tardiness-Problem und
das Kapitalwertmaximierungsproblem in lineare Optimierungsprobleme (LP)
transformiert werden kénnen und damit ebenfalls effizient 16sbar sind.

Beim Earliness-Tardiness-Problem, d.h. Problem (2.1) mit Zielfunktion
(E 4+ T), handelt es sich um ein nichtlineares Optimierungsproblem mit
linearen Nebenbedingungen und nichtlinearer Zielfunktion. Die FEarliness-
Tardiness-Zielfunktion

F(8):=> (cP(di = Si—pi) T+l (Si+pi — di)T)
icv
kann durch die Einfiihrung von Hilfsvariablen e; > 0 fiir die Verfrithung und
l; > 0 fiir die Verspidtung eines Vorgangs i € V linearisiert werden. Unter

Verwendung dieser Hilfsvariablen kénnen wir das folgende lineare Programm
formulieren

Minimiere g (cf e + clTli)
i€V

u.d.N. e; >d; — S, — Di (Z S V)
l; >Si+pi—d; (ieV)
e; >0 (l S V)
S — Si > 04 ((i,7) € E)
Sy =0.

Die beschriebene Linearisierung fiihrt zu einer Zunahme der Anzahl von Ent-
scheidungsvariablen und Nebenbedingungen. Da fiir jeden Vorgang ¢ € V
zuséitzliche Variablen e; und [; eingefiihrt wurden, erhoht sich die Anzahl der
Entscheidungsvariablen von |V| = n 4 2 auf 3|V| = 3n + 6. Die Anzahl der
Nebenbedingungen erhht sich um 4|V|]. Das folgende Beispiel veranschaulicht
die Linearisierung des Earliness-Tardiness-Problems anhand einer Problemin-
stanz.

4 Ein Optimierungsproblem heifit in der Komplexititstheorie ,,in polynomialer Zeit
I6sbar“, wenn ein Losungsalgorithmus fiir das betrachtete Problem existiert,
fiir den der zeitliche Aufwand zur Loésung des Problems durch ein Polynom in
Abhéngigkeit von der Problemgrofie nach oben beschriankt ist. Unter Optimie-
rungsgesichtspunkten werden Probleme, die sich in polynomialer Zeit 16sen lassen,
als ,einfache“ Probleme erachtet. Fiir eine Einfithrung in die Komplexitéitstheo-
rie verweisen wir beispielsweise auf BACHEM (1980). Eine umfassende Darstellung
des Themas findet sich in GAREY und JOHNSON (1979).
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Beispiel 2.7. Wir betrachten den in Abbildung 2.10 dargestellten Projekt-
netzplan mit einer maximalen Projektdauer von d = 6. Die Knoten des Netz-
plans sind mit den Dauern p; und den Filligkeitsterminen d; der einzelnen
Vorginge ¢ € V bewertet.

Legende:
pi 5i pj
.
d; d;

Abb. 2.10. Netzplan

Fiir die Vorgénge i = 1, 2 sollen die vorgegebenen Filligkeitstermine d; weder
unter- noch tiberschritten werden. Die Verfrithungs- und Verspatungskosten
seien ¢f = ¢l :=0und ¢ = ¢! := 1 fiir i = 1,2. Mit Hilfe dieser Parame-
ter lidsst sich die Probleminstanz aus Abbildung 2.10 wie folgt als Earliness-
Tardiness-Problem formulieren

Minimiere f(S) := (3 —51)T +(S1 —3)" + (6 — S2)* + (S —6)"
wdN. S —Sy>4

So—S51>1
So— Sy > —6
So = 0.

Durch Einfithrung der Hilfsvariablen e; und [; fiir i« = 0, 1, 2 ergibt sich daraus
das folgende LP

Minimiere f(S) :=e1 + 11 +ea + lo
u.d.N. €1 2 3— Sl

ez > 6 — S

l1>51-3

lg >S9 —6

S1—Sy >4

So—S51>1

So— Sy > —6

So=0

e >0 (i=0,1,2)
I >0 (i=0,1,2).

Anstelle von 3 Entscheidungsvariablen bendtigen wir fiir die LP-Formulierung
9 Entscheidungsvariablen und anstelle von 4 Nebenbedingungen ergeben sich
14 Nebenbedingungen, wobei wir die beiden redundanten Restriktionen ey >
0 — Sp und Iy > Sy — 0 vernachlissigt haben. Der optimale Zielfunktionswert
wird fiir €o > 0,61 = 0,62 = O,lo > 0,11 = 1,12 =0 bzw. § = (0,4,6)

angenommen.
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Beim Problem der Kapitalwertmazimierung mit der Zielfunktion (NPV')

Maximiere f(S) := ",y cF' 5%
u.d.N. Sj - 5; > 51] (<Z,j> S E) (22)

So=10

handelt es sich ebenfalls um ein Optimierungsproblem mit nichtlinearer Ziel-
funktion und linearen Nebenbedingungen. Fiir den Diskontfaktor 3% =
a +T) =T~s; wird in der Literatur hdufig auch die Darstellung e~ % verwendet. Bei
gegebenem Kalkulationszinsfu8 » > 0 kann o durch a = In(1 4 ) bestimmt
werden. Problem (2.2) ldsst sich in ein lineares Programm transformieren,
indem wir y; := e~% und K;; := e*% setzen. Dabei ist y; = e~ #quiva-
lent zu S; = ln(yl) . Aus unserer Vereinbarung, dass das Projekt immer zum
Zeitpunkt 0 gestartet wird, folgt

1
5o = 0« 2o
«

=0& 9y =1

Da die natiirliche Logarithmusfunktion monoton wachsend ist, kénnen die
Zeitbeziehungen wie folgt transformiert werden:

S —S; > 0ij
PN _ln((i/j) + ln(ay,i) > 6”
< ln(yl) — h’l(yj) > adij = ln(Kij)
& n > K
Yj
<0 > Y Kij — yi.

Insgesamt erhalten wir das lineare Programm?

Maximiere Z cf Yi
eV

u.d.N. yiKij —yi <0 ((i,5) € E)
yo = 1

5 Anders als bei Earliness-Tardiness-Problemen fiihrt die Linearisierung bei der
Kapitalwertmaximierung nicht zu zusétzlichen Entscheidungsvariablen und Ne-
benbedingungen. Aber auch wenn die urspriinglichen Zielfunktionskoeffizienten
cf und die Zeitabsténde ;; alle ganzzahlig sind, ergibt sich durch die Substitu-
tion eine Koeflizientenmatrix mit Eintrédgen, die weder ganzzahlig noch rational
sind, so dass das entsprechende LP i.d.R. nicht mehr in polynomialer Zeit 16sbar
ist.
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2.1.3 Zeitindexbasierte Modelle

Projektplanungsprobleme mit den Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) lassen
sich nicht als lineare Programme formulieren. Mit Hilfe einer geeigneten Dis-
kretisierung der Zeit lassen sie sich aber zumindest als gemischt-ganzzahlige
lineare Programme (MIP) beschreiben PRITSKER ET AL. (1969). Dazu neh-
men wir an, dass der Planungszeitraum [0,d] in d Zeitintervalle (Perioden)

[0,1[,[1,2[,...,[d—2,d—1[,[d— 1, d] zerlegt wird und die Vorgiinge i € V nur
zu Beginn eines dieser Zeitintervalle, d.h. zu den (diskreten) Startzeitpunkten
t=0,1,...,d—1, sowie zum Zeitpunkt ¢ = d starten kénnen. Diese Annahme

ist i.d.R. nicht einschrankend, da unter der Pramisse, dass die Vorgangsdau-
ern und Zeitabstinde des zugrunde liegenden Netzplans ganzzahlig sind, fiir
das zugrunde liegende Problem stets eine optimale Losung mit ganzzahligen
Startzeitpunkten S; € {0,1,...,d} fiir alle i € V existiert.

Bezeichne W; = [ES;, LS;] das Zeitfenster, in dem Vorgang i € V un-
ter Beachtung der zugrunde liegenden Zeitbeziehungen starten kann, dann
entspricht W; = {ES;, ES; + 1,...,LS;} € {0,1,...,d} der Menge der zu-
gehorigen diskreten Startzeitpunkte. Anstelle der Entscheidungsvariablen S;
kénnen wir dann eine Menge von biniiren Entscheidungsvariablen z; (t € W)
fiir jeden Vorgang i € V verwenden. x;; sei genau dann 1, wenn Vorgang ¢ € V'
zum Zeitpunkt t € W, startet, d.h.

o 1 falls t = Sl
Tit =1 0 sonst.

Da ein Projekt stets zum Zeitpunkt 0 startet, d.h. Sy = 0, ergibt sich fiir den
Projektstart Too = 1. Der Vektor x = (3300, L1ES1y +++s L1LS1y T2ESqs « s
Tyt1,08,,,)  fasst alle auftretenden Bindrvariablen zusammen.

Mit den Nebenbedingungen

stellen wir sicher, dass jeder Vorgang eines Projektes genau einmal gestar-
tet wird. Um die Einhaltung der vorgegebenen Zeitbeziechungen im Projekt
zu gewdahrleisten, fithren wir zunéchst den Ausdruck ZteWi tx;; ein. Dieser
entspricht fiir einen Vorgang ¢ € V genau dann S;, wenn i zum Zeitpunkt
t = §; startet. Zur Einhaltung der Mindest- und Hochstabstédnde ergeben sich
somit die Nebenbedingungen

S twy— Y twu>6; () € B).
tew teEW;

Betrachten wir das Ressourceninvestmentproblem mit Zielfunktion

f(9) = Z ¢l max r(S,t) ,

keR te[0,d]
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bei dem die kumulierte mit Bereitstellungskosten ¢! gewichtete maximale
Ressourceninanspruchnahme aller Ressourcen iiber die Zeit zu minimieren
ist. Zunéichst gilt es, den Term 1, (S, 1) = 3¢ (5,4 7ix mit Hilfe der Binérva-
riablen z;; (i € V,t € W;) auszudriicken. Ein Vorgang i € V ist genau dann
zum Zeitpunkt ¢ in Ausfithrung, falls er nicht nach ¢ und héchstens p; — 1
Zeiteinheiten vor ¢ startet, wobei die Subtraktion von 1 der Freigabe der be-
trachteten Ressource am Ende des Vorgangs Rechnung trigt. Ist ein Vorgang
i zum Zeitpunkt ¢ in Ausfiihrung, dann muss also Zi:t_pi 1 Zir = 1 erfiillt
sein. Fiir gegebenes = entspricht

E Tik E Lir

i€V r=t—pi+1

gerade der gesamten Inanspruchnahme der Ressource k zum Zeitpunkt ¢. Da
ein Vorgang ¢ € V nur zu einem Zeitpunkt t € W, = {FES;, ES; +1,...,LS;}
starten kann, ist der obige Ausdruck dquivalent zu

min{¢,LS;}

Z Tik Z LTir-

i€V T=max{ES;,t—p;+1}

Wir fiithren nun fiir jede Ressource & € R eine Hilfsvariable zx > 0 ein,
die mindestens der maximalen Ressourceninanspruchnahme von k zu einem
Zeitpunkt ¢ entspricht, d.h. die Ungleichung

min{t,LS;}

2y 2 Zrik Z Tir (2.3)

eV T=max{ES;,t—p;+1}

muss fiir alle ¢ € {0,1,...,d — 1} und k € R erfiillt sein. Das kleinste zj,
fiir das (2.3) gerade noch erfiillt ist, entspricht dann der maximalen Ressour-
ceninanspruchnahme von k£ € R. Somit kann die folgende zeitindexbasierte
Formulierung des Ressourceninvestmentproblems angegeben werden

Minimiere »  ¢f z
kER
min{t,LS;}

u.d.N. 25 > an Z ri; (t€{0,1,...,d—1},k€R)

eV T=max{ES;,t—p;+1}

> =1 (ieV)

tew,;

Z tej — Z tey > 0 ((i,4) € E)
teEW teEW;

oo = 1

xie € {0,1} (i€ V,t € W;).
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Es sei angemerkt, dass die Nebenbedingung xgp = 1 redundant ist, da ESy =
LSy = 0 und somit Wy = {0} gilt. Das folgende Beispiel veranschaulicht
die Formulierung des Ressourceninvestmentproblems mit zeitindexbasierten
Entscheidungsvariablen.

Beispiel 2.8. Betrachten wir den in Abbildung 2.11 dargestellten Projekt-
netzplan N mit einer erneuerbaren Ressource und der maximalen Projekt-
dauer von d = 6. Wegen |R| = 1 kann der Ressourcenindex k entfallen.

Legende:
Di 5o pj
-
T T

Abb. 2.11. Netzplan N

Wir unterteilen den Planungszeitraum [0, 6] in die diskreten Zeitpunkte ¢ =
0,...,6. Mit Hilfe der Metra-Potential-Methode aus Abschnitt 1.4.3 erhalten
wir die in Tabelle 2.3 angegebenen frithesten und spétesten Startzeitpunkte
der Vorgénge i € V.

Tabelle 2.3. ES; und LS; fiir alle Vorgénge i € V'

1 o 1 2 3

ES; 0 4 2 5
LS; 0 5 4 6

Aufgrund der durch Netzplan N implizierten Zeitbeziehungen muss Vor-
gang 1 innerhalb des Intervalls W7 = [4,5] starten. Die Menge der diskreten
Startzeitpunkte von Vorgang 1 ergibt sich somit zu W; = {4,5}. Fiir die
Vorgiinge 2 und 3 gilt entsprechend Wy = {2,3,4} und W3 = {5,6}. Weiter-
hin definieren wir fiir jeden Vorgang ¢ € V eine Menge von Entscheidungs-
variablen x;; mit ¢t € W; und eine Hilfsvariable z > 0, die der maximalen
Ressourceninanspruchnahme zu einem Zeitpunkt ¢ € {0,...,6} entspricht.
Mit Bereitstellungskosten ¢ ergibt sich die folgende MIP-Formulierung fiir
die beschriebene Instanz des Ressourceninvestmentproblems

Minimiere ¢” z

u.d.N. z > Too (t=2)
Z 2 Xa2 + Ta3 (t=23)
2z > 2x14 + X2z + Tog (t=4)
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z 2> 2w15 + w24 (t=5)
330():1 (’LZO)

T4 +x15 =1 (i=1)

Too + Toz + wog = 1 (i=2)

x35 + w36 = 1 (i=3)

4214 +5w15 — 0200 > 4 ((i,5) = (0,1))
2229 + 3wz + 4294 — 0xg9 > 2 ((i,3) = (0,2))
S35 + 636 —4T14 —dT15 > 1 ((i,7) = (1,3))
5(E35 +6£C36 — 2%22 —3{E23 —4%24 > 2 (<Z,]> = <2,3>)
Oxgo —Dx35 — 6236 > —6 ((i,7) = (3,0))
z2>0

xitE{O,l} (i=1,2,3; teWi).

Wenden wir uns nun dem Ressourcenabweichungsproblem mit Zielfunktion

£(8) =3 P / (S, 1) — Ya]* dt
keR t€[0,d)

zu, bei dem fiir jede Ressource k € R Kosten cP beriicksichtigt werden, die bei

Uberschreitung des vorgegebenen Ressourcenniveaus Yj anfallen. Zunéchst

gilt es, den Term 7 (S,t)—Y), = ZieA(S,t) ri1 — Yy, mit Hilfe der Bindrvariablen

xy (i € V,t € W;) auszudriicken. Wir erhalten

t

Z Tik_Yk:ZTik Z Tir — Y.

1€A(S,t) eV T=t—pi+1

Nun fithren wir Hilfsvariablen zi; > 0 fiir alle Ressourcen k& € R und alle
Zeitpunkte t € {0,...,d — 1} ein, wobei 2x; der iiber das Ressourcenniveau
Y: hinausgehenden Ressourceninanspruchnahme von Ressource k zum Zeit-
punkt t entspricht. Beriicksichtigen wir, dass ein Vorgang ¢ € V' nur zu einem
Zeitpunkt t € W; = {ES;, ES; +1,...,LS;} starten kann, miissen fiir die
Variablen zj; die Ungleichungen

min{¢,LS;}

2t > Zn‘k Z Tir — Yg

eV T=max{ES;,t—p;+1}

erfiillt sein. Fiir das Ressourcenabweichungsproblem mit Zielfunktion (RD)
erhalten wir somit das folgende zeitindexbasierte Modell

Min. Z Z CkD Zkt

k€ER te{0,1,...,d—1}
min{t,LS;}

wd N, zge > Y 1 > Tir — Yy (t€{0,...,d—1},k€R)
eV T=max{ES;,t—p;+1}
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> =1 (ieV)

tew;

Z tl‘jt — Z tri > 51']‘ (<Z,j> S E)

teW ; tew;

2 >0 (te{0,....,d—1},k€R)
zy € {0,1} (i € V,t € Wy).

Fiir Projektplanungsprobleme mit den Zielfunktionen (RI) und (RD) lisst
sich auf Grundlage der vorgestellten MIP-Formulierungen mit Hilfe von Stan-
dardsoftware zur Losung gemischt-ganzzahliger Programme prinzipiell eine
optimale Losung angeben. Praktisch wird man auf diese Weise i.d.R. jedoch
nur kleine bis mittelgrofle Probleminstanzen erfolgreich 16sen koénnen. Fiir
Ressourcennivellierungsprobleme lésst sich ebenfalls eine MIP-Formulierung
mit zusétzlichen bindren Hilfsvariablen yy:, angeben. Die Hilfsvariablen neh-
men genau dann den Wert 1 an, falls r7(5,¢) = ¢ ist. Dabei kommen fiir ¢ alle

Quadratzahlen 1,4,9,... kleiner als (Ziev rik)Q in Frage. Zu beachten ist,
dass die Anzahl an Entscheidungsvariablen schon fiir kleine Instanzen sehr
grof} sein kann.

2.1.4 Zeitzuldssiger Bereich

Der zeitzulissige Bereich St von Problem (2.1) ist durch Zeitrestriktionen der
Form
1- Sj —-1-5 > 51']‘ (<Z,j> S E) (24)

sowie durch Sy = 0 spezifiziert und stellt ein konvexes Polytop dar. Da die
Koeffizienten der Entscheidungsvariablen in den Nebenbedingungen (2.4) alle
1 oder —1 sind, verlaufen die Begrenzungslinien von Sy in bindrer Richtung
z € {0,1}"2 parallel zu den Koordinatenachsen oder zur ersten Winkelhal-
bierenden (vgl. z.B. Abb. 2.13). Ferner besitzt Sy als eindeutigen Minimal-
punkt den ES-Schedule und als eindeutigen Mazimalpunkt den LS-Schedule.
Ein Punkt S™™ eines Polytops heifft Minimalpunkt, falls er beziiglich jeder
Komponente minimal ist, d.h. es gilt S7" < S, fiir alle i € V und alle Punkte
S des Polytops. Analog heifit ein Punkt S™%* eines Polytops Maximalpunkt,
falls S*** > S; fur alle ¢ € V und alle Punkte S des Polytops gilt. Ein Ext-
remalpunkt bzw. eine Ecke S eines Polytops ist ein Punkt, der sich nicht als
Konvexkombination zweier von S verschiedener Punkte des Polytops darstel-
len ldsst, d.h. es gibt keine zwei Punkte, so dass S auf der Verbindungslinie
der beiden Punkte liegt. Der zeitzuldssige Bereich Sy C Rgf ldsst sich fiir
n > 2 i.d.R. nicht vollstéindig visualisieren. Besitzt ein Projekt allerdings ge-
nau zwei Vorgénge ¢ und j, die nicht zeitlich fixiert sind, d.h. die Vorgénge
haben eine positive Gesamtpufferzeit, so kénnen wir den Bereich Sy als so
genannten S;-S;-Schnitt darstellen. Dabei projizieren wir Sy auf die entspre-
chende S;-S;-Ebene.
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Beispiel 2.9. Wir betrachten den in Abbildung 2.12 dargestellten Projekt-
netzplan mit drei realen Vorgingen. Die Einhaltung einer maximalen Pro-
jektdauer d = 6 wird durch den Riickwirtspfeil (4,0) mit der Bewertung
040 = —6 sichergestellt.

Legende:
i pj

Abb. 2.12. Projektnetzplan N mit drei realen Vorgéngen

Fiir das zugrunde liegende Projekt erhalten wir die in Tabelle 2.4 angege-
benen frithesten und spétesten Startzeitpunkte sowie die Gesamtpufferzeiten
der Vorgénge i € V. Da die Vorgénge 0, 3 und 4 eine Gesamtpufferzeit von 0
besitzen, sind sie fixiert und miissen zu ihrem frithesten Startzeitpunkt einge-
plant werden. Der durch Projektnetzplan N spezifizierte zeitzuldssige Bereich
St lésst sich folglich als S7-S3-Schnitt visualisieren.

Tabelle 2.4. ES;, LS; und TF; fiir alle Vorgénge i = 0,...,4
i 0 1 2 3 4

ES; 0 0 0 4 6
LS; 0 5 5 4 6
TF; 0 5 5 0 0

Sobald ein Vorgang eingeplant wird, dndert sich i.d.R. das Zeitfenster
[ES;, LS;], innerhalb dessen ein noch nicht eingeplanter Vorgang i starten
kann, da die Zeitbeziehungen zwischen den Vorgingen beriicksichtigt werden
miissen (vgl. Abschnitt 1.4.5). Planen wir Vorgang 1 zum Zeitpunkt 0 ein, so
kann Vorgang 2 nach wie vor frithestens zum Zeitpunkt 0 starten. Aufgrund
der Zeitbeziehung S; — Sy > —2 ergibt sich aber fiir Vorgang 2 ein spétester
Startzeitpunkt von 2. Wird Vorgang 1 zum Zeitpunkt 1 eingeplant, so ergibt
sich fiir Vorgang 2 das mogliche Einplanungs-Zeitfenster [0, 3]. Fiir S; = 5 er-
halten wir Sy € [3, 5]. Insgesamt ergibt sich der in Abbildung 2.13 dargestellte
S1-S2-Schnitt des zeitzuliissigen Bereichs Sp. Die Extremalpunkte (Ecken) des
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S1-S5-Schnitts sind S* = (0,0,0,4,6), S2 = (0,2,0,4,6), S3 = (0,0,2,4,6),
84 = (07575)476)7 S5 = (07573)476)7 S6 = ( 7375)476)'
Sa
S6 S*=1LS
5 + . .
4 SS
5%
T g } } } Sl
St=ES S? 5

Abb. 2.13. S;-52-Schnitt des zeitzuléssigen Bereichs

Aus der Theorie der Linearen Optimierung ist bekannt, dass in jedem
Extremalpunkt (Ecke) des zeitzuldssigen Bereichs Sy mindestens n + 1 line-
ar unabhéngige Nebenbedingungen S; — S; > d;; bindend sind, d.h. sie sind
mit Gleichheit erfiillt (vgl. NEUMANN und MORLOCK, 2002, Kapitel 1). Bei-
spielsweise sind im Extremalpunkt S® in Abbildung 2.13 die Zeitbeziehungen
So— 84> —6,5 —Sy>—-2,5,—55>1und Sy — S3 > 2 bindend.

Definition 2.10 (Geriist, Outtree). Sei D = (V, E) ein Digraph mit n+2
Knoten. Ein schwach zusammenhiingender Teildigraph® des Digraphen D mit
n + 2 Knoten und n + 1 Pfeilen heifit Geriist von D. Ein Geriist, bei dem
jeder Knoten von Knoten 0 aus erreichbar ist, bezeichnen wir als Outtree mit
Wurzelknoten 0.

Abbildung 2.14 zeigt einen Digraphen sowie ein zugehoriges Geriist und
einen zugehorigen Outtree. Der folgende Satz besagt, dass sich die Extre-
malpunkte des zeitzulédssigen Bereichs eines Projektnetzplans als Geriiste des
zugrunde liegenden Netzplans darstellen lassen.

Satz 2.11. Jede Ecke des zeitzuléssigen Bereichs Sp kann durch mindestens
ein Gertist des zugehorigen Netzplans N représentiert werden, wobei jeder

5 In einem schwach zusammenhéngenden Teildigraph sind alle Knoten durch eine
ungerichtete Pfeilfolge miteinander verbunden.
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Abb. 2.14. Digraph, Geriist und Outtree

Pfeil (i, j) des Gertistes eine bindende Zeitbeziehung S;—S; = 0;; reprisentiert.
Ferner entspricht jedem Geriist des Netzplans NV hochstens ein Extremalpunkt
von St.

Zur Generierung eines Geriistes fiir eine gegebene Fcke S des zeitzuléssi-
gen Bereichs Sy bestimmen wir sukzessive fiir jeden Knoten i € V' \ {0} eine
bindende Nebenbedingung S; — S; = 6;; bzw. S; — S; = 0;; zu einem Knoten
74, fiir den bereits eine bindende Nebenbedingung bestimmt wurde. Ausgangs-
punkt ist hierbei der Knoten 0, fiir den die Nebenbedingung Sy = 0 immer
bindend ist. Algorithmus 2.12 stellt dar, wie fiir einen gegebenen Extremal-
punkt S ein zugehoriges Geriist G = (V, E¢) mit der Pfeilmenge E¢ erzeugt
werden kann. Dabei gibt m; = 1 an, dass Knoten ¢ bereits betrachtet wurde.

Algorithmus 2.12 (Generierung eines Geriistes fiir eine Ecke S).

Setze mgo := 1 und m,; := 0 fiir alle i € V' \ {0}.
Eg :=0 und Q := {0} (Q wird als Schlange verwaltet).
Solange Q # () und mindestens ein 7 € V mit m; = 0 existiert:
Entferne ¢ vom Kopf der Schlange Q.
An Knoten i wird nun, falls méglich, ein weiterer Knoten angehéngt.
1. Fiir alle (i, j) € E:
Falls m; = 0 und S; — S; = d0;5:
Setze Eg := EqU{(i,j)}, m; := 1, und fiige j am Ende von @ ein.
2. Fiir alle (h,7) € E:
Falls mj, = 0 und S; — Sy = dp;:
Setze Eq := EqU{(h,i)}, mp := 1, und fiige h am Ende von Q ein.
Anmerkung 2.13. Bei der Generierung eines Geriistes fiir den ES-Schedule

entfillt die 2. Schleife in Algorithmus 2.12, da der ES-Schedule als Outtree in
N dargestellt werden kann.

Um die Beziehung zwischen den Ecken des zeitzulédssigen Bereichs Sy und
den Geriisten des zugehorigen Projektnetzplans N zu illustrieren, betrachten
wir das folgende Beispiel.

Beispiel 2.14. Gegeben seien der in Abbildung 2.15 dargestellte Projektnetz-
plan mit drei Vorgingen und der zugehorige S1-S2-Schnitt des zeitzuléssi-
gen Bereichs Sz mit den Extremalpunkten S' = (0,1,4), S? = (0,1,6),
S3 = (0,4,6) und S* = (0,2,4).
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Abb. 2.15. Projektnetzplan und S; — S2-Schnitt des zeitzuldssigen Bereichs St

Wir bestimmen mit Hilfe von Algorithmus 2.12 das zu S' gehérige Geriist.
In der Initialisierung setzen wir mg := 1, my := 0, mo := 0, Eg := @ und Q :=
{0}. Dann entnehmen wir Vorgang 0 vom Kopf der Schlange Q). Da Pfeil (0, 1)
im Netzplan enthalten ist, m; = 0 und S; — Sy = 1 gilt, hingen wir Knoten
1 an Knoten 0 an, d.h. wir setzen Eg := {(0,1)}, m; := 1 und @ := {1}.
Weiterhin sind fiir (0,2) € F die Gleichungen my = 0 und Sy — Sy = 4 erfiillt,
deshalb setzen wir Fq := {(0,1),(0,2)}, ma := 1 und @ := {1,2}. Da fiir alle
Vorgénge ¢ € V nun m; = 1 gilt, terminiert der Algorithmus. Somit sind fiir
Schedule S! die beiden linear unabhiingigen Nebenbedingungen S — S§ > 1
und S} — S} > 4 bindend, und das korrespondierende Geriist G' enthiilt
die Pfeilmenge Eg: = {(0,1), (0,2)}. Wird Algorithmus 2.12 angewendet,
um die zu 52, 5% und S* gehorigen Geriiste zu generieren, dann erhalten wir
fir S? das Geriist G2 mit der Pfeilmenge Eg: = {(0,1),(2,0)}, fiir S* das
Geriist G* mit der Pfeilmenge Egs = {(1,2),(2,0)} und fiir S* ergibt sich
Eq:s = {(0,2),(1,2)}.

Um fiir ein gegebenes Gertist G mit Pfeilmenge E¢ den zugehorigen Ext-
remalpunkt S zu bestimmen, 16sen wir das lineare Gleichungssystem
Sj—Si=di; ((i,4) € Eq)
So=0.
Fiir das dem Netzplan aus Abbildung 2.15 zugrunde liegende Geriist G3 mit

Pfeilmenge Egs = {(1,2), (2,0)} erhalten wir beispielsweise das lineare Glei-
chungssystem

Sy — 51 =2
So— Sy =—6
So=0

mit der eindeutigen Losung S® = (0,4, 6).
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Es sei angemerkt, dass nicht jedes Geriist des Netzplans N einen Ext-
remalpunkt des zeitzuldssigen Bereichs Sy représentiert. Beispielsweise ent-
spricht das Geriist G’ mit der Pfeilmenge Fg = {(0,1), (1,2)} dem Schedule
S’ =(0,1,3). .5 ist nicht zeitzuldssig, da Vorgang 3 frithestens 4 Zeiteinheiten
nach dem Projektbeginn starten darf. In Abbildung 2.15 entspricht Schedule
S’ dem Schnittpunkt der beiden Geraden S; — Sy =1 und S, — S; = 2.

2.1.5 Zielfunktionen und ausgezeichnete Punkte

Wie in Abschnitt 2.1.1 geschildert, existiert fiir Problem (2.1) mit stetiger
bzw. nach unten halbstetiger Zielfunktion f(5) stets eine optimale Lésung. Je
nach betrachteter Zielfunktion kénnen wir uns bei der Suche nach einem sol-
chen optimalen Schedule auf eine Menge ausgezeichneter Punkte beschrianken.
Bei den ausgezeichneten Punkten handelt es sich um zeitzuléssige Schedules,
die potentielle Kandidaten fiir eine optimale Losung darstellen. Dabei hiangt
die Menge der ausgezeichneten Punkte von speziellen Struktureigenschaf-
ten der betrachteten Zielfunktionen ab, die wir im Folgenden untersuchen.
In Abhéngigkeit der Struktureigenschaften lassen sich dann unterschiedliche
Losungsverfahren etablieren.

Bei den Zielfunktionen Projektdauer (PD) und mittlere Durchlaufzeit
(MFT) handelt es sich um regulire Funktionen, d.h. f ist monoton wach-
send in den Startzeitpunkten der Vorgéinge. Fiir zwei Schedules S, 5’ € R’;KQ
mit S <5 (d.h. S; < S fiir alle i € V) gilt somit f(S) < f(S’). Da der zeit-
zuléissige Bereich Sy ein konvexes Polytop mit genau einem Minimalpunkt
(dem ES-Schedule) darstellt, ist fiir Problem (2.1) mit regulirer Zielfunk-
tion der ES-Schedule optimal. Die Menge der ausgezeichneten Punkte fiir
Projektplanungsprobleme mit den Zielfunktionen (PD), (MFT) oder anderen
reguléren Funktionen besteht daher aus dem ES-Schedule.

Fiir die lineare Zielfunktion (WST) der Summe gewichteter Startzeitpunk-
te stellt Problem (2.1) ein lineares Programm dar, fiir das immer einer der
Extremalpunkte des zeitzuldssigen Bereichs optimal ist. Die Menge der ausge-
zeichneten Punkte fiir Problem (2.1) mit Zielfunktion (WST) entspricht somit
allen Extremalpunkten (Ecken) von Sp.

Die Zielfunktion des Earliness-Tardiness-Problems (E + T') ist konvez, d.h.
jede Sekante liegt oberhalb des Graphen von f und es gilt f(AS+(1—)\)S’) <
M(S) + (1= N)f(S) fiir alle S, 8" € RZ}? und A €]0, 1[ (vgl. Abb. 2.16).

Fiir konvexe Zielfunktionen ist i.d.R. kein Punkt auf dem Rand des zeit-
zuldssigen Bereichs Sy optimal. Da aber fiir Minimierungsprobleme mit kon-
vexer Zielfunktion und konvexem zuldssigen Bereich jedes lokale Optimum
auch global optimal ist, ldsst sich die Suche nach einem optimalen Schedule
beschrianken auf lokale Minimalstellen S* der Funktion f, d.h. auf Punkte S*,
fiir die f(S*) < f(9') fiir alle S’ aus einer offenen e-Umgebung von S* erfiillt
ist. Ist ¢Z = 0 fiir alle i € V, so handelt es sich bei (E + T) um eine regulire
Funktion und der ES-Schedule ist optimal. Gilt ¢/ = 0 fiir alle i € V, so
ist Zielfunktion (E + T') multipliziert mit —1 reguldr, d.h. der LS-Schedule



2.1 Problemformulierung 145

; ; o5
S S’
Abb. 2.16. Konvexe Funktion

ist optimal. Eine optimale Losung fiir das Earliness-Tardiness-Problem mit

cP ¢l > 0 fiir mindestens ein i € V entspricht einer lokalen Minimalstelle S*,

bei der jeder Vorgang i entweder zu d; — p; oder zu ES; bzw. LS; startet, wo-
bei die ES- und LS-Werte planungsabhéingig geméfl Schedule S* zu verstehen
sind (vgl. Abschnitt 1.4.5).

Die Zielfunktion (NPV') des Kapitalwertmaximierungsproblems ist bindr-
monoton, d.h. sie ist monoton auf jeder Halbgeraden {S’ € R%{?| S’ =
S + Az, A € R} mit bindrer Richtung z € {0,1}"*2. Seien z eine binire
Richtung, V' C V die Menge aller Vorgénge ¢ mit z; = 0 und V/ =V \ V/
die Menge aller Vorgénge ¢ mit z; = 1. Dann gilt fiir die Zielfunktion f der
Kapitalwertmaximierung

fS+Az)=— Z CZFﬂSﬁL)\Zi

eV
SR ICIAED
eV’ eV’
F S, A F S,
== ph =gy s
eV’ eV’

Fiir — 3,0y cF'3% > 0ist f monoton wachsend und fiir — Y,y ¢F'3% <0
monoton fallend in bindrer Richtung z. Somit ist f bindrmonoton und da
ferner die Begrenzungslinien von Sp in bindrer Richtung verlaufen, stellen
ebenso wie bei linearen Zielfunktionen die Extremalpunkte von Sp ausge-
zeichnete Punkte fiir Problem (2.1) mit Zielfunktion (NPV') dar. Dies ist
intuitiv einsichtig, da wir in Abschnitt 2.1.2 bereits gezeigt haben, dass sich
das Kapitalwertmaximierungsproblem in ein dquivalentes lineares Programm
gleicher Dimension transformieren lésst.

Um ausgezeichnete Punkte fiir Projektplanungsprobleme mit den Ziel-
funktionen (RI), (RD) und (RL) angeben zu koénnen, sind einige einleiten-
de Erlauterungen notwendig. Wir fithren zunéchst den Begriff einer strengen
Ordnung auf der Knotenmenge V' ein.
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Definition 2.15 (Strenge Ordnung). Eine Relation g auf der Menge V' ist
eine Menge von Paaren (i,7) € V x V. Anstelle von (i,j) € o schreiben wir
auch ¢ < j (wobei ,,<“ als ,,vor“ gelesen wird) und ¢ £ j fiir (4,j) ¢ o. Eine
strenge Ordnung auf der Knotenmenge V' ist eine asymmetrische, transitive
Relation < in V, d.h.

e fiir keine zwei Elemente i,j € V gilt ¢ < j und j <7 (Asymmetrie),
e wenn fiir h,7,j € V die Bedingungen h < i und ¢ < j erfiillt sind, dann
gilt auch h < j (Transitivitit).

Strenge Ordnung O C V x V hat die folgende anschauliche Interpretation.
Enthilt Ordnung O das Element (i, j), so wird eine Vorrangbeziehung zwi-
schen Vorgang ¢ und Vorgang j induziert. Eine Vorrangbeziehung zwischen 7
und j besteht, wenn der Startzeitpunkt von j grofler oder gleich dem End-
zeitpunkt von 4 ist, d.h. S; — S; > p;.

Definition 2.16 (Ordnungspolytop). Sei O C V xV eine strenge Ordnung
auf der Knotenmenge V und sei Sp(0) = {S € Sr | S; — S; > p; fiir alle
(1,7) € O} die Menge aller zeitzuldssigen Schedules, die die durch O induzier-
ten Vorrangbeziehungen einhalten. Dann stellt die Teilmenge Sy (O) von Sr
ein konvexes Polytop dar, das wir als Ordnungspolytop von O bezeichnen. Die
Ordnung O wird als zeitzulissig bezeichnet, wenn St(O) # () ist.

Beispiel 2.17. Betrachten wir den MPM-Netzplan und den S7-S2-Schnitt des
zugehorigen zeitzuldssigen Bereichs Sy in Abbildung 2.17.

Sa
A
0 5
4 S4 55
534/
S8
Sl t 57'2 t t ; S1

Abb. 2.17. Projektnetzplan und S1-S2-Schnitt des Bereichs St

Ordnung O = {(1,2)} besagt, dass Vorgang 2 starten kann, sobald Vor-
gang 1 beendet ist, d.h. Sy — S; > p;. Da Vorgang 1 die Ausfiihrungs-
dauer p; = 1 besitzt, beinhaltet das Ordnungspolytop Sr(O) alle Sched-
ules S € Sy, fiir die gilt, dass Vorgang 2 mindestens eine Zeiteinheit nach
Vorgang 1 startet. Startet Vorgang 1 beispielsweise zum Zeitpunkt 0, dann
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kann Vorgang 2 zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [1,2] starten. Somit er-
halten wir fiir die Ordnung O = {(1,2)} das durch die konvexe Hiille der
Punkte S2, 56, 57, 5% spezifizierte Ordnungspolytop, d.h. Sp(O) beinhaltet
alle Schedules, die sich als Konvexkombination der Punkte S, 56,57, §8 dar-
stellen lassen, und wir schreiben dafiir S7(0) = conv{S3,S6 57, S8} (vgl.
Abb. 2.17). Fiir die Ordnung O = {(2,3)} erhalten wir analog das Ordnungs-
polytop Sr(0) = conv{S*, 52,53, 54 55}

Im Folgenden fithren wir das Konzept des so genannten Ordnungsnetz-
plans N(O) einer strengen Ordnung O ein. Dabei ist N(O) der Netzplan, der
aus dem Projektnetzplan N resultiert, indem wir fiir jedes Paar (i,7) € O
einen Pfeil (i, j) mit der Bewertung d;; = p; hinzufiigen, d.h. Vorgang j kann
frithestens nach dem Ende von Vorgang ¢ starten. Besitzt Projektnetzplan
N bereits einen Pfeil (i,j) mit der Bewertung 0;;, dann ersetzen wir seine
Pfeilbewertung durch max{d;;,p;}. Die Menge der zeitzuldssigen Schedules
des Ordnungsnetzplans N (O) entspricht gerade dem Ordnungspolytop S7(O)
von O. Eine strenge Ordnung O ist demnach genau dann zeitzuléssig, wenn der
zugehorige Ordnungsnetzplan N (O) keine Zyklen positiver Liange beinhaltet
und somit Sp(0) # 0 gilt.

Fiir jeden zeitzuldssigen Schedule S € Sy existiert eine zugehorige strenge
Ordnung O(S) := {(i,j) e VxV | i # j,5; — S; > p;}, die gerade die durch
den Schedule S implizierten Vorrangbeziehungen besitzt (wir sagen auch die
von Schedule S induzierte Ordnung).” Aus Definition 2.16 folgt sofort, dass
S € Sr(0(9)) gilt. Die kanonischen Vorrangbeziehungen (0,7) fir alle ¢ €
V\ {0} sowie (i,n + 1) fiir alle ¢ € V' \ {n + 1} fithren wir im Folgenden
bei der Darstellung einer Schedule induzierten Ordnung O(S) nicht explizit
an, da diese fiir einen wohldefinierten MPM-Netzplan stets erfiillt sind. Das
folgende Beispiel verdeutlicht den Zusammenhang zwischen einem Schedule S,
der durch S induzierten Ordnung O(S) und dem Ordnungspolytop St (O(S))
von O(S), welches auch Schedulepolytop genannt wird.

Beispiel 2.18. Betrachten wir den MPM-Netzplan und den S7-S2-Schnitt des
zugehorigen zeitzuléssigen Bereichs St in Abbildung 2.18. Fiir die eingezeich-
neten Schedules S? (i = 1,...,17) sollen jeweils die zugehorige Ordnung O(S?)
und das entsprechende Schedulepolytop S7(O(S?)) angegeben werden.

Der zeitzulidssige Schedule S' = (0,0,0,4,6) impliziert die zugehorige
Ordnung O(S') = {(1,3),(2,3)}, d.h. Vorgang 3 beginnt nach der Been-
digung der Vorginge 1 und 2. Das zur Ordnung O(S!) gehérige konve-
xe Schedulepolytop besitzt die Extremalpunkte S*, §%, 5%, 5%, 52, S, d.h.

7 O(S) représentiert fiir p; > 0,i = 1,...,n eine strenge Ordnung. Im Folgenden
gehen wir davon aus, dass nur Vorginge ¢ # {0,n + 1} mit p; > 0 bei der
Generierung von O(S) beriicksichtigt werden, Vorgénge mit p; = 0, wie z.B.
Meilensteine, sind zwar bei der Bestimmung der planungsabhingigen ES- und
LS-Werte relevant, spielen aber fiir die Ressourcenprofile eines Schedules keine
Rolle.
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Abb. 2.18. Projektnetzplan und S:-S2-Schnitt des Bereichs St

S7(0(S1)) = conv{St, 52,53, 54, 512 S, Schedule S% = (0,2,0,4,6) be-
sitzt die zugehorige Ordnung O(S?) = {(1,3),(2,1),(2,3)}. Gemi dieser
Ordnung beginnt Vorgang 3 nach Beendigung der Vorginge 1 und 2 und
Vorgang 1 beginnt nach dem Ende von Vorgang 2. Das zu O(S?) gehorige
Schedulepolytop ist Sr(O(S5?)) = conv{S?, 510, St S}

Tabelle 2.5 listet zusammenfassend die in Abbildung 2.18 eingezeichneten
Schedules, die zugehérigen Ordnungen O(S*) und die entsprechenden Sched-
ulepolytope S7(O(S?)) auf.

Schedulepolytop Sr(O(S)) enthilt alle Schedules S/, die mindestens die
durch S implizierten Vorrangbeziehungen einhalten. Ferner kann ein Sched-
ule S € Sp(O(S)) aber noch weitere Vorrangbezichungen implizieren. Be-
trachten wir z.B. S6 in Abbildung 2.18 mit O(S'®) = {(1,2),(1,3)} und
S1(0(S10)) = conv{S3,56, 58,516} so enthilt Sp(O(S19)) Schedule S3 mit
0(53) = {(15 2), (1,3), (2, 3)}

In einer so genannten Isoordnungsmenge S;(O(S)) hingegen sind nur
Schedules enthalten, die dieselbe Ordnung wie S induzieren. Sei S ein zeit-
zuléissiger Schedule, dann nennen wir die Menge aller Schedules S’ aus dem
Schedulepolytop von O(S) mit der Eigenschaft, dass O(S’) = O(S) ist, die
Isoordnungsmenge von S. Die Isoordnungsmenge

Sr(0(9)) := {8" € 8r(0(9)) | O(5) = O(S)}

von Schedule S enthélt somit alle Schedules S’ € Sr, die die gleiche Ord-
nung wie S induzieren. Zum Verstindnis betrachten wir Abbildung 2.19,
in der ein Projektnetzplan und die Ressourcenprofile der beiden Schedules
St = (0,0,4,5,8) und S? = (0,0,4,2,8) dargestellt sind. Fiir die Vorgiinge
i € {0,1,2,4} gilt ES; = LS;; nur Vorgang 3 ist nicht zeitlich fixiert. Da
die Schedules S’ = (0,0,4,¢,8), t € ]3,7], die Eigenschaft besitzen, dass
O(S") = O(S?) gilt, ist die Isoordnungsmenge von S' = (0,0,4,5,8) gleich
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Tabelle 2.5. 5%, O(S") und Sr(O(S")) fiir alle i = 1,...,17

S

Sr(0(5))

Sl
SQ
83
S4
SS
56
57
SS
SE)
SlO
Sll
512
813
Sl4
515
516
Sl?

conv{S*, 5%, 5%, 5% 52 51}
conv{S?, 810 St St}
conv{S*,5*, 5%, 5"}
conv{S?, S*, 58 513}

{s°}

{s°)

conv{S%, S}
conv{S?, S*, 58 513}

{5}

conv{S?, 810 St St}
conv{S?, 810 St St}
conv{S*, 82, 5% 84 512 s}
conv{S3,S*, S8 S13}
conv{S?, 810 St S}
conv{S®, S1°}
conv{S3, 8%, 58 St}
conv{S?,85, 5 S}

Sp(0(s1)) = {(0,0,4,¢,8
Isoordnungsmenge Sz .(O(

t €13,7[}. Fiir S% = (0,0,4,2,8) ergibt sich die
)) ={(0,0,4,t,8)|t € [1,3] }. Wie wir sehen, sind

Isoordnungsmengen i.d.R. nicht abgeschlossen, ihr Abschluss stellt aber ein

konvexes Polytop dar.

Dbi 61’]’ bj

Legende:

T T

Abb. 2.19. Projektnetzplan und Ressourcenprofile von S* und S*
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Auf Grundlage der vorhergehenden Ausfithrungen ist es nun moglich, aus-
gezeichnete Punkte fiir die Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) anzugeben.

Wie bereits erldutert, ist die Zielfunktion (RI) nach unten halbstetig.
Weiterhin konnen wir zeigen, dass (RI) konstant auf der Isoordnungsmenge
jedes zeitzuldssigen Schedules S ist. Seien S, 5" € SF(O(S)) zwei Sched-
ules aus der Isoordnungsmenge von S, und nehmen wir ferner an, dass
(87, 1) = max, o g re(S, 1) ist. Da S” und S” die gleiche Ordnung impli-
zieren, gibt es mindestens einen Zeitpunkt ¢ mit A(S’,¢') = A(S”,t"), d.h.
bei der Projektausfithrung geméf Schedule S’ iiberlappen sich zum Zeitpunkt
t' die gleichen Vorgéinge wie zum Zeitpunkt ¢’ bei der Ausfiihrung geméf S”
(siehe hierzu auch Abb. 2.19, Vorgang 3). Somit gilt, dass der Zielfunktions-
wert auf der Isoordnungsmenge konstant ist.

Eine stetige oder nach unten halbstetige Funktion f : R’;EQ — R, die auf
der Isoordnungsmenge jedes zeitzulédssigen Schedules regulir ist, wird lokal
regulir genannt. Die auf jeder Isoordnungsmenge konstante Funktion (RI)
gehort somit zu den lokal reguldren Funktionen, fiir die immer ein Minimal-
punkt eines Schedulepolytops Sr(O(S)), S € Sy optimal ist. Stellt der Mini-
malpunkt S” des Abschlusses einer Isoordnungsmenge auch den Minimalpunkt
des zugehorigen Schedulepolytops dar und ist damit auch Element der Iso-
ordnungsmenge, so haben wir einen Kandidaten fiir die optimale Losung ge-
funden. Dies ergibt sich direkt aus der Regularitidt von f auf der Isoordnungs-
menge. Gehort der Minimalpunkt S” des Abschlusses selbst nicht zur Isoord-
nungsmenge, wie beispielsweise S* in Abbildung 2.20 nicht zu S;-(O(S18)) =
conv{S4, 56, 813 S0} \ conv{S%, S13} gehort, so gilt wegen der Halbstetig-
keit nach unten von f, dass f(S*) < f(S) mit S € S;(O(S*®)). Da f auf
der Isoordnungsmenge S7(O(5*)) = conv{S3, 5%, 58, 513} wieder regulir ist,
gilt ferner fiir den Minimalpunkt S® von S7(O(S%)): £(S®) < f(S*) < f(S)
fiir alle S € S7(O(S'®)). Es sei angemerkt, dass S® dem Minimalpunkt der
beiden Schedulepolytope S(O(5*)) und S (O(S'®)) entspricht.

Sa

s6 87

0 51
TS g13
53

S84

} f } } } S1
St 5

Abb. 2.20. Projektnetzplan und S1-S2-Schnitt des Bereichs St
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Fiir Zielfunktion (RI) kommen also die Minimalpunkte der Schedulepoly-
tope S (0O(9)) als potentielle Lésungen in Frage und bilden die Elemente der
Menge der ausgezeichneten Punkte.

Bei den Zielfunktionen (RD) und (RL) handelt es sich um stetige Funk-
tionen. Zudem sind (RD) und (RL) konkav auf der Isoordnungsmenge jedes
zeitzulédssigen Schedules S. Bei konkaven Funktionen liegt jede Sekante unter-
halb des Graphen von f, so dass die Funktion f auf einem abgeschlossenen
Intervall [a, b] ihr Minimum in einem der beiden Endpunkte a oder b annimmt
(vgl. Abb. 2.21), d.h. aufgrund der Stetigkeit entspricht eine Minimalstelle von
f immer einer Ecke des Abschlusses der entsprechenden Isoordnungsmenge.

:I : } > S
S a b S’

Abb. 2.21. Konkave Funktion

Eine nach unten halbstetige (stetige) Funktion f : RZ}? — R, die auf der
Isoordnungsmenge jedes zeitzulissigen Schedules konkav ist, wird lokal konkav
genannt. Somit gehoren (RD) und (RL) zu den lokal konkaven Funktionen,
fiir die immer ein Extremalpunkt eines Schedulepolytops optimal ist. Da jeder
Extremalpunkt des Abschlusses einer Isoordnungsmenge auch Extremalpunkt
eines Schedulepolytops ist, folgt dies sofort aus der Stetigkeit und Konkavitat
von f. Die Menge der ausgezeichneten Punkte eines Projektplanungsproblems
mit Zielfunktion (RD) oder (RL) entspricht daher den Extremalpunkten aller
Schedulepolytope Sr(O(S5)), S € Sr.

Die verschiedenen Zielfunktionen und ihre ausgezeichneten Punkte sind
zusammenfassend in Tabelle 2.6 angegeben.

Tabelle 2.6. Zielfunktionen und ausgezeichnete Punkte

Zielfunktion ausgezeichnete Punkte von S

(PD), (MFT) Minimalpunkt von St

(E+T) lokale Minimalstellen S* der Funktion f
(WST), (NPV) Extremalpunkte von St

(RI) Minimalpunkte von Sr(O(S))

(R

D), (RL) Extremalpunkte von Sr(O(S))




152 2 Projektplanung unter Zeitrestriktionen

2.2 Exakte Losungsverfahren

Wir stellen nun exakte Verfahren zur Losung von Projektplanungsproblemen
unter Zeitrestriktionen mit den in Abschnitt 2.1.1 aufgefiihrten Zielfunktio-
nen vor. Die exakten Verfahren bestimmen unter den in Abschnitt 2.1.5 ein-
gefithrten ausgezeichneten Punkten der jeweiligen Zielfunktion eine optimale
Losung.

2.2.1 Minimierung der Projektdauer

Bei den Zielfunktionen der Minimierung der Projektdauer (PD) und der Mi-
nimierung der mittleren Durchlaufzeit (MFT) handelt es sich, wie in Ab-
schnitt 2.1.5 beschrieben, um reguldre Funktionen. Daher muss zur Bestim-
mung einer optimalen Losung fiir das entsprechende Optimierungsproblem
der Minimalpunkt des zeitzuléssigen Bereichs St ermittelt werden. Der Mini-
malpunkt von S7 entspricht dem Vektor ES = (ES;);cy der frithesten Start-
zeitpunkte mit ES; = dy; fiir alle ¢ € V. Die Bestimmung der Lingen lings-
ter Wege dp; von 0 nach ¢ kann mit dem Label-Correcting-Algorithmus (vgl.
Algorithmus 1.15 in Abschnitt 1.4.3) oder dem Tripel-Algorithmus (vgl. Al-
gorithmus 1.20 in Abschnitt 1.4.3) erfolgen.

Beispiel 2.19. Betrachten wir den in Abbildung 2.22 dargestellten Projekt-
netzplan mit drei realen Vorgéingen und einer maximalen Projektdauer von
d = 7. Mit Hilfe des Label-Correcting-Algorithmus soll nun eine optimale
Losung fiir die Projektdauerminimierung und die Minimierung der mittleren
Durchlaufzeit bestimmt werden.

Legende:
i pj

Abb. 2.22. Projektnetzplan mit drei realen Vorgéngen

Im Initialisierungsschritt setzen wir doo := 0, poo := 0 und @ := {0}
sowie dy; := —oo und pg; := —1 fiir die Vorgéinge i = 1,2,3,4. Zu Beginn
des ersten Hauptschrittes entfernen wir Vorgang 0 vom Kopf der Schlan-
ge Q. Fiir die Menge der unmittelbaren Nachfolger von Vorgang 0 ergibt
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sich Succ(0) = {1,2,3}. Aktualisieren wir die Lingen lingster Wege dieser
Vorgénge, so erhalten wir dg; := 0, dp2 := 0, dp3 := 3 und setzen pg,; := 0 fiir
i=1,2,3 sowie Q := {1,2,3}. Als Néchstes entfernen wir Vorgang ¢ = 1 vom
Kopf von @ und fahren auf gleiche Art und Weise fort. Die Ergebnisse der
einzelnen Iterationen sind in Tabelle 2.7 angegeben.

Tabelle 2.7. Ermittlung lingster Wege von Knoten 0 zu allen anderen Knoten

Iteration 0 1 2 3 4 5
Q = {0} {17 2, 3} {Qv 3, 4} {3v 4} {4} {}

Vorgang i | doi poi| doi poi|doi poi|doi poi|doi poi|doi poi

0 0 0 0o 0 0 Of 0O Of O Of 0 O
1 —o00 —1 o 0, 0 0 0 0 0 0O 0 O
2 —o00 —1 o 0, 0 0 0 0 0 O] 0 O
3 —oo —1 3 0 3 0] 3 0] 3 0] 3 0O
4 —00 —1|—-o0c0 =1 1 1} 2 2| 6 3| 6 3

Der Minimalpunkt von St entspricht also dem Vektor ES = (0,0,0,3,6).
Damit betrégt die minimale Projektdauer 6 Zeiteinheiten und die minimale
mittlere Durchlaufzeit ? = 2,6 Zeiteinheiten.

2.2.2 Minimierung der Summe gewichteter Startzeitpunkte

Bei der Zielfunktion der Minimierung der Summe gewichteter Startzeitpunkte
handelt es sich um eine lineare Funktion. Ein Projektplanungsproblem (2.1)
mit linearer Zielfunktion stellt ein lineares Programm dar, fiir das immer ein
Extremalpunkt des zeitzuldssigen Bereichs optimal ist. Fine optimale Losung
kann daher mit Hilfe eines beliebigen Verfahrens der linearen Programmie-
rung, z.B. dem Simplex-Verfahren, ermittelt werden.

Wesentlich effizienter ist es aber in diesem speziellen Fall, das zu (2.1) duale
Problem zu 16sen, welches einem kostenminimalen Flussproblem entspricht.®
Dualisieren wir Problem (2.1) mit Zielfunktion (WST), d.h.

Minimiere f(S) := >, oy wiS;

u.d.N. S;— 8 > 05 ((i,)) € E)
So =10
S >0 (ieV),

so erhalten wir das lineare Programm

8 Eine Einfiihrung in die Dualitétstheorie findet man z.B. in DOMSCHKE und DREXL
(2005) oder NEUMANN und MORLOCK (2002).
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Maximiere > 0;; -2 +0- 2
(i,J)EE
u.d.N. z+ Z Tho — Z Toj; = Wo
(h,0)EE (0,j)€EE
S Thi— Y. T =w; (i€ V\{0}) (2:5)
(h,i)EE (i,J)EE
rij >0 ((i,4) € E)
z €R,

wobei Pred(i) wieder die Menge der Vorgéinger und Succ(i) die Menge der
Nachfolger von Knoten ¢ im Projektnetzplan bezeichnet. Die Dualvariable z
ist nicht vorzeichenbeschriankt und der zugehorige Zielfunktionskoeffizient ist
0, daher kénnen wir z beliebig wéhlen, z.B. z := >, _, w;. Multiplizieren wir
weiter die Zielfunktion mit —1, ergibt sich das zu (2.5) dquivalente Minimie-
rungsproblem

Minimiere > —0;; - xi;

(i,J)eE
u.d.N. Z Thi — Z Tij = W; (l S V) (26)
(hii)eE (i,j)EE
rij 20 ((i,4) € E),
mit wyg = _ZieV\{O} wj. Problem (2.6) entspricht einem kostenminimalen

Flussproblem mit einer unteren Schranke (Minimalkapazitéit) A;; = 0 flir alle
xij, (i,7) € E. AuBlerdem gilt aufgrund der geschickten Wahl von wy, dass
> iey wi = 0. Die Variable z;; gibt an, wie viele Flusseinheiten von Knoten %
zu Knoten j transportiert werden. In der Literatur wird gemeinhin angenom-
men, dass fiir jede Flussvariable x;;, (i, j) € E, neben einer unteren Schranke
Aij auch eine obere Schranke k;; vorgegeben ist. Im vorliegenden Fall gilt
dann k;; = oo fiir alle (i, j) € E. Das Gewicht w; bezeichnet fiir jeden Kno-
ten ¢ € V den Bedarf an Flusseinheiten. Entsprechend bezeichnen wir einen
Knoten ¢ mit w; > 0 als Nachfrageknoten, einen Knoten ¢ mit w; < 0 als
Angebotsknoten und einen Knoten mit w; = 0 als Umladeknoten. Gesucht
ist ein Fluss mit minimalen Kosten, der den Flussbedingungen geniigt, d.h.
dass fiir alle Knoten i € V' die Summe der in Knoten i einmiindenden Fluss-
einheiten abziiglich der aus Knoten ¢ ausmiindenden Flusseinheiten gerade w;
entspricht.

Zunéchst konstruieren wir das dem Flussproblem (2.6) zugrunde liegende
Flussnetzwerk NI = (VE EF; 57 X k). Knoten- und Pfeilmenge des Fluss-
netzwerks N entsprechen der Knoten- und Pfeilmenge des urspriinglichen
Projektnetzplans N = (V, E;6). Fiir die Pfeile (i,j) € E ergeben sich die
Bewertungen 6/ := —4;; sowie die Kapazitiiten Ai; := 0 und x;; := oc. Kno-
ten 0 erhélt das Gewicht wo := — 3~y 1o} wi, wihrend alle anderen Knoten
ihr Gewicht beibehalten.

Beispiel 2.20. Betrachten wir den Projektnetzplan N in Abbildung 2.23 mit
drei realen Vorgéngen und einer maximalen Projektdauer von d = 4. Die
Knoten i des Netzplans sind mit Gewichten w; bewertet.
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Legende:

[iF——{i]

Abb. 2.23. Projektnetzplan N mit drei realen Vorgéngen

Das Flussnetzwerk NT ergibt sich aus dem Projektnetzplan N, indem wir
den Pfeilen (i,j) € EF' die Bewertungen 55- := —0;; zuordnen und das Ge-
wicht des Knotens 0 auf wg := — ZiEV\{O} w; = —2 setzen. Das resultierende

Flussnetzwerk N* ist in Abbildung 2.24 dargestellt.

Legende:
(1 6F wj
ij

Abb. 2.24. Flussnetzwerk N© = (VI EF 6" )\ k)

Aus dem folgenden Satz vom komplementdren Schlupf folgt, dass aus einer
optimalen Losung () jyer des Flussproblems (2.6) eine optimale Losung
fiir Problem (2.1) mit Zielfunktion (WST) konstruiert werden kann, indem
wir das lineare Gleichungssystem S; —.S; = ¢;; fiir alle (4, j) € E mit z;; >0
losen; vgl. DOMSCHKE und DREXL (2005, S. 34).

Satz 2.21 (Satz vom komplementiren Schlupf). Gegeben seien zwei zu-
einander duale lineare Programme. Ist fiir eine optimale Losung des einen
Problems eine der Nebenbedingungen nicht bindend, d.h. sie hat Schlupf,
dann ist die mit dieser Nebenbedingung korrespondierende Variable des an-
deren Problems in einer optimaler Losung gleich 0. Ist andererseits in einer
optimalen Losung des einen Problems eine der Entscheidungsvariablen positiv,
so ist die mit dieser Variablen korrespondierende Nebenbedingung des anderen
Problems in einer optimaler Losung bindend, d.h. sie hat keinen Schlupf.

Wie wir noch sehen werden, stellt fiir das in Beispiel 2.20 vorgestellte
Problem der Fluss xg1 = 4,224 = 3, 34 = 1, 240 = 2 und x;; = 0 fiir alle
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iibrigen Variablen einen optimalen Fluss dar. Aus Satz 2.21 konnen wir nun
folgern, dass in einer optimalen Losung von Problem (2.1) die Nebenbedin-
gungen Sy — Sy > —4,51—S9 > 1,5, — 52 > 2 und Sy — S3 > 3 bindend, d.h.
mit Gleichheit erfiillt sind. Die Losung S = (0,1,2,1,4) des entsprechenden
linearen Gleichungssystems

So—Ss=—-4
S1 =5 =1
Sy —5y=2
Sy —53=3
So=0

entspricht daher einer optimalen Losung fiir die Minimierung der Summe ge-
wichteter Startzeitpunkte.

Eine optimale Losung fiir Flussproblem (2.6) kann ermittelt werden, in-
dem wir einen zul#ssigen Ausgangsfluss sukzessive verbessern. Zur Bestim-
mung eines zulidssigen Ausgangsflusses x fiir das Flussnetzwerk N ergéinzen
wir die Knotenmenge V¥ um einen Umladeknoten n + 2 mit dem Gewicht
Wpo := 0. Dann fiigen wir fiir jeden Nachfrageknoten [ einen Pfeil (n + 2,1)
und fiir jeden Angebotsknoten h einen Pfeil (h,n + 2) mit der Bewertung
671;271 = Y ujer 0ij| bzw. §,€n+2 = Y yer |0ij| ein. Der Transport
einer Flusseinheit auf diesen Pfeilen ist also teurer als auf einem beliebi-
gen Weg im Flussnetzwerk, der Knoten n 4+ 2 nicht enthilt. Alle eingefiihr-
ten Pfeile erhalten eine Minimalkapazitdt von Null und eine Maximalkapa-
zitdt von oco. Das entsprechend erweiterte Flussnetzwerk bezeichnen wir mit
NF = (VF EF §F X k). Ein zulissiger Ausgangsfluss 2 im erweiterten Fluss-
netzwerk ergibt sich nun ganz kanonisch, indem wir z; 4o = —w; fiir alle
Pfeile (i,n + 2) und x,42, := w; fiir alle Pleile (n + 2,14) setzen. Die iibrigen
Pfeile erhalten einen Fluss von 0. Zur sukzessiven Verbesserung des Ausgangs-
flusses benétigen wir das zum gegebenen Fluss z gehorige Inkrementnetzwerk
NI = (VI ET §T X\ k), das wie folgt definiert ist. Fiir die Knotenmenge des
Inkrementnetzwerks gilt V7 := VF. Die Pfeilmenge des Inkrementnetzwerks
entspricht zunéchst der Pfeilmenge EF des erweiterten Flussnetzwerks mit
den jeweiligen Bewertungen. Gilt x;; > 0 fiir einen Pfeil (7,7) € EF, dann
ergéinzen wir das Inkrementnetzwerk N' um einen Riickwirtspfeil (f,) mit
der Bewertung —55 und den unteren bzw. oberen Kapazitdten \j; = 0 bzw.
kji = x3j. Die Optimalitat des aktuellen Flusses x kann nun mit Hilfe des
folgenden aus der Graphentheorie bekannten Satzes iiberpriift werden; vgl.
z.B. NEUMANN und MORLOCK (2002, Abschnitt 2.6.6).

Satz 2.22. Eine zulissige Losung (Fluss) fiir das Flussproblem (2.6) ist ge-
nau dann optimal, falls das entsprechende Inkrementnetzwerk keinen Zyklus
negativer Lénge besitzt.

Beinhaltet das Inkrementnetzwerk N7 einen Zyklus negativer Linge, so
kann der aktuelle Fluss verbessert werden. Dazu bestimmen wir einen solchen
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Zyklus, sagen wir Zyklus C, und ermitteln die minimale Maximalkapazitét al-
ler in C' enthaltenen Pfeile, d.h. £* = ming jyec{ri;}.” Seien ET := {(i,j) €
C|i,j) e NFYund B~ == {(i,j) € C'| (i,5) € NFA(j,i) € NF}. Dann wird
nun im erweiterten Flussnetzwerk N auf allen Pfeilen (i,7) € ET der Fluss
x;; um x* Einheiten erhoht und auf allen Pfeilen (4, 7), fiir die (i, j) € E~ gilt,
um x* Einheiten verringert. Ausgehend von der so erhaltenen neuen Losung x
wird abermals das zugehorige Inkrementnetzwerk konstruiert und ein Zyklus
negativer Lénge gesucht. Diese Schritte werden solange wiederholt, bis das
Inkrementnetzwerk fiir den aktuellen Fluss schliefllich keinen Zyklus negati-
ver Lénge mehr enthélt. Der aktuelle Fluss ist dann optimal. Ein zugehoriger
optimaler Schedule fiir das zugrunde liegende Projektplanungsproblem kann
dann, wie bereits gesagt, mit dem Satz vom komplementidren Schlupf be-
stimmt werden.

Beispiel 2.23. Betrachten wir abermals den Projektnetzplan N in Abbil-
dung 2.23 und das zugehorige Flussnetzwerk N in Abbildung 2.24. Um fiir
das Flussnetzwerk einen zuldssigen Ausgangsfluss zu bestimmen, fiigen wir
den Umladeknoten 5 mit dem Gewicht ws = 0 ein. Weiter ist fiir jeden Nach-
frageknoten [ = 1,4 ein Pfeil (5,1) und fir jeden Angebotsknoten h = 0,2, 3
ein Pfeil (h,5) mit der Bewertung §%; = 11 bzw. 6}, = 11 in das Flussnetzwerk
aufzunehmen. Das resultierende erweiterte Flussnetzwerk N ist mit einem
zuléssigen Ausgangsfluss zos := 2, xo5 := 3, x35 := 1, 51 := 4, =54 := 2 und
x;5 = 0 fiir alle tibrigen Variablen in Abbildung 2.25 dargestellt.

0
4 -3
0
1 2
0 4 3 0
-2 ) 0 9 2
o 5 ]
0 0 Legende:

Wi wj
7 J
3

Abb. 2.25. Ausgangsfluss im erweiterten Flussnetzwerk NF

Das zum Ausgangsfluss in NF gehorende Inkrementnetzwerk N7 erhalten
wir, indem wir fiir alle (i,5) € EF mit 2;; > 0 das erweiterte Flussnetzwerk
NF um einen Riickwiirtspfeil (j,7) mit den Bewertungen —55 sowie Aj; =0
und kj; = x;; ergénzen (vgl. Abb. 2.26).

% Um die Notation zu vereinfachen, stellen wir einen Zyklus (1,2,3,1) in diesem
Abschnitt als Pfeilfolge {(1,2),(2,3),(3,1)} dar.
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4
4 1 -3
1 2
-1 —11 —11 —9
9 11 11 9
IE 11 5 11 4
—11 —11
—11| (1 Legende: -
0 -1 -3 L8t !

3 [ F——14]

Abb. 2.26. Inkrementnetzwerk N’

Das Inkrementnetzwerk N' besitzt mehrere Zyklen negativer Linge. Die
Linge von Zyklus C! = {(5,0),(0,1),(1,5)} betrigt beispielsweise d59 +
do1 + 015 = —23. Wir konstruieren die zugehorigen Mengen E* := {(0,1)}
und E~ = {(5,0),(1,5)}. Die minimale Maximalkapazitit im Zyklus C? ist
K* = min{2,00,4} = 2. Daher erhghen wir im Netzwerk N¥ den Fluss
auf dem Pfeil (0,1) um 2 Einheiten, auf den Pfeilen {(0,5),(5,1)} wird
der Fluss um 2 Einheiten verringert. Es ergeben sich verdnderte Flusswer-
te g5 = 0,291 = 2 und x51 = 2. Das zu dem resultierenden Fluss konstruierte
Inkrementnetzwerk besitzt den Zyklus C? = {(5,2), (2,4), (4,5)}, fiir den die
kumulierten Kosten —24 betragen. Es ergeben sich die Mengen E* := {(2,4)}
und E~ = {(5,2), (4,5)}. Die minimale Maximalkapazitit im Zyklus C? ist
min{3, 00, 2} = 2; somit wird der Fluss in N¥ auf dem Pfeil (2,4) um 2 Ein-
heiten erhsht und auf den Pfeilen {(2,5),(5,4)} um 2 Einheiten verringert.
Damit ergeben sich die neuen Flusswerte xo5 = 1,294 = 2 und z54 = 0.
Das zu dem erhaltenen Fluss gehorige Inkrementnetzwerk beinhaltet den Zy-
klus C% = {(5,3), (3,4), (4,0),(0,1),(1,5)} mit den Gesamtkosten —22 und
einer minimalen Maximalkapazitit von min{l,oo7oo,oo,2} = 1. Wir kon-
struieren die Mengen ET := {(3,4),(4,0),(0,1)} und E~ := {(5,3),(1,5)}.
Erhohen wir den Fluss in NF auf den Pfeilen {(3,4), (4,0),(0,1)} um ei-
ne Einheit und verringern wir den Fluss auf den Pfeilen {(3,5), (5, 1>} um
eine Einheit, dann erhalten wir die Flusswerte z35 = 0,234 = 1,249 = 1,
o1 = 3 und 51 = 1. Im neu konstruierten Inkrementnetzwerk existiert
nur noch der Zyklus C* = {(5,2),(2,4), (4,0),(0,1),(1,5)} mit negativen
kumulierten Kosten in Hohe von —21 und einer minimalen Maximalkapa-
zitédt von min{l, 00,00,00,1} = 1. Wird der Fluss in NE auf den Pfeilen
{(2,4),(4,0),(0,1)} um eine Einheit erhoht und auf den Pfeilen {(2,5), (5,1)}
um eine Einheit verringert, so ergibt sich der in Abbildung 2.27 dargestellte
Fluss: o1 = 4,224 = 3,234 = 1 und w40 = 2 sowie z;; = 0 fiir alle iibrigen
Variablen. Das entsprechende Inkrementnetzwerk enthélt keinen Zyklus nega-
tiver Lange. Somit ist der gefundene Fluss optimal. Der zugehorige Schedule
kann nun mit dem Satz vom komplementéren Schlupf bestimmt werden. Wir
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erhalten mit S = (0,1,2,1,4) die optimale Losung fiir das Problem der Mini-
mierung der Summe gewichteter Startzeitpunkte.

2
-3
4 0
1 2
4 0 0 3
—2 0 0 0 2
o] 5 1]
0 0 1 Legende:
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Abb. 2.27. Optimaler Fluss im erweiterten Flussnetzwerk NF

2.2.3 Maximierung des Kapitalwertes

Wie bereits in Abschnitt 2.1.4 beschrieben, ldsst sich das Problem der Kapital-
wertmaximierung in ein lineares Programm transformieren. Zur Bestimmung
einer optimalen Losung kann folglich das Simplex-Verfahren verwendet wer-
den.

Eine weitaus effizientere Methode zur Bestimmung eines Schedules mit
maximalem Kapitalwert ist jedoch das im Folgenden beschriebene Anstiegs-
verfahren. Aus didaktischen Griinden betrachten wir dabei anstelle der zu mi-
nimierenden Zielfunktion (NPV') die dquivalente zu maximierende Zielfunk-
tion f(S) := ;o e, Ausgehend von einem Extremalpunkt S € S
bestimmen wir in jeder Iteration des Anstiegsverfahrens eine moglichst steile
zuléissige Anstiegsrichtung z. Sei ¢; := 9f(S5)/9S; die partielle Ableitung der
Zielfunktion f nach S; im Punkt S, die die Verdnderung des Kapitalwertes
angibt, den eine marginale Erhohung des Startzeitpunktes S; von Vorgang i
bewirkt. Dann wihlen wir eine zuldssige Richtung z, fiir die die so genannte
Richtungsableitung 27V f(S) := 3", .y, z:¢; maximal ist (steilste Anstiegsrich-
tung). Weiterhin bestimmen wir eine Schrittweite A, die angibt, wie weit wir
uns in Richtung z bewegen koénnen, bevor eine der vorgegebenen Zeitbezie-
hungen verletzt oder die Richtungsableitung negativ wird (letzteres passiert
nicht, wenn wir in eine binédre Richtung gehen). Ausgehend von einem Extre-
malpunkt S bewegen wir uns so zu einem zeitzuléssigen Schedule S’ := S+ Az
mit hoherem Kapitalwert.

Betrachten wir zunichst die Bestimmung einer zuléssigen steilsten An-
stiegsrichtung z fiir einen beliebigen Extremalpunkt S € Sp. In jedem Extre-
malpunkt S € Sy sind mindestens n + 1 linear unabhéingige Nebenbedingun-
gen bindend. Daher lisst sich S als Geriist G = (V, E¢) des Projektnetzplans
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N darstellen, wobei jeder Pfeil (i, j) € E¢ zu einer bindenden Nebenbedin-
gung S; — S; = 0;; gehort (vgl. Abschnitt 2.1.4). Wéhlen wir zur Normierung
des Richtungsvektors z die Maximumsnorm, d.h. ||z||cc = max;ey |z;|, dann
kann die Bestimmung einer zuldssigen steilsten Anstiegsrichtung in S mit
dem zugehorigen Geriist G als lineares Programm in den Verénderlichen z;
wie folgt formuliert werden

Maximiere 27 V§(S):= ZiEV _acf’e—asi 2

u.d.N. 25 — %4 Z 0 (<7'a.7> € EG) (2 7)
20 = 0 )
-1<z <1 (teV).

Die Nebenbedingungen z; — z; > 0, (i,j) € Eg, stellen sicher, dass bei einer
Verzogerung des Startzeitpunktes von Vorgang ¢ um z; > 0 Zeiteinheiten
auch alle Nachfolger j von ¢ im Geriist G um z; > z; Zeiteinheiten verzogert
werden, da alle Pfeile im zugrunde liegenden Geriist bindende Zeitbeziehungen
reprisentieren. Bei einer Verzogerung des Startzeitpunktes von Vorgang j um
zj < 0 Zeiteinheiten, d.h. Vorgang j wird z; Zeiteinheiten frither gestartet,
miissen aufgrund der bindenden Zeitbeziehungen alle Vorginger ¢ von j im
Gertist G um z; < z; Zeiteinheiten frither starten. Die Bedingung zp = 0
besagt, dass der Projektstart weder vorgezogen noch verzogert werden darf.
Die beiden Nebenbedingungen sorgen somit dafiir, dass es sich bei z um eine
zuléssige Anstiegsrichtung handelt. Durch die Zielfunktion wird gewéhrleistet,
dass wir eine steilste Anstiegsreichtung erhalten.

Es lisst sich zeigen, dass die Koeflizientenmatrix von Problem (2.7) total
unimodular ist, d.h. die Determinante jeder quadratischen Teilmatrix nimmt
nur die Werte 0, 1 bzw. —1 an. Aufgrund dieser Eigenschaft der Koeffizi-
entenmatrix und der gewihlten Normierung existiert fiir Problem (2.7) im-
mer eine optimale Losung z € {—1,0,1}""2, SCHWINDT und ZIMMERMANN
(1998) zeigen ferner, dass ausgehend vom FES-Schedule immer eine zulissi-
ge steilste Anstiegsrichtung z € {0,1}"*? fiir unser Anstiegsverfahren exis-
tiert. Sei S',...,S" eine endliche Folge von Schedules mit S' = ES und
Satl = §9 4 N2 fiir ¢ = 1,...,r — 1, wobei \? € R>q ist, und 29 # 0
fiir alle ¢ = 1,...,r eine steilste Anstiegsrichtung fiir Schedule S9 repriisen-
tiert. Dann gilt fiir jede optimale Losung 2" des Problems (2.7) fiir Sched-
ule S, dass z" > 0, d.h. in jedem Schritt kann z € {0,1}""2 gewihlt
werden. Die Folge der mit Hilfe des steilsten Anstiegsverfahrens generier-
ten Schedules S, ..., S" ist somit komponentenweise monoton wachsend, d.h.
51§52§"'§ST_1§ST.

Die Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung z € {0, 1}""2 fiir Sched-
ule S mit zugehorigem Gertiist G basiert auf dem folgenden Lemma.

Lemma 2.24. Sei g; die Anzahl der Pfeile auf einem Semiweg (ungerichtete
Pfeilfolge) von Knoten 0 zu Knoten i im Geriist G des Projektnetzplans N.
Die Vorginge i des Geriistes mit maximalem p; stellen dann entweder Quellen
mit genau einem Nachfolger oder Senken mit genau einem Vorgénger dar.
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In Abbildung 2.28 ist ein Geriist mit den zugehoérigen Zahlungen cf fiir
alle Vorgénge ¢ € V angegeben. Fiir i = 3,4 ist 9; = 2 maximal, wobei Vor-
gang 3 eine Senke mit genau einem Vorgéinger und Vorgang 4 eine Quelle mit
genau einem Nachfolger darstellt. Wir skizzieren nun anhand dieses Beispiels,
wie man eine steilste Anstiegsrichtung bestimmt, bevor wir im Anschluss eine
allgemeine Beschreibung des Vorgehens zur Bestimmung einer steilsten An-
stiegsrichtung geben.

Legende:

&
o

Abb. 2.28. Geriist mit g3 = g4 = 2

Da die partielle Ableitung ¢3 = —acl’e=*% der Zielfunktion f nach S3 im
Punkt S fiir beliebige a > 0 positiv ist, fithrt eine Erh6hung von S3 auch zu
einer Erhohung des Projektkapitalwertes. Wir setzen daher z3 := 1. Fiir den
Vorgénger von Vorgang 3, Vorgang 1, ist ¢; < 0, d.h. eine Verzégerung des
Vorgangs fithrt zu einer Verminderung des Kapitalwertes. Aus diesem Grund
setzen wir z; := 0. Fiir Vorgang 4 ist die partielle Ableitung ¢4 positiv und
eine Verzogerung von Vorgang 4 fithrt zu einer Erhohung des Kapitalwertes.
Vorgang 4 hat im Geriist G jedoch Knoten 2 als Nachfolger, d.h. es existiert
eine bindende Zeitbeziehung zwischen den Vorgidngen 4 und 2. Wollen wir
Vorgang 4 verzogern, so miissen wir Vorgang 2 gemeinsam mit Vorgang 4
verzogern, um die im zugrunde liegenden Netzplan gegebenen Zeitbeziehungen
einzuhalten. Wir betrachten daher die Summe der partiellen Ableitungen der
beiden Vorgénge. Ist ¢o + ¢4 > 0, d.h. die gemeinsame Verzoégerung von
Vorgang 2 und 4 fithrt zu einer Erhohung des Kapitalwertes, so setzen wir
zo := z4 := 1. Andernfalls gilt zo := z4 := 0, d.h. die Vorgénge 2 und 4
werden nicht verzogert. Da wir annehmen, dass Vorgang 0 zum Zeitpunkt
So = 0 startet, gilt naturgeméaf zg := 0.

Zur Bestimmung einer steilsten zuléssigen Anstiegsrichtung gehen wir nun
im Einzelnen wie folgt vor. Seien S ein Extremalpunkt des zeitzuléssigen Be-
reichs Sy und G ein zugehoriges Gertist. Ausgehend von den Vorgéngen i mit
maximaler Pfeilanzahl g; bestimmen wir dann Teilgeriiste, deren Verzégerung
zu einer Erhéhung des Projektkapitalwertes fithren. Fiir die Vorgénge ¢ eines
solchen Teilgeriistes setzen wir z; := 1.

Wir bestimmen dazu zunéichst die Werte g; fiir alle i € V\{0} und sortieren
sie nach nichtwachsenden Werten. Anschliefend ermitteln wir die partiellen
Ableitungen ¢; = 0f(S5)/0S; von f nach S; im Punkt S. Wir entnehmen
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jeweils den Knoten ¢ mit maximalem g; und untersuchen, ob es sich um eine
Quelle oder eine Senke im zugrunde liegenden Geriist G handelt. Ist Vorgang
1 eine Senke, dann ist zu priifen, ob die Verzogerung von Vorgang ¢ zu einer
Erhohung des Zielfunktionswertes fithrt. Dies ist fiir ¢; > 0 der Fall und
wir setzen z; := 1. Fiihrt allerdings die Verzogerung des Vorgangs ¢ nicht
zu einer Erhohung des Kapitalwertes, d.h. ¢; < 0, dann ,verschmelzen* wir
Vorgang ¢ mit seinem eindeutigen Vorgénger j, indem wir ¢; = ¢; + ¢;
setzen.' ¢; gibt dann die Verinderung des Kapitalwertes an, wenn wir das
Teilgeriist bestehend aus den Knoten ¢ und j verzégern. Da Knoten ¢ mit
seinem Vorgénger j verschmolzen wurde, braucht Knoten ¢ im Folgenden nicht
weiter betrachtet zu werden.

Handelt es sich bei Vorgang ¢ um eine Quelle in G, so kann Vorgang ¢ nur
gemeinsam mit seinem eindeutig direkten Nachfolger j in G in einer binéren
Richtung z; € {0,1} verzogert werden, da zwischen i und j eine bindende
Zeitbeziehung existiert. Gehen wir vom FES-Schedule aus, so ist ¢; fiir eine
Quelle ¢ auBlerdem immer positiv. Wir verschmelzen daher Quelle ¢ stets mit
ihrem Nachfolger j, setzen ¢; := ¢; 4+ ¢; und brauchen Knoten ¢ im Weiteren
nicht mehr zu beriicksichtigen.

Diese Schritte werden solange ausgefiihrt, bis alle Vorgéinge i € V' \ {0}
betrachtet wurden. Ist die Verzogerung eines Teilgeriistes vorteilhaft, d.h.
die (kumulierte) partielle Ableitung ¢; des Knotens j, der ein Teilgeriist
reprisentiert, ist positiv, so werden alle zu diesem Teilgeriist gehtrenden
Vorgéinge verzogert. Bezeichne C(j) die Menge der mit Vorgang j verschmol-
zenen Vorgiinge, dann setzen wir also z; := 1 fiir alle ¢ € C(j). Fiir die mit
Knoten 0 verschmolzenen Vorginge ¢ € C(0) gilt z; := 0. Algorithmus 2.25
fasst die beschriebene Vorgehensweise zusammen.

Algorithmus 2.25 (Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung =z
fiir Schedule S).

Setze z; := 0, ¢; := 0f(5)/0S; = —acle™*% und C(i) := {i} fiir alle i € V.
Bestimme ein zu S gehériges Geriist G und setze V' := V' \ {0}.
Bestimme p; fiir alle 1 € V.
Solange V' # ():
Entnimm einen Vorgang ¢ mit gréfitem p; aus V.
Falls i eine Quelle im aktuellen Geriist G darstellt, d.h. 7 besitzt keinen
Vorgiéinger, aber genau einen Nachfolger j:
Verschmelze Knoten ¢ mit Knoten j und setze ¢; := ¢;+¢; und C(j) :=
C(Hul®).
Falls i eine Senke im aktuellen Geriist G darstellt, d.h. i besitzt keinen
Nachfolger, aber genau einen Vorgénger j:

10 Eine Senke ¢ mit maximalem p; besitzt nach Lemma 2.24 immer genau einen
Vorgénger.
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Falls ¢; > 0: Setze zp, := 1 fiir alle h € C(4).

Andernfalls verschmelze Knoten ¢ mit Knoten j und setze ¢; := ¢; +

¢i und C(j) == C(j) U C().

Mit Hilfe von Algorithmus 2.25 bestimmen wir zum einen eine binére steilste
Anstiegsrichtung 2z € {0,1}"*2 und zum anderen Teilgeriiste mit der Kno-
tenmenge C(j), j € V, die gemeinsam verschoben werden konnen. Hierbei
ist zu beachten, dass die Verzoégerung jedes einzelnen Teilgeriistes (d.h. die
Verzogerung jedes Vorgangs dieses Teilgeriistes um denselben Betrag) eine
Verschiebung in eine bindre Richtung darstellt und somit fiir sich eine Ver-
besserung des Zielfunktionswertes bewirkt.

Nachdem eine steilste Anstiegsrichtung z € {0,1}"*2? ermittelt wurde,
miissen wir eine Schrittweite A berechnen, die angibt, wie weit wir uns in Rich-
tung z bewegen. Da die Zielfunktion (NPV') bindrmonoton und die bestimm-
te steilste Anstiegsrichtung z € {0,1}"%2 ist, konnen wir die Schrittweite so
grof wie moglich wihlen, ohne dass eine der Nebenbedingungen S; — S; > d;5,
(i,7) € E, verletzt wird. Der DurchstofSpunkt S’ = S 4+ Az liegt also im-
mer auf dem Rand des zeitzuldssigen Bereichs (vgl. Abb. 2.29). Die optimale
Schrittweite A ergibt sich dabei gemif3

ML, (85 - i ) =

mit f(S + Az) = maxyer.,{f(S + A2) | § + Az € Sr}. Im Allgemeinen stellt
der Durchsto8punkt S’ = S + Az keinen Extremalpunkt des zeitzuldssigen
Bereichs St dar (vgl. Abb. 2.29).

Sa

S =S+ Xz

} f f f f > S1
S 1 2 3 4 5
Abb. 2.29. Vorgehensweise des Anstiegsverfahrens

Verzogern wir alle Vorgédnge ¢ € V mit z; = 1 um A dann wird i.d.R.
zunéchst eine Zeitbeziehung S; — S; > d;; mit z; = 1 und z; = 0 bindend,
d.h. eines der verzogerten Teilgeriiste ,,dockt“ an das Teilgeriist der stehen-
gebliebenen Vorgénge j mit z; = 0 an. Weiteres Verzogern der verbleibenden
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Teilgeriiste bewirkt, aufgrund der bindrmonotonen Eigenschaft der Zielfunk-
tion (NPV) und da die steilste Anstiegsrichtung z binér ist, eine weitere
Erhéhung des Kapitalwertes. Deshalb fiihren wir ausgehend von Schedule S’
zur Beschleunigung des Verfahrens einen so genannten Eckenanstieg durch.
Dabei wird nacheinander fiir alle Teilgeriiste eine bindende Zeitbeziehung ein-
gefiigt. Auf diese Weise erhalten wir ein neues Geriist und somit eine neue Ecke
des zeitzulédssigen Bereichs (vgl. Abb. 2.30).

Sa

3T ST =S+ Az 4+ N
z

} } } f f > S1
S 1 2 3 4 5
Abb. 2.30. Eckenanstieg

Zur Bestimmung der maximalen Schrittweite in den einzelnen Schrit-
ten des Eckenanstiegs gehen wir wie folgt vor. Seien G das zu Schedule S
gehorende Geriist und V* die Menge aller Knoten, die verzogert werden, d.h.
Ve :={ieV |z =1} Fiiralle i € V' \ V* initialisieren wir S¥ := S,. Wir
entfernen zunichst alle Pfeile (i,j) € Eg mit ¢ ¢ C(j) und j & C(i) aus G,
d.h. wir entfernen die Pfeile aus GG, an denen die zu verschiebenden Teilgeriiste
»abgerissen“ werden. Danach bestimmen wir eine Schrittweite A geméf (2.8)
und den zugehorigen Pfeil (h, ) mit A = S; — S, — dp;. Fiir das entsprechende
Teilgeriist bzw. die Knotenmenge C(j), die den Knoten h enthilt, erhthen
wir die Startzeitpunkte um A Zeiteinheiten, d.h. wir setzen S¥ := S; + \. Da-
nach werden die Knoten des Teilgeriistes C(j) aus der Menge V* eliminiert
und der Pfeil (h,l) dem Geriist G hinzugefiigt. Diese Schritte werden solange
wiederholt, bis die Menge V* leer ist. Algorithmus 2.26 fasst die einzelnen
Schritte zur Durchfithrung eines Eckenanstiegs zusammen.

Algorithmus 2.26 (Eckenanstieg).

Setze Vo :={i eV | z; = 1}.

Fiir alle i € V' \ V*®: Setze SF := 9;.

Fiir alle (i,j) € Eg mit j ¢ C(i) und i ¢ C(j) : Setze Eg := Eg \ {{(i,7)}.
Solange V* # ().
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Ermittle (h,1) € Emith € V¥ undl € V\V? sodass A := SE— S~y =

min min_ (SF —S; — d;;).
i€Viz;=1 jeV:iz;=0

Ermittle die Knotenmenge C(j) mit h € C(j).
Fiir alle i € C(5): Setze SF := S; + A und z; := 0.
Ve =Vs\ C(y).
Eg:= EgU{(h,])}.

Riickgabe S¥.

In Algorithmus 2.26 werden die Teilgeriiste einzeln nacheinander verscho-
ben, indem die jeweiligen Startzeitpunkte erhoht werden. Formal ergibt sich
die zweite Anstiegsrichtig 2’ aus der ersten Anstiegsrichtig z durch Nullsetzen
der Komponenten aus der Menge C(j). Die zweite Schrittweite A’ > A umfasst
die Schrittweite von S nach S’ sowie von S” nach S” (vgl. Abb. 2.30).

Das Verfahren des steilsten Anstiegs zur Losung von Kapitalwertmaxi-
mierungsproblemen unter Zeitrestriktionen ist zusammenfassend in Algorith-
mus 2.27 beschrieben und wird anhand von Beispiel 2.28 veranschaulicht. Die
Zeitkomplexitdt von Algorithmus 2.25 zur Bestimmung einer steilsten An-
stiegsrichtung fiir einen Schedule S lidsst sich mit O(|V|) angeben. Fiir die
Zeitkomplexitat des Algorithmus 2.26 zur Durchfithrung eines Eckenanstiegs
ergibt sich O(|E|log|FE|). Obwohl die Anzahl an bendtigten Iterationen in
Algorithmus 2.27 i.d.R. gering ist, konnte bislang nicht gezeigt werden, dass
die Anzahl an Wiederholungen fiir beliebige Probleminstanzen polynomial be-
schréankt ist. Nichts desto trotz zeigen experimentelle Tests im Vergleich zur
Losung des auf S. 134 dargesellten LP-Ansatzes einen entscheidenden Lauf-
zeitvorteil.

Algorithmus 2.27 (Verfahren des steilsten Anstiegs).

Ermittle den Schedule der frithesten Startzeitpunkte ES und zugehoriges
Geriist G = (V, Eg) des Netzwerkes N.

Setze S := ES.
Waiederhole:
Ermittle eine steilste Anstiegsrichtung z in S mit Algorithmus 2.25.
Falls z #0 :
Bestimme eine Ecke S mit Algorithmus 2.26.
Setze S := SF.
Solange bis z = 0.
Riickgabe S

Beispiel 2.28. Wir betrachten den Projektnetzplan in Abbildung 2.31 mit
vier realen Vorgéingen und einer maximalen Projektdauer von d = 10. Zur
Maximierung des Projektkapitalwertes wenden wir Algorithmus 2.27 an, wo-
bei wir a = 0,01 wéhlen.
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Abb. 2.31. Projektnetzplan mit vier realen Vorgéngen

Wir erhalten den Vektor der frithesten Startzeitpunkte gemifi ES =
(0,1,4,8,7,9). Ein zugehoriges Geriist (Outtree) ist in Abbildung 2.32 an-
gegeben.

4 -5
Abb. 2.32. Geriist zum ES-Schedule

Zu Beginn des Verfahrens zur Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung
setzen wir z; := 0 und C(7) := {3} fiir alle i € V sowie V' := V' \ {0}. Weiter
berechnen wir fiir alle i € V die partiellen Ableitungen ¢; = —0,01-¢f"-e=0-01-%
von f nach S; im Punkt S (vgl. Tab. 2.8). Im ersten Hauptschritt entnehmen

Tabelle 2.8. Partielle Ableitungen von f nach S; im Punkt S

ieV. 0 1 2 3 1 5
b: 0 0,030 —0019 —0,037 0047 0

wir Knoten 5 mit g5 = 3 aus der Menge V'. Knoten 5 besitzt keinen Nach-
folger, aber genau einen Vorginger (Knoten 4) und stellt damit eine Senke
in dem zum ES-Schedule gehorigen Geriist dar. Da ¢5 = 0 gilt, wird Knoten
5 nicht verzogert, sondern wir verschmelzen Vorgang 5 mit Vorgang 4 und
setzen ¢y := ¢4 + @5 = 0,047 sowie C'(4) := {4,5}. Fiir die Vorgéinge 2 und
4 gilt 92 = ps4 = 2. Zuniichst wihlen wir Knoten 2 (Senke) aus V'. Da fiir
Vorgang 2 die Bedingung ¢, < 0 erfiillt ist, verschmelzen wir Knoten 2 mit
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Knoten 1. Es ergibt sich ¢ := ¢1 +¢2 = 0,011 und C(1) := {1, 2}. Als Néchs-
tes entfernen wir Vorgang 4 aus V', der ebenfalls eine Senke darstellt. Fiir
Knoten 4 gilt ¢4 > 0, d.h. die Vorgéinge C(4) = {4,5} bilden ein Teilgeriist,
das zu verzogern ist, und wir setzen z4 := z5 := 1. Fiir die Vorgénge 1 und 3
gilt 01 = o3 = 1. Vorgang 1 stellt eine Senke dar und wird aus V' eliminiert.
Wegen ¢; = 0,011 > 0 setzen wir z; := 1 und 2o := 1. Knoten 3 ist wie-
derum eine Senke und wird aus V' entfernt. Da ¢3 negativ ist, verschmelzen
wir Vorgang 3 mit Vorgang 0. Es ergibt sich ¢¢ := ¢9 + ¢3 = —0,037 und
C(0) :={0,3}. Da nun die Menge V' leer ist, terminiert der Algorithmus. Als
zuliissige steilste Anstiegsrichtung erhalten wir z = (0,1,1,0,1,1)7.

Wir fithren nun einen Eckenanstieg durch. Die Menge der Vorginge, die
verzogert werden, ist V¢ = {1,2,4,5}. Wir setzen SF := 0 und S¥ := 8.
Zuniéchst sind die Pfeile (0,1) und (3,4) aus dem Geriist G zu entfernen, da
0¢ C(1) und 1 &€ C(0) sowie 3 ¢ C(4) und 4 ¢ C(3). Dann ist Schritt-
weite A gem#f (2.8) zu bestimmen. In der ersten Iteration ergibt sich fiir
h € {1,2,4,5} und [ € {0, 3} eine Schrittweite von A := min{S¥ — S5 — d50 =
0-9+10=1,8F -85, —613 = 8—-1-4=3,8F-5,—6,3 =8-7—1 =0} = 0. Die
Vorgéinge aus C'(4) werden also um 0 Zeiteinheiten verzogert, d.h. wir setzen
SF =7, 8F .= 9 und wir fiigen den Pfeil (4,3) zu Eg hinzu. Danach setzen
wir z4 = 25 := 0 und eliminieren die Vorgénge 4 und 5 aus V?°. In der zweiten
Iteration ergibt sich mit h € {1,2} und I € {0,3,4,5} eine Schrittweite von
A= min{Sf—Sl—cﬁg =8—-1—-4= 3,S5E—SQ—525 =9—-4-2= 3} = 3. Die
Vorgiinge aus C(1) sind um 3 Zeiteinheiten zu verzogern. Wir setzen S¥¥ := 4,
SE =17, 21 = 23 := 0 und fiigen den Pfeil (2,5) zu Eg hinzu und entnehmen
die Vorginge 1 und 2 der Menge V*. Nun ist V* = () und wir haben die Ecke
SE =1(0,4,7,8,7,9) erreicht. Das zu S¥ gehorige Geriist ist in Abbildung 2.33
dargestellt.

Abb. 2.33. Geriist zu S¥ = (0,4,7,8,7,9)

In der zweiten Iteration wird in analoger Weise fiir S := S¥ fortgefahren.
Zunichst setzen wir z; := 0 sowie C(¢) := {i} fiir alle i € V und bestimmen
die partiellen Ableitungen von f nach S; im Punkt S (vgl. Tab. 2.9).

Die einzelnen Schritte zur Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung
sind in Tabelle 2.10 zusammengefasst.
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Tabelle 2.9. Partielle Ableitungen von f nach S; im Punkt S

ieV. 0 1 2 3 1 5
b: 0 0029 —0019 —0,037 0047 0

Tabelle 2.10. Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung

1€V 0; Quelle/Senke 1oy Aktion

1 5 Quelle ¢1 = 0,029 Verschmelzung mit Knoten 2,
¢2 := 0,010, C(2) := {1, 2}

2 4 Quelle ¢2 = 0,010 Verschmelzung mit Knoten 5,
¢s := 0,010, C(5) := {1,2,5}

5 3 Senke o5 =0,010 z1:=1,20:=1, 25 :=1

4 2 Quelle ¢4 = 0,047 Verschmelzung mit Knoten 3,
¢3 := 0,010, C(3) := {3,4}

3 1 Senke ¢3=0,010 z3:=1,24:=1

Danach fithren wir einen Eckenanstieg durch (vgl. Tab. 2.11). Es ergibt
sich die Anstiegsrichtung z = (0,1,1,1,1,1)” und wir erreichen die Ecke S =
(0,5,8,9,8,10). Das zu SE gehorige Geriist ist in Abbildung 2.34 angegeben.

Tabelle 2.11. Bestimmung der maximalen Schrittweite

\% A Aktion

{1,2,3,4,5} 1 Teilgeriist {1,2,5} € C(5) um 1 Zeiteinheit verzogern
{3,4} 1 Teilgeriist {3,4} € C(3) um 1 Zeiteinheit verzégern

—-10

0
Legende:
0 Dbi pj

4 R F cF

Abb. 2.34. Geriist zu S = (0,5,8,9,8,10)

In der dritten Iteration terminiert das Verfahren, da wir als steilste An-
stiegsrichtung z = 0 erhalten. Die einzelnen Schritte zur Bestimmung von z
sind in Tabelle 2.12 angegeben. Die optimale Losung fiir das Kapitalwertma-
ximierungsproblem lautet S = (0, 5,8,9,8,10).
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Tabelle 2.12. Bestimmung einer steilsten Anstiegsrichtung

1 €V i Quelle/Senke 1oy Aktion

1 3 Quelle ¢1 = 0,029  Verschmelzung mit Knoten 2,
@2 := 0,011, C(2) := {1, 2}
3 3 Senke ¢3 = —0,037 Verschmelzung mit Knoten 4,
¢4 := 0,009, C'(4) := {3,4}
2 2 Quelle ¢2 = 0,011  Verschmelzung mit Knoten 5,
¢s := 0,011, C'(5) :={1,2,5}
4 2 Quelle ¢4 = 0,009  Verschmelzung mit Knoten 5,
¢s := 0,020, C'(5) :={1,2,3,4,5}
5 1 Quelle ¢5 = 0,020  Verschmelzung mit Knoten 0,
¢o := 0,020, C'(0) :={0,1,2,3,4,5}

Das in diesem Abschnitt vorgestellte steilste Anstiegsverfahren kann eben-
falls zur Losung von Earliness-Tardiness-Problemen angewendet werden. Im
Gegensatz zu einem Problem der Kapitalwertmaximierung wird bei einem
Earliness-Tardiness-Problem ein Schedule i.d.R. nicht durch ein Geriist, son-
dern durch einen Wald (Menge von Teilgeriisten) bindender Zeitbeziehungen
reprasentiert. Dies resultiert daraus, dass fiir Earliness-Tardiness-Probleme
bei der Terminierung eines Vorgangs i nicht nur der planungsabhingige ES;
bzw. LS; in Frage kommt, sondern zusétzlich Zeitpunkte d; — p;, da die par-
tielle Ableitung ¢; in diesem Punkt das Vorzeichen wechselt. Vorgéinge i € V,
die zu d; — p; eingeplant werden, oder Teilgeriiste, die einen solchen Vorgang
enthalten, konnen ,,im Raum stehen“, d.h. fiir diese Vorgénge bzw. Teilgeriiste
miissen keine Zeitbeziehungen zu Knoten auflerhalb des Teilgeriistes bindend
sein (vgl. Abschnitt 2.1.5).

2.2.4 Ressourceninvestment-, Ressourcenabweichungs- und
Ressourcennivellierungsprobleme

Bei der Zielfunktion des Ressourceninvestmentproblems (R7) handelt es sich
um eine lokal reguliire Funktion. Fiir ein Projektplanungsproblem (2.1) mit
lokal regulérer Zielfunktion kommen, wie in Abschnitt 2.1.5 erldutert, die
Minimalpunkte aller Schedulepolytope Sp(O(S)), S € Sr, als Losungskan-
didaten in Frage. Die Zielfunktionen des Ressourcenabweichungsproblems
(RD) und des Ressourcennivellierungsproblems (RL) sind lokal konkav (vgl.
Abschnitt 2.1.5). Daher stellen die Extremalpunkte aller Schedulepolytope
St(0(S)) Kandidaten fiir eine optimale Lésung des entsprechenden Optimie-
rungsproblems dar.

Um ein Ressourceninvestment-, Ressourcenabweichungs- bzw. Ressourcen-
nivellierungsproblem zu 16sen, machen wir uns das folgende Lemma zu Nutze,
das sich unmittelbar aus Satz 2.11 ergibt.

Lemma 2.29. Jeder Minimalpunkt eines Schedulepolytops Sp(O(S)) kann
durch mindestens einen Outtree des Netzplans N(O(S)) représentiert wer-
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den. Analog dazu kann jede Ecke eines Schedulepolytops S (O(S)) durch
mindestens ein Geriist des Netzplans N(O(S)) reprisentiert werden. Jeder
Pfeil des entsprechenden Outtrees bzw. Geriistes stellt dabei eine bindende
Zeitbeziehung S; — S; = d;; mit (,j) € E oder eine bindende Vorrangbezie-
hung S; — S; = p; mit (4, 5) € O(S) dar.

Die Extremalpunkte (und damit auch die Minimalpunkte) aller Schedule-
polytope S7(O(S)), S € Sr, konnen mit Hilfe eines so genannten geristba-
sierten Enumerationsschemas bestimmt werden. Im Verlauf dieses Verfahrens
werden die Geriiste der Ordnungsnetzpline N(O(S)) schrittweise aufgebaut.
Da Vorgang 0 aufgrund der Nebenbedingung Sy = 0 zeitlich fixiert ist, be-
ginnen wir das geriistbasierte Enumerationsschema mit dem Teilgeriist, das
nur aus dem Knoten i = 0 besteht. Anschlieend wird in jedem Schritt ein
weiterer Knoten j iiber einen Pfeil (¢, j) oder (j,i) an das aktuelle Teilgeriist
angefiigt. Dazu priifen wir fiir jeden Knoten ¢ des aktuellen Teilgeriistes, ob
eine der folgenden Beziehungen

(i) S+ 5” =ES;
(i) S;—0j; = LS
(i) ES; < S;+pi < LS;
(iv) ES <Si—p; < LS

zu einem Knoten j besteht, der nicht Knoten des Teilgeriistes ist. Ist Bedin-
gung (i) erfiillt, so kann eine bindende Zeitbeziehung der Form S; — S; = d;;
zu Knoten j etabliert werden und wir fiigen dem Geriist den Pfeil (4, j)
mit Bewertung ¢;; hinzu. Der Startzeitpunkt von Vorgang j ergibt sich zu
S; = ES; = S; + 0;5; vgl. Abb. 2.35 (i). Gilt Bedingung (ii), dann kann eine
bindende Zeitbeziehung der Form S; —S; = d;; zu Knoten j eingefiigt werden.
Wir erhalten den Startzeitpunkt von Vorgang j gemifl S; = LS; = S; — 6;i;
vgl. Abb. 2.35 (ii). Ist eine der Bedingungen (iii) oder (iv) erfiillt, so kann
eine Vorrangbeziehung der Form S; — S; = p; bzw. S; — S; = p; zu Kno-
ten j etabliert werden. Der Startzeitpunkt von Vorgang j ergibt sich dann zu
S; =S, +pi bzw. S; = S; — p;; vgl. Abb. 2.35 (iii) und (iv).

() (ii)
S; S5 = Si+ 64 Sj = 8i— i S

(iii) (iv)
Si Sj = Si+pi Sj = 8Si—pj Si

[i—"——{4] [ —"—{1]

Abb. 2.35. Bindende Zeit- und Vorrangbeziehungen
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Nachdem auf diese Weise ein Knoten an das aktuelle Teilgeriist angefiigt
wurde, &dndern sich i.d.R. die planungsabhéngigen frithesten und spétesten
Startzeitpunkte der noch nicht im Teilgeriist enthaltenen Knoten. Fiir die-
se Vorginge miissen wir daher zunéchst ein so genanntes FES-LS-Update
durchfiithren, d.h. wir aktualisieren fiir alle nicht im aktuellen Teilgeriist ent-
haltenen Vorgénge j die ES- und LS-Werte gemifl der Vorschriften

ESj = max{doj, m%x(SZ + dij)} bzw.
1€Va
LSj = min{—djo, mil’l (Sz - dﬂ)}
1€Va

Hierbei bezeichnet Vg C V' die Menge aller im aktuellen Teilgertist G enthal-
tenen Knoten. Im Folgenden behandeln wir ein kleines Beispiel zum ES-LS-
Update.

Beispiel 2.30. Betrachten wir den MPM-Netzplan in Abbildung 2.36 mit
vier realen Vorgéngen. Der zugehorige Vektor der frithesten Startzeitpunkte
lautet ES = (0,0,1,0,1,5) und fiir die spétesten Startzeitpunkte gilt LS =
(0,3,4,4,5,8). Die Startzeitpunkte der Vorgénge 0, 2, 3 und 5 seien nun zu
So =0, 52 :=4, 53 :=0und S5 := 8 festgelegt. Das zugehorige Teilgeriist ist
in Abbildung 2.36 angegeben. Fiir die noch nicht im Teilgeriist enthaltenen
Knoten 1 und 4 muss nun ein ES-LS-Update durchgefiithrt werden.

0 4

Abb. 2.36. Projektnetzplan und Teilgeriist mit Knotenmenge Ve = {0,2,3,5}

Fiir Vorgang 1 éndert sich der fritheste Startzeitpunkt zu

ES| = max{d01, max(S’o + do1, S2 + dgl)}
= max{0,max(0 + 0,4 — 3)} =1,

wiahrend der spéteste Startzeitpunkt von Vorgang 1 unverdndert LS; = 3
bleibt. Fiir den Vorgang 4 dndert sich der spéteste Startzeitpunkt zu

LS4 = min{—d40, Inil’l(Sg - d437 S5 — d45)}
= min{5, min(0 + 2,8 — 3)} = 2.

und der fritheste Startzeitpunkt von Vorgang 4 ist unveréndert ES, = 1.



172 2 Projektplanung unter Zeitrestriktionen

Bevor wir den Algorithmus zur Bestimmung aller Extremalpunkte der
Schedulepolytope S7(O(S)), S € Sr vorstellen, gehen wir auf Moglichkei-
ten ein, die Bildung redundanter Geriiste im Algorithmus zu reduzieren. Eine
Moglichkeit ist, die Wahl des néchsten an das aktuelle Teilgeriist anzubinden-
den Knotens zu beschrinken. Sind beispielsweise zwei Teilgeriiste mit Pfeil-
mengen {(0,2)} und {(0, 1)} vorhanden, so darf die erste Pfeilmenge nur dann
um den Pfeil (0, 1) erweitert werden, wenn die zweite Pfeilmenge nicht um den
Pfeil (0, 2) erweitert wird. Wir vereinbaren daher, dass an einen Knoten i, an
den bereits Knoten angebunden wurden, nur solche Knoten neu angebunden
werden diirfen, deren Vorgangsnummer grofer ist als die Vorgangsnummern
aller bislang an ¢ angebundenen Knoten. Dabei ist zu beachten, dass der Kno-
ten, an den ¢ angebunden wurde und der deshalb auf dem eindeutigen Se-
miweg von 0 nach ¢ liegt, nicht beriicksichtigt wird. Dies gewé&hrleistet, dass
wir trotz beliebiger Nummerierung der Knoten ein vollstéindiges Geriist gene-
rieren konnen. Betrachten wir dazu das Geriist in Abbildung 2.37. Knoten 5
besitzt zwar eine gréflere Vorgangsnummer als die Knoten 2 und 3, da 5 aber
auf einem Semiweg von Knoten 0 zu Knoten 1 liegt, muss er beim Anbinden
der Knoten 2 und 3 an 1 vernachléssigt werden.

Abb. 2.37. Teilgeriist

Im Einzelnen ldsst sich das geristbasierte Enumerationsschema wie folgt
beschreiben. Seien I' die Menge bereits generierter Geriiste und {2 die Men-
ge generierter und noch zu erweiternder Teilgeriiste (V, Eg), wobei Vi die
Knotenmenge und Fg die Pfeilmenge eines Teilgeriistes darstellt. Im Initiali-
sierungsschritt setzen wir Vi := {0}, Eg := 0 sowie 2 := {(Vg, Eg)}, [':=10
und bestimmen die Léngen langster Wege d;;. In jeder Iteration wéhlen wir
dann ein Teilgeriist (Vo, Eg) € {2 und priifen, ob bereits ein vollstindiges
Gertist bestimmt wurde, d.h. ob V¢ alle Knoten des zugrunde liegenden Pro-
jektnetzplans beinhaltet. Ist dies nicht der Fall, wird versucht, das Teilgeriist
zu erweitern. Dazu bestimmen wir zunéchst, wie in Abschnitt 2.1.4 beschrie-
ben, die Startzeitpunkte aller Vorgéinge in Vi sowie die ES- und LS-Werte
aller Vorgéinge aus V'\ Vi. Fiir jeden Knoten i € V; ermitteln wir alle Knoten
j € V\ Vg, die an das aktuelle Teilgeriist Vi angebunden werden kénnen.
Um, wie oben beschrieben, die Bildung redundanter Geriiste zu vermeiden,
vereinbaren wir, dass nur solche Knoten j an einen im Teilgeriist enthaltenen
Knoten i angebunden werden, die grofler sind als der grofite iiber einen Pfeil
(h,i) € Eg bzw. (i,h) € Eg an i bereits angebundene Knoten h, wobei (h, )
bzw. (i, h) nicht auf einem Semiweg von 0 nach 4 liegt. Danach priifen wir fiir
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alle diese j mit Hilfe der Bedingungen (i)—(iv), ob eine bindende Zeit- bzw.
Vorrangbeziehung zwischen Knoten ¢ € Vi und Knoten j € V '\ Vi eingefiihrt
werden kann. Ist eine der Bedingungen (i)—(iv) erfiillt, dann wird das aktu-
elle Teilgeriist (Vi, E¢) um den Knoten j erweitert und das so entstandene
Teilgeriist (Vir, Eqr) in die Menge (2 aufgenommen. Die Knotenmenge Vi
ergibt sich dabei aus Vi U {j} und die Pfeilmenge E¢ aus E¢ vereinigt mit
dem zur jeweiligen bindenden Zeit- bzw. Vorrangbeziehung gehorigen Pfeil.
Das Verfahren terminiert, wenn die Menge 2 leer ist.

Algorithmus 2.31 (Geriistbasiertes Enumerationsschema fiir Prob-
lem (2.1) mit Zielfunktion (RD) bzw. (RL)).

Initialisierung:
Setze Vg := {0}, Eg :=0, 2 :={(Vg,Eq)}, I' :=0.
Bestimme die Langen lingster Wege d;; fiir alle ¢,5 € V.
Hauptschritt:
Solange (2 # (:
Entferne ein Paar (V, Eg) aus 2.
Falls Vo = V: Setze I := I'U{(V, Eg)}.
Andernfalls :
Bestimme die Startzeitpunkte .S; fiir alle 7 € V.
Bestimme ES; := max{dy;, max;cv, (S; + di;)} und LS; := min{—d;o,
minieVG (Sz — dji)} fiir allej eV \ Va.
Fiir alle i € Vg:
Fiir alle j € V \ Vg fiir die gilt: es existiert kein Vorgang h mit
(i,h) € Eg oder (h,i) € Eg mit h > j, der nicht auf einem Semiweg
von 0 nach ¢ liegt:
(i) Falls (i,j) € E und S; + d;; = ES;:
Fige (i,j) mit der Bewertung J;; dem Geriist hinzu, d.h.
Vo = VgLJ{j}, FEqr = EGU{<i,j>}, .= QU{<VG/,EG/>}.
(ii) Falls (j,7) € E und S, — 6;; = LS;:
Fige (j,i) mit der Bewertung J;; dem Geriist hinzu, d.h.
Vo :=VaU{j}, Eqr := EcU{{j,i)}, 2 := QU{{(Va, Eg)}.
(iii) Falls ES; < S; +p; < LS;:
Fiige (i,7) mit der Bewertung p; dem Geriist hinzu, d.h.
Vo = VgLJ{j}, FEqr = EGU{<i,j>}, 2= QU{<VG/,EG/>}.
(iv)Falls ES; < S; —p; < LS;:
Fiige (j,7) mit der Bewertung p; dem Geriist hinzu, d.h.
Vo :=VaU{j}, Eqr := EcU{{j,i)}, 2 := QU{{(Va, Eg)}.
Riickgabe I'.
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Algorithmus 2.31 generiert alle Geriiste der Netzpline N(O(S)), S € Sr,
und somit mindestens ein Geriist fiir jeden Extremalpunkt eines Schedulepo-
lytops St (O(S)). Fiir ein Projektplanungsproblem (2.1) mit Zielfunktion (RI)
ist aber nur die Bestimmung von Outtrees der Ordnungsnetzpline N(O(S))
erforderlich, d.h. von Minimalpunkten der Schedulepolytope St(O(S)). Um
dies zu erreichen, sind die Bedingungen (ii) und (iv) in Algorithmus 2.31 zu
streichen.

Im Folgenden demonstrieren wir anhand eines Beispiels die Generierung
aller Geriiste fiir Problem (2.1) mit Zielfunktion (RD) bzw. (RL) mittels des
geriistbasierten Enumerationsschemas.

Beispiel 2.32. Wir betrachten den Projektnetzplan in Abbildung 2.38 mit
zwei realen Vorgéngen. Der zugehorige S7-S2-Schnitt des zeitzulidssigen Be-
reichs St ist ebenfalls in Abbildung 2.38 angegeben.

Sa
1
0
S5 S0
18 S| 3L g8 —
1 2
-2
1 1 2+ g2 Iz
0 0
4
0 3 1+
o] _4 3]
f } S1
St 2

Abb. 2.38. Projektnetzplan und S1-S2-Schnitt des zeitzulissigen Bereichs Sr

Im Initialisierungsschritt des geriistbasierten Enumerationsschemas setzen
wir Vi := {0}, Eg := 0, £2:= {({0},0)} und I" := (. Danach bestimmen wir
die Langen ldngster Wege d;; fiir alle 4, j € V' (vgl. Tab. 2.13).

Tabelle 2.13. Langen langster Wege d;; fiir alle 4,5 € V

d;] 0 1 2 3

0 0o 1 0 4
11-3 0 -1 1
21-3 -2 0 1
3|-4 -3 -4 0

Im ersten Hauptschritt entnehmen wir {2 das Teilgeriist ({0}, 0). Fiir den
Startzeitpunkt von Vorgang 0 gilt Sy := 0 und die friithesten und spiitesten
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Startzeitpunkte der Vorginge j € V' \ Vi ergeben sich zu ES; := 1, LSy := 3,
ES5 :=0, LSy :=3, ES3 :=4und LS3 := 4. Nun ist anhand der Bedingungen
(i)-(iv) zu priifen, welche bindenden Zeit- bzw. Vorrangbeziehungen zwischen
dem Knoten 0 und einem Knoten j € {1,2,3} etabliert werden kénnen. Da
fiir den Pfeil (0,1) € E die Bedingung Sp + 1 = 1 = ES; erfiillt ist (Be-
dingung (i)), kann Knoten 1 durch eine bindende Zeitbeziehung der Form
S1 — So = do1 an das Teilgeriist ({0}, () angehéingt werden. Es ergibt sich das
Teilgeriist ({0,1},{(0,1)}), das {2 hinzugefiigt wird. Fiir die Knoten 0 und
2 sind die Bedingungen (i) und (iii) erfiillt, d.h. das Teilgeriist ({0}, 0) kann
zum einen durch eine bindende Zeitbeziehung und zum anderen durch eine
bindende Vorrangbeziehung zu Knoten 2 erweitert werden. Da aber py = dg2
gilt, sind die beiden resultierenden Teilgeriiste gleich, und wir nehmen das
Teilgeriist ({0,2},{(0,2)}) in die Menge 2 auf. Fiir die Knoten 0 und 3 ist
die Bedingung (i) und die Bedingung (ii) erfiillt. Somit kénnen bindende Zeit-
beziehungen der Form S3 — Sy = dp3 und Sy — S3 = d3¢ etabliert werden. Die
Menge 2 ist um die beiden Teilgeriiste ({0,3},{(0,3)}) und ({0,3},{(3,0)})
zu erweitern. Am Ende des ersten Hauptschrittes ergibt sich die Menge {2 zu
2 ={{0,1},{(0, 1) }), {0, 2}, {(0,2)}), ({0, 3}, {(0,3)}), {{0,3},{(3, 0) }) }.

Im zweiten Hauptschritt entnehmen wir 2 das Teilgeriist ({0,1}, {(0,1)}).
Die Startzeitpunkte der Vorgénge 0 und 1 ergeben sich zu Sy := 0, S; := 1.
Wir bestimmen ESs := 0,LSy := 3, ES3 := 4 und LS5 := 4. Ausgehend
von Knoten 0 sind wie im ersten Hauptschritt fiir Knoten 2 die Bedingungen
(i) und (iii) erfiillt. Des Weiteren gelten fiir die Knoten 0 und 3 die Bedin-
gungen (i) und (ii). Somit fiigen wir die Teilgeriiste ({0, 1,2}, {(0,1),(0,2)}),
({0,1,3},{(0,1),(0,3)}) und ({0,1,3},{(0,1),(3,0)}) der Menge {2 hinzu.
Weiterhin sind fiir die Knoten 1 und 2 alle Bedingungen (i)—(iv) erfiillt.
Da p; # 612 und py # 621 gilt, werden alle vier bindenden Zeit- und
Vorrangbeziehungen zu Knoten 2 eingefiigt. Es resultieren die Teilgeriiste
(0,12, 140, 1), (1,201, ({0, 1,2}, {(0, 1), {1,2)}), ({0,1,2}, {(0, 1), (2. 1)}),
({0,1,2},{(0,1),(2,1)}), die in der Menge {2 gespeichert werden.

Im dritten Hauptschritt entnehmen wir das Teilgeriist ({0, 1,2}, {(0,1),
(0,2)}) aus der Menge {2 und bestimmen die Startzeitpunkte der Vorgéinge
0, 1 und 2. Es ergeben sich Sy := 0, S; := 1 sowie Sy := 0. Dann ak-
tualisieren wir ES3 := 4 und LS3 := 4. Fiir die Knoten 0 und 3 sind die
Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Daher fiigen wir die vollsténdigen Geriiste
({0,1,2,3},{(0,1),(0,2),(0,3)}) und ({0,1,2,3},{(0,1),(0,2), (3,0)}) zuerst
der Menge (2 und dann der Menge I hinzu.

In den n#chsten Schritten wird auf gleiche Art und Weise fortgefahren, bis
2 = () gilt. Insgesamt werden 20 unterschiedliche Geriiste generiert. Die 10
Geriiste, die den Pfeil (0, 3) enthalten, sind in Abbildung 2.39 veranschaulicht,
sie entsprechen jeweils einem Extremalpunkt S',...,S% eines Schedulepoly-
tops Sp(0O(S)). Die anderen 10 Geriiste unterscheiden sich von denen in Ab-
bildung 2.39 lediglich darin, dass sie anstelle des Pfeils (0, 3) den Pfeil (3,0)
besitzen.
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zu St

0

[0]

3]

Abb. 2.39. Gertste fiir den Projektnetzplan aus Abbildung 2.38

Im Prinzip kénnen wir mit Algorithmus 2.31 eine optimale Losung fiir
ein Ressourceninvestment-, Ressourcenabweichungs- oder Ressourcennivellie-
rungsproblem bestimmen, indem wir fiir jedes generierte Geriist den Ziel-
funktionswert berechnen und dann das geméifl der Zielfunktion beste Geriist
auswéhlen. Da die Anzahl moglicher Gertiste aber schon fiir kleine Problem-
instanzen sehr grof} sein kann, ist dies i.d.R. nicht sinnvoll.

Normalerweise existieren fiir einen Extremalpunkt eines Ordnungspoly-
tops mehrere zugehorige Geriiste (vgl. z.B. die vier zu S* gehorenden Geriiste
in Abb. 2.39). Daher lésst sich eine deutliche Beschleunigung von Algorith-
mus 2.31 erzielen, wenn wir anstelle der Teilgeriiste die entsprechenden Teil-
schedules betrachten. Diese ergeben sich aus den Startzeitpunkten der im
jeweiligen Teilgeriist enthaltenen Vorgénge. Im Folgenden bezeichnen wir mit
C := Vg die Menge der bereits an ein Teilgeriist angegebundenen Knoten,
d.h. die Menge der bereits eingeplanten Knoten. Einen Vektor von Startzeit-
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punkten S¢ mit S¢ € Rsq fiir Vorginge i € C C V und S§ = 0 nennen
wir Teilschedule. Die Spezifikation eines Teilschedules erfolgt immer durch
Angabe der Menge C und der zugehérigen Startzeitpunkte (S€);ec.

Um zu gewéhrleisten, dass wir nicht alle, sondern nur ,erfolgversprechen-
de* Teilschedules zu vollstéindigen Schedules ergéinzen, indem wir die Start-
zeitpunkte von Vorgéngen i € V' \ C festsetzen, betten wir das geriistbasierte
Enumerationsschema in ein Branch-and-Bound- Verfahren (im Folgenden auch
als geriistbasierter Enumerationsansatz bezeichnet) ein.

Branch-and-Bound-Verfahren gehoren zu den Enumerationsbaum-Verfah-
ren und besitzen als Hauptkomponenten eine Branching-Strategie, um den
Losungsbereich in immer kleinere Teilbereiche aufzuspalten, und eine Schran-
kenfunktion, die es erlaubt, verschiedene Teilbereiche von der weiteren Suche
auszuschlieffen. Die Branching-Strategie unseres Branch-and-Bound-Verfah-
rens beruht auf dem geriistbasierten Enumerationsschema, wobei wir, wie
bereits gesagt, anstelle von Teilgeriisten Teilschedules betrachten, die suk-
zessive zu Schedules ergédnzt werden. Wir legen ausgehend von der Wurzel des
Enumerationsbaums, bei der Vorgang 0 zu Sy := 0 eingeplant ist, bzw. dem
Teilschedule (C,S¢) = ({0}, (0)) schrittweise Startzeitpunkte von Vorgéingen
fest, indem wir auf jeder Ebene des Enumerationsbaumes mit Hilfe der Be-
dingungen (i)—(iv) priifen, ob eine bindende Zeit- oder Vorrangbeziehung zu
einem Vorgang j etabliert werden kann, der noch nicht eingeplant wurde.
Ist eine der Bedingungen (i)—(iv) erfiillt, dann wird der aktuelle Teilschedule
durch den Startzeitpunkt S; von Vorgang j erweitert. Durch das Festlegen
von Startzeitpunkten fiir die einzelnen Vorgédnge wird der zeitzuléissige Be-
reich des zugrunde liegenden Projektplanungsproblems immer weiter einge-
schrinkt. Legen wir etwa den Startzeitpunkt von Vorgang 1 fest, so ist der
entsprechende Teilbereich, d.h. der zeitzuldssige Bereich des aktuellen Enu-
merationsknotens, durch die Menge {S’ € Sr | S§ = S1} bestimmt. Sind alle
Startzeitpunkte fixiert, so besteht der aktuelle Teilbereich nur noch aus dem
generierten Schedule selbst.

Fiir jeden Enumerationsknoten (C, S¢) berechnen wir eine untere Schranke
(lower bound) fiir den optimalen Zielfunktionswert des entsprechenden Teil-
bereichs {S" € Sy |S] = S, fiir alle i € C}. Da die Zielfunktionen (RI), (RD)
und (RL) monoton wachsend bzgl. der Ressourcenprofile sind, d.h. der Ziel-
funktionswert ist gréBer oder bleibt gleich, falls sich 74(S,t) fiir ein ¢ € [0, d]
vergroBert,'! stellt

LBO := f(5°)

die am einfachsten zu berechnende untere Schranke fiir den Teilschedule
SC dar. LBO reprisentiert den Zielfunktionswert aller bereits eingeplanten
Vorgiinge. Beispielsweise erhalten wir fiir einen Teilschedule S¢ = (0, 1) mit
C = {0,1} und den Ressourceninanspruchnahmen rg; = rg2 = 0,717 =
3,712 = 2 an den Ressourcen 1 und 2 sowie den Dauern pyg = 0,p; = 1 fiir die

11 Entsprechende Funktionen werden in der Literatur auch r-monoton genannt (vgl.
ZIMMERMANN, 2001).
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Zielfunktion eines Ressourceninvestmentproblems (RI) mit ¢f’ = ¢ = 1 die
untere Schranke LB0 =3+ 2 = 5.

Um im Enumerationsbaum moglichst schnell eine zeitzulédssige Losung
zu finden, verwenden wir als Suchstrategie eine Tiefensuche. Dazu wihlen
wir unter allen S6hnen des aktuell betrachteten Knotens im Enumerations-
baum denjenigen Knoten zur weiteren Bearbeitung aus, der die kleinste untere
Schranke LB0 aufweist. Sobald eine erste zeitzulédssige Losung S* gefunden
wurde, stellt deren Zielfunktionswert f(S*) eine obere Schranke UB (upper
bound) fiir eine optimale Losung des zugrunde liegenden Problems dar. Mit
ihrer Hilfe konnen alle Knoten zusammen mit ihren Nachfolgern ausgelotet
(d.h. von den weiteren Betrachtungen ausgeschlossen) werden, die eine untere
Schranke besitzen, welche grofler oder gleich UB ist. Jedes Mal, wenn eine
neue beste Losung gefunden wurde, wird UB entsprechend aktualisiert. Exis-
tiert unter den S6hnen eines aktuell betrachteten Knotens keine zeitzulissige
Losung oder kann dieser aufgrund seiner unteren Schranke ausgelotet wer-
den, so fithren wir einen Backtracking-Schritt aus. Das bedeutet, dass wir im
Enumerationsbaum wieder zum Vaterknoten des aktuell betrachteten Kno-
tens zuriickspringen und im Folgenden dessen noch nicht untersuchte Séhne
betrachten. Eine Tiefensuche kann implementiert werden, indem die Menge
der noch zu betrachteten Knoten als Stapel, d.h. als LIFO-Liste (last-in first-
out), verwaltet wird, und die generierten Enumerationsknoten geméifl nicht
anwachsender unterer Schrankenwerte LB0 auf den Stapel gelegt werden.

Fiir das Ausloten von Enumerationsknoten verwenden wir eine workloadba-
sierte (auf dem Arbeitseinsatz basierte) untere Schranke LBA. Diese erhalten
wir aus der unteren Schranke LB0, indem der Workload (Arbeitseinsatz) der
noch nicht eingeplanten Vorgénge in zwei Schritten zusétzlich beriicksichtigt
wird. _

Im ersten Schritt betrachten wir eine Menge C C V'\C bestehend aus einem
oder mehreren noch nicht eingeplanten Vorgéngen, deren planungsabhéngige
Zeitfenster [ES, LC| sich nicht iiberlappen.'? Da diese Vorgiinge i € C nicht
simultan in Ausfithrung sein kénnen, planen wir jeden von ihnen unabhéngig
von den anderen Vorgingen aus C bestmoglich ein. Hierbei ist zu beachten,
dass Vorgang n + 1 immer zu seinem LS eingeplant wird, weil dadurch die
zur Verfiigung stehenden Ressourcen am ldngsten genutzt werden konnen.
Der Zielfunktionswert des entstandenen Teilschedules SCYC stellt wieder eine
untere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert dar.

Sei im zweiten Schritt ¢ = V'\ {C UC} die Menge der noch nicht betrach-
teten Vorgénge. Dann entspricht

wi(C) =Y pirin
i

2 Planungsabhingig bedeutet, wie bereits in Abschnitt 1.4.5 erldutert, dass wir die
ES- und LC-Werte unter Beriicksichtigung der bereits eingeplanten Vorgénge
bestimmen.
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dem Workload der noch nicht betrachteten Vorgédnge an Ressource k € R.
Den Workload wy,(€) beriicksichtigen wir, indem wir die Vorgéinge j € € in un-
terbrechbare Teilvorgénge mit einer Dauer und einer Ressourceninanspruch-
nahme von 1 zerlegen. Diese Teilvorgiinge werden dann fiir jede Ressource
k € R zu Zeitpunkten eingeplant, an denen die Ressourceninanspruchnahme
der bereits eingeplanten Vorgénge minimal ist. Wir vernachléssigen also die
Zeitbeziehungen, nehmen an, die Vorgénge wiren unterbrechbar und planen
die unterbrechbaren Vorginge so gut wie moglich im Planungszeitraum [0, d]
zu Zeitpunkten {0, ... d— 1} ein. Das beschriebene Vorgehen setzt voraus,
dass die Pfeilbewertungen des Netzplans, die Vorgangsdauern und die Res-
sourceninanspruchnahmen der Vorginge ganzzahlig sind.

Betrachten wir beispielsweise das Ressourcenprofil r4(S€UC,¢) in Abbil-
dung 2.40 mit d = 14. Der Workload der Vorginge aus der Menge C sei
Wi (C) = 12. Dann ergibt sich die durch die gepunkteten Quadrate angedeu-
tete ,, Auffiillung“ des Ressourcenprofils.

(S, ¢)
Legende:

51 — — (5, 1)
4T wi(C)
3 o
2 4:
1L

f f F—e—H t

2 4 6 8 10 12 14

Abb. 2.40. Ressourcenprofil rx (SCUCN,t)

Sei r (SCUC ),k € R das Ressourcenprofil, das aus dem Ressourcenprofil

Tk(SCUC, -) durch Hinzufiigen des Workloads (Arbeitseinsatzes) wy(C) ent-
steht. Da, wie bereits gesagt, fiir die Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) der
Zielfunktionswert mit der Ressourceninanspruchnahme in den einzelnen Pe-
rioden wiichst, gilt r¢(SCYC, ¢) < ry(S,¢t) fiir alle S € S, k € R und t = [0, d).
Folglich stellt

LBA := Z ¢, max r (S’CUC t)
EeR t€[0,d]

eine untere Schranke fiir das Ressourceninvestmentproblem,
LBA:=) ¢ / a(SCC 1) — Vi)t dt
keER

eine untere Schranke fiir das Ressourcenabweichungsproblem und
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LBa =Y /te[o (F9)2(SCUC 1) dt

kER d]

eine untere Schranke fiir das Ressourcennivellierungsproblem dar.

Algorithmus 2.33 beschreibt das Branch-and-Bound-Verfahren zur Losung
von Ressourcenabweichungs- und Ressourcennivellierungsproblemen. Seien ¥
die Menge aller bislang generierten Teilschedules und {2 ein Stapel, der die
noch zu erweiternden Teilschedules (C, S€) enthilt. Die Menge ¥ dient dazu
bereits betrachtete oder in {2 aufgenommene Geriiste zu erkennen, so dass sie
von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen werden konnen. Im Initialisie-
rungsschritt setzen wir C := {0} und S := (0). Weiterhin werden die friihes-
ten und spétesten Startzeitpunkte bestimmt. Gilt ES; = LS; zu Beginn des
Verfahrens oder im weiteren Verfahrensverlauf fiir einen Vorgang ¢, so wird
Vorgang i zum Zeitpunkt S; := ES; eingeplant und C und S¢ werden entspre-
chend aktualisiert. Als erste ,,beste” Losung wihlen wir S* := ES und initia-
lisieren die obere Schranke UB := f(ES). Danach setzen wir 2 := {(C,S¢)}
und ¥ := {(C, S€)}. In jeder Iteration entnehmen wir den jeweils obersten Teil-
schedule (C, S¢) des Stapels £2, d.h. als Suchstrategie wird eine Tiefensuche
durchgefiihrt. Gilt fiir den aktuellen Teilschedule C = V', dann ist zu priifen,
ob die gefundene Losung S besser als die beste bisher gefundene Losung S*
ist. Ist f(S¢) < UB erfiillt, so setzen wir S* := S und verringern die obere
Schranke auf UB := f(S*). Gilt C # V, dann iiberpriifen wir, ob LBA(S°)
kleiner ist als die obere Schranke UB. In diesem Fall, erweitern wir den ak-
tuelle Teilschedule geméf der vier Fille (i)—(iv). Dabei speichern wir fiir alle
Vorgénge j € V' \ C in einer Menge 7; jeweils alle moglichen Startzeitpunk-
te, zu denen Vorgang j an das betrachtete Geriist angebunden werden kann.
Die neu entstandenen Teilschedules (C’, SC/) werden, wenn sie noch nicht in
der Menge ¥ enthalten sind und ihre untere Schranke LB0(SC) kleiner als
UB ist, den Mengen A und ¥ hinzugefiigt. Danach werden die Teilschedules
(C, S€) der Menge A entnommen und dem Stapel {2 gemiB nicht wachsender
Werte von LB0(S€) hinzugefiigt. Das oberste Element mit kleinstem Schran-
kenwert wird dann als Néachstes gewéhlt. Es werden solange Teilschedules aus
{2 entnommen, bis 2 = ) gilt.

Algorithmus 2.33 (Branch-and-Bound-Verfahren fiir Problem (2.1)
mit Zielfunktion (RD) bzw. (RL)).

Setze C := {0}, S¢ := (0).

Bestimme die Langen lingster Wege d;; fiir alle ¢,7 € V.

Setze ES; := do; und LS; := —d; fiir alle i € V'\ {0}.

Falls ES; = LS; fiir ein i € V: Setze S; := ES;, C :=C U {i}.

Setze S* := ES und UB := f(S*).

Initialisiere den Stapel 2 := {(C, S¢)} und die Menge ¥ := {(C, S¢)}.
Solange (2 # (:
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Entnimm das oberste Paar (C, S¢) vom Stapel (2.
Falls C = V:
Falls f(S€) < UB: Setze S* := S¢ und UB := f(S*).
Andernfalls :
Falls LBA(S) < UB:
Initialisiere die Menge A := ().
Fiir alle j € V' \ C:
Setze T; := 0.
Setze ES; := max{ES;, max;cc(S; + d;j)} und
LS := min{LS;, min;cc(S; — d;;)}.
Fiir alle i € C:
(i) Falls (i, j) € E und S;+0;; = ES;: Setze T; := T]
(ii) Falls (j,%) € E und S; — 0j; = LS;: Setze 7} :=
dji}
(iii) Falls ES; < S; +p; < LS;: Setze T; :=T; U{S; +p;}.
(iv) Falls ES; < S; —p; < LS;j: Setze T; :=T; U{S; — p;}.
Fiir alle t € 7;: Setze Sj :=t,C' :=CU{j}.
Fiir alle h e V' \ C"
Falls max(ES}, Sj + djn) = min(LSy, S; — dp;) :
Setze Sp, := max(ES}y, S; + d;) und C' := C" U {h}.
Falls (C',S¢") ¢ ¥ und LB0(S®') < UB:
Setze A := AU{(C’',S)} und ¥ :=w U {(C’, 5)}.
Entnimm die Teilschedules (C, S¢) aus A und fiige sie dem Stapel
2 gemiB nicht wachsender Werte von LB0(SC') hinzu.

Riickgabe S*.

{Si+di;}-
;U {S; —

Die Verwaltung der Menge ¥ aller bereits generierten Teilschedules ist
i.d.R. sehr aufwéindig. Um die Bildung von redundanten Teilschedules schon
bei der Konstruktion der Teilschedules zu verhindern, existieren verschiedene
Techniken, die z.B. in NUBEL (1999) beschrieben sind. Zur Losung von Res-
sourceninvestmentproblemen kénnen wieder die Bedingungen (ii) und (iv) in
Algorithmus 2.33 eliminiert werden.

Beispiel 2.34. Wir betrachten den Projektnetzplan in Abbildung 2.41 mit
sechs realen Vorgédngen, zwei erneuerbaren Ressourcen und einer maximalen
Projektdauer von d = 16. Im Folgenden geben wir die ersten beiden Itera-
tionen von Algorithmus 2.33 zur Losung eines Ressourceninvestmentproblems
mit den Bereitstellungskosten ckP =1firk=1,2 an.

Fiir die Vorgénge i € V erhalten wir die in Tabelle 2.14 aufgefiihrten frithesten
und spétesten Startzeitpunkte.
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Legende:
Pi pj

22 4 21 i T2 Ty T

Abb. 2.41. Projektnetzplan mit zwei erneuerbaren Ressourcen

Tabelle 2.14. ES; und LS, fiir alle Vorgénge i € V'

1 o 1 2 3 4 5 6 7

ES; 0 0 3 2 1 10 5 12
LS; 0 10 7 13 12 14 15 16

Wir setzen S* := (0,0,3,2,1,10,5,12). Fiir S* ergeben sich die in Ab-
bildung 2.42 dargestellten Ressourcenprofile und eine obere Schranke gemif
UB := f(5%) = > jer maX, g q et =3 +4=T.

TQ(ES,t)
T 413
g pSUTE B,
11413 2

6 8 10 12 2 éll I é I é 10 12
Abb. 2.42. Ressourcenprofile zum FES-Schedule

Weiter initialisieren wir C := {0}, S¢ := (0), den Stapel 2 := {(C, S°)}
und die Menge ¥ := {(C,S°)}. In der ersten Iteration entnehmen wir den
Teilschedule ({0}, (0)) dem Stapel {2. Dann berechnen wir die workloadba-
sierte untere Schranke LBA(SC) fiir S¢ = (0) mit C = {0}. Da sich fiir die
Vorginge 1 und 7 die planungsabhéngigen Zeitfenster [ES, LC[ nicht {iberlap-
pen, planen wir Vorgang 1 und Vorgang 7 bestmoglich ein, d.h. beispielsweise
zu S7 = 0 und S7 = 16. Die Menge der noch nicht betrachteten Vorgénge
ist nun C = {2,...,6}. Fiir den Workload der Vorgéinge aus ¢ ergibt sich

w1 (C) := 15 und wo(C) := 25. Dieser Workload wird beriicksichtigt, indem
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wir die Vorgénge j € C in unterbrechbare Teilvorginge mit einer Dauer und
einer Ressourceninanspruchnahme von 1 zerlegen und diese zu Zeitpunkten
einplanen, an denen die Ressourceninanspruchnahme der bereits eingeplan-
ten Vorgénge minimal ist. Somit ergibt sich fiir die workloadbasierte untere
Schranke
LBA(S®) := Z max 7 (SCUC t)y=2+2=4.
keR t€[0,d]

Da LBA(SC) < UB ist, fahren wir fort und initialisieren die Menge A := 0.
Die Aktualisierung der ES- und LS-Werte fiihrt zu keinen Verdnderungen.
Anhand der Bedingungen (i) und (iii) ist nun zu priifen (Zielfunktion (RI)),
ob zwischen einem Knoten j € {1,...,7} und Knoten 0 eine bindende Zeit-
bzw. Vorrangbeziehung etabliert werden kann. Fiir die Knoten 0 und 1 gelten
die Bedingungen (0,1) € E und Sp+0 = 0 = ES; sowie ES1 < So+po < LSq;
Bedingungen (i) und (iii). Daher ergibt sich die Menge aller moglichen Einpla-
nungszeitpunkte von 1 zu 7; := {0}. Wir erweitern den aktuellen Teilschedule
um den Knoten 1 und erhalten S¢ = (0,0) mit C = {0, 1}. Fiir den Teilsched-
ule S¢ = (0,0) ergibt sich die untere Schranke

LBO(S®) := f(S°) =2+4+2=4.

Da LB0(S€) < UB erfiillt ist und wir Teilschedule S nicht bereits schon
einmal generiert haben, fiigen wir den Teilschedule ({0, 1}, (0,0)) den Mengen
A und ¥ hinzu.

Fiir die Knoten 0 und 2 ist die Bedingung (i) erfiillt, denn es gilt (0,2) € E
und Sy + 3 = ES5. Wir speichern den Zeitpunkt ¢ = 3 in der Menge 75 und
erweitern dann den aktuellen Teilschedule um Knoten 2. Dabei ergibt sich
S¢ = (0,3) mit C = {0,2}. Fiir Teilschedule S¢ = (0,3) erhalten wir die
untere Schranke

LBO(S®)=1+2=3.

Da LB0(S€) < UB gilt, fiigen wir Teilschedule ({0,2}, (0,3)) den Mengen A
und ¥ hinzu.

Fiir die Knoten 0 und 3 ist ebenfalls die Bedingung (i) erfiillt und wir
setzen 73 := {2}. Es ergibt sich der Teilschedule S¢ = (0,2) mit C = {0, 3}.
Wir erhalten die untere Schranke LB fiir Teilschedule S¢ = (0,2) zu

LBO(S®) =2+2=4.

Es gilt LB0(S¢) < UB und daher speichern wir Teilschedule ({0, 3}, (0,2)) in
den Mengen A und ¥. Fiir die anderen Knoten 4-7 ist weder Bedingung (i)
noch (iii) erfiillt. Nun werden alle Teilschedules aus der Menge A entfernt und
dem Stapel {2 geméafl nicht wachsender Werte von LB0 hinzugefiigt. Somit
erhalten wir £2 := {({0, 2}, (0, 3)), ({0, 1}, (0,0)), ({0, 3}, (0,2))}.

In der zweiten Iteration entnehmen wir Teilschedule ({0,2},(0,3)) dem
Stapel 2. Zuniichst ist die workloadbasierte untere Schranke LBA(S®) des
Teilschedules S¢ = (0,3) mit C = {0,2} zu berechnen. Da sich fiir die
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Vorgiinge 1 und 7 die planungsabhingigen Zeitfenster [ES, LC[ nicht iiber-
lappen, planen wir sie zu S1 = 0 und S7 = 16 ein. Somit besteht die Menge
der noch nicht betrachteten Vorgénge aus C = {3,...,6}. Fiir den Workload

dieser Vorgénge ergibt sich wq(C) := 9 und wz(C) := 13 und wir erhalten die
workloadbasierte untere Schranke

LBA(S®) := 3" max rf(S°Ct) =2 +2 = 4.
keRtE[O,d]

Da LBA(SC) < UB gilt, wird versucht, den Teilschedule ({0,2},(0,3)) zu
erweitern. Wir initialisieren die Menge A = ). Die Aktualisierung der ES-
und LS-Werte fiihrt zu den folgenden Anderungen: LS1 =6, LS3 =9 und
LS¢ = 13. Es ist nun anhand der Bedingungen (i) und (iii) zu priifen, ob
zwischen einem Knoten j € {1,3,...,7} und Knoten 0 oder 2 eine bindende
Zeit- oder Vorrangbeziehung etabliert werden kann. Fiir die Vorgénge 0 und
1 treffen die Bedingungen (i) und (iii) zu und wir setzen 77 := {0}. Die untere
Schranke fiir den entstandenen Teilschedule S¢ = (0,0,3) mit C = {0, 1,2}
ergibt sich zu
LBO(S®) =2+2=4.

Da die Bedingung LB0(SC) < UB erfiillt ist, fiigen wir den Teilschedule
({0,1,2},(0,0,3)) den Mengen A und ¥ hinzu.

Fiir die Knoten 0 und 3 ist Bedingung (i) und fiir die Knoten 2 und 3 ist
Bedingung (iii) erfiillt. Wir erhalten 73 := {2,9} und erweitern den aktuellen
Teilschedule um Knoten 3. Es ergeben sich die Teilschedules S¢ = (0, 3,2),C =
{0,2,3} und S¢ = (0,3,9),C = {0,2,3}. Die unteren Schranken berechnen
sich zu

LBO(S°) =3+4=7 (5°=(0,3,2))
LBO(S‘)=2+2=4 (5°=(0,3,9)).

Da LB0(S®) < UB nur fiir den Teilschedule ({0,2,3}),(0,3,9)) gilt, fiigen
wir nur diesen Teilschedule den Mengen A und ¥ hinzu.

Fiir die Knoten 2 und 4 sind die Bedingungen (i) und (iii) erfiillt. Damit
ergibt sich 7y := {1, 9}. Die unteren Schranken der zugehorigen Teilschedules
lassen sich wie folgt berechnen

LBO(S®)=1+2=3 (S°=(0,3,1))
LBO(S®)=1+2=3 (S°=(0,3,9)).

Da die untere Schranke beider Teilschedules kleiner als UB ist, werden beide
Teilschedules in den Mengen A und ¥ gespeichert.

Nun betrachten wir die Knoten 2 und 5, fiir die (i) zutrifft. Wir erhalten
75 := {10} und erweitern den aktuellen Teilschedule um Knoten 5. Die untere
Schranke des entsprechenden Teilschedules ergibt sich zu

LBO(S®)=1+4=5.
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Da LB0(S€) < UB gilt, fiigen wir Teilschedule ({0,2,5},(0,3,10)) den Men-
gen A und ¥ hinzu.

Fiir die Knoten 2 und 6 sind ebenfalls die Bedingungen (i) und (iii) erfiillt
und es ergibt sich die Menge 7s := {5,9}. Durch Erweiterung des aktuellen
Teilschedules erhalten wir S¢ = (0,3,5) mit C = {0,2,6} und S¢ = (0, 3,9)
mit C = {0,2,6}. Die unteren Schranken berechnen sich zu

LBO(S°)=3+3=6 (S°=(0,3,5))
LBO(S®)=2+2=4 (5°=(0,3,9)).

Da beide untere Schranken kleiner als UB sind, werden die Teilschedules den
Mengen A und ¥ hinzugefiigt. Nun werden alle generierten Teilschedules aus
der Menge A entfernt und dem Stapel 2 geméif nicht wachsender Werte von
LBO0 hinzugefiigt. Es ergibt sich 2 := {({0, 2,4}, (0,3,1)), ({0,2,4},(0,3,9)),
({07 1’ 2}7 (0’ 07 3))’ ({07 25 3}7 (07 35 9))7 ({Ov 27 6}5 (Ov 37 9))? ({07 25 5}7 (07 35 10))7
({0,2,6}, (0,3,5)), ({0,1},(0,0)), ({0,3}, (0,2))}. Der in den beiden ersten
Iterationen entstandene Enumerationsbaum ist in Abbildung 2.43 dargestellt.
In der néchsten Iteration ist mit dem Knoten 4 fortzufahren.

(0)
{0}

C
Legende: %

Abb. 2.43. Enumerationsbaum fiir das Beispiel 2.34

Anhand von Beispiel 2.34 erkennt man, dass die Anwendung des Branch-
and-Bound-Verfahrens sehr aufwéindig ist. Eine optimale Losung wird fiir Res-
sourceninvestmentprobleme mit mehr als 50 Vorgédngen und fiir Ressourcenab-
weichungs- sowie Ressourcennivellierungsprobleme mit mehr als 30 Vorgédngen
i.d.R. nicht in akzeptabler Zeit gefunden. Deshalb verwendet man zur Bestim-
mung einer akzeptablen Niherungslosung fiir Projektplanungsprobleme (2.1)
mit Zielfunktion (RI), (RD) oder (RL) zumeist eine Heuristik. Im néchs-
ten Kapitel gehen wir néher auf ein solches heuristisches Losungsverfahren



186 2 Projektplanung unter Zeitrestriktionen

fiir Ressourceninvestment-, Ressourcenabweichungs- und Ressourcennivellie-
rungsprobleme ein.

2.3 Heuristisches Lésungsverfahren

In diesem Abschnitt fithren wir ein Priorititsregelverfahren zur Bestimmung
einer Ndherungslosung fiir Projektplanungsprobleme (2.1) ein. Das Verfahren
wird bei Ressourceninvestment-, Ressourcenabweichungs- und Ressourcenni-
vellierungsproblemen angewendet, da die Ermittlung einer exakten Losung fiir
diese Probleme sehr aufwéndig ist. Eine Anwendung des Prioritétsregelverfah-
rens fiir Projektplanungsprobleme (2.1) mit den Zielfunktionen (PD), (MFT),
(WST), (E+ T) und (NPV) ist prinzipiell moglich, aber i.d.R. nicht sinn-
voll, da fiir diese Probleme leistungsfihige exakte Verfahren existieren (vgl.
Abschnitt 2.2).

Das Prioritétsregelverfahren generiert durch die sukzessive Einplanung von
Vorgéngen eine Ndaherungslosung und wird daher auch als Konstruktionsver-
fahren bezeichnet. Seien C die Menge der bereits eingeplanten Vorgénge und
S¢ der zugehorige Teilschedule. Dann lisst sich das prinzipielle Vorgehen des
Prioritatsregelverfahrens wie folgt beschreiben. Ausgehend vom Teilschedule
S¢ = (0) mit C = {0} und Sy = 0 erweitern wir den aktuellen Teilschedule in
jedem Schritt um mindestens einen Vorgang j, indem wir den Startzeitpunkt
S; festlegen. Dies wird solange wiederholt, bis allen Vorgéngen des Projektes
ein Startzeitpunkt zugewiesen wurde.

Sei C := V'\C die Menge der noch nicht eingeplanten Vorgiinge. Wie bereits
in Abschnitt 2.2.4 gesehen, #ndern sich beim Einplanen einzelner Vorgénge
i.d.R. die frithesten und spitesten Startzeitpunkte der iibrigen Vorginge j € C
geméf

ESj (Sc) = max{doj,meacx(sic + dlj)} (29)
LSJ(SC) = min{—djo,r%iél(sic - dﬂ)} (210)

Vorgang j kann somit nur innerhalb des Zeitfensters W;(S¢) = [ES;(S¢),
LS;(S¢)] eingeplant werden.

Beim Einplanen von Vorgang j wahlen wir fiir den Startzeitpunkt S
einen Zeitpunkt ¢t € W;(S¢), der beziiglich der zugrunde liegenden Ziel-
funktion am giinstigsten erscheint, d.h. bei dem sich der Zielfunktionswert
durch die Einplanung von Vorgang j zum Zeitpunkt S; := t am wenigsten
verschlechtert. Die Bewertung eines moglichen Startzeitpunktes ¢ erfolgt da-
bei aufgrund der Differenz der Zielfunktionswerte der Teilschedules SCYi7}
und S¢, was voraussetzt, dass fiir einen beliebigen Teilschedule S€ ein zu-
gehoriger Zielfunktionswert f(S¢) bestimmt werden kann. Dies ist fiir alle
(summen-)separierbaren Zielfunktionen der Form f(S5) := >, fi(S;), wie
z.B. (PD), (MFT), (WST), (E+ T) und (NPV), bzw. fiir alle ressourcenge-
brauchsabhéngigen Zielfunktionen der Form f(S) := f(rx (S, )ker), wie z.B.
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(RI), (RD)und (RL), die prinzipiell fiir jedes Ressourcenprofil bzw. jede Men-
ge von Ressourcenprofilen ausgewertet werden koénnen, der Fall. Betrachten
wir die Anderung des Zielfunktionswertes, die sich bei der Einplanung eines
einzelnen Vorgangs j ergibt.

Definition 2.35 (Erweiterungskosten). Seien S ein Teilschedule und f
eine separierbare oder eine ressourcengebrauchsabhingige Zielfunktion. Wei-
ter seien j ein noch nicht eingeplanter Vorgang, S; € W;(S€) und S€“4} ein
Teilschedule, fiir den Sicu{j} = S¢ fiir alle i € C und Sfu{j} = S; gilt. Dann
bezeichnen wir mit

FU(SC,5,8;) = F(SCUN) — f(SC)

die Frweiterungskosten (additional cost), die entstehen, wenn wir den Teil-
schedule S¢ um Vorgang j mit Startzeitpunkt S; erweitern.

Beispiel 2.36. Betrachten wir den MPM-Netzplan in Abbildung 2.44 mit
fiinf Vorgéngen und einer erneuerbaren Ressource, d.h. der Index k kann ent-
fallen. Seien C = {0, 1, 2,4} die Menge der bereits eingeplanten Vorgénge und
S¢ = (0,1,4,8) der entsprechende Teilschedule. Vorgang 3 kann innerhalb des
Zeitfensters W3(S€) = [2,7] eingeplant werden. Im Folgenden wollen wir fiir
die Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) die Erweiterungskosten bestimmen,
die sich ergeben, wenn wir Vorgang 3 zum Zeitpunkt S3 = 4 einplanen (vgl.
Abb. 2.44).

Abb. 2.44. Projektnetzplan und mogliches Ressourcenprofil

Fiir die Zielfunktion des Ressourceninvestmentproblems (RI) erhalten wir

£(S€,3,4) = ¢ max r(SCUBH 1) — ¢ max 7,(S¢,1)
t€[0,d] t€(0,d]
=2-2)cF =0,

fiir die Zielfunktion (RD) mit Y =1 erhalten wir

fa(5073,4) :CD/ 7[71k(SCU{3},t)—]_]+dt
te[0,d]
—CD/ [re(SC,t) —1]Fdt = (2 —1)c” =P

t€[0,d)
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und fiir die Ressourcennivellierungszielfunktion (RL) ergibt sich

s = [

7742(50“{3},75)—/ ra(S¢,t)=11-8=3.
te[0,d]

te[0,d]

Wie bereits erlautert, terminiert unser Konstruktionsverfahren einen Vor-
gang nach dem anderen, wobei der néichste einzuplanende Vorgang j immer
zu einem Zeitpunkt ¢ € W;(S¢) eingeplant wird, an dem die Erweiterungs-
kosten f¢(S¢,7,t) minimal sind. Da die Anzahl der Zeitpunkte ¢ € W;(S°)
i.d.R. iiberabzéhlbar ist, definieren wir fiir die verschiedenen Zielfunktionen
jeweils eine Menge von Entscheidungszeitpunkten D;(S¢), die mindestens
einen Minimalpunkt von f¢(S¢, j,-) auf W;(S¢) enthilt.

Die Zielfunktion des Ressourceninvestmentproblems (RI) gehort, wie be-
reits in Abschnitt 2.1.5 gezeigt, zu den lokal reguldren Funktionen und
ist somit auf der Isoordnungsmenge jedes zeitzulissigen Schedules regulér.
Insbesondere ist (RI) konstant auf jeder Isoordnungsmenge, was folgenden
Riickschluss zuldsst. Fiir die Zielfunktion (RI) sind die Erweiterungskosten
f2(S¢, 4, 5;) konstant auf jedem Intervall (eventuell offen oder halboffen) von
Startzeitpunkten, fiir die die entsprechenden Teilschedules S€Y{7} die gleiche
Ordnung induzieren. In Abbildung 2.45 sind die Erweiterungskosten konstant
auf den Intervallen [0,¢], ¢, [, [/, '] und J¢/,¢"[.}3

r(S%,1)
£4(8%,4,85)

:t :t/ tll/
Abb. 2.45. Ressourcenprofil des Teilschedules S¢ und Erweiterungskosten

Aus dieser Eigenschaft der Erweiterungskosten lédsst sich folgern, dass bei
der Einplanung eines Vorgangs j € C neben dem ES j(SC) noch Zeitpunkte zu
betrachten sind, an denen mindestens ein bereits eingeplanter Vorgang endet
und die Erweiterungskosten fallen kénnen (Vorrangbeziehung fillt weg). Sei

CT(SC) := {t € [0,d] | es existiert i € C: t = S 4 p;}

die Menge aller Zeitpunkte, zu denen gemifl S¢ mindestens ein Vorgang endet
(completion times). Dann erhalten wir fiir die Zielfunktion (RI) die folgende
Menge von Entscheidungszeitpunkten

D;(S°) = {ES;(S)} U (W;(S) N CT(59)).

13 In den Abbildungen 2.45 und 2.47 gehen wir davon aus, dass Vorgang j zu jedem
Zeitpunkt im Planungszeitraum starten kann.
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Beispiel 2.37. Wir betrachten die in Abbildung 2.46 dargestellten Ressour-
cenprofile. Die Menge der bereits eingeplanten Vorginge sei C = {0,1,2,3}
mit S¢ = (0,0, 3,3). Der als Niichstes zu betrachtende Vorgang 4 mit py = 3
kann innerhalb des Zeitfensters W, (S¢) = [1, 4] eingeplant werden. Die Erwei-
terungskosten der Funktion (RI) sind auf dem Intervall [1, 2] konstant, es gilt
f(S€,4,t) = 1fiir t € [1,2[. Die durch die Teilschedules SCY{4} mit S, € [1,2[
implizierte strenge Ordnung (Menge von Vorrangbeziehungen) ist O(S€) =
{(1,2),(1,3)} (vgl. Abb. 2.46a). Weiterhin sind die Erweiterungskosten auf
dem Intervall [2, 4] konstant. Wir erhalten f¢(S¢,4,¢') = 1 mit ¢’ € [2,4[ und
die durch die Teilschedules S€Y{4} mit S, € [2, 4] implizierte strenge Ordnung
ist O(S¢) = {(1,2),(1,3),(1,4)} (vgl. Abb. 2.46b). Fiir den Zeitpunkt t = 4
ergibt sich f%(S¢,4,4) = 0 und die durch S = (0,0,3,3,4) implizier-
te strenge Ordnung ist O(S¢) = {(1,2), (1,3),(1,4), (3,4)} (vel. Abb. 2.46¢).
Abbildung 2.46d zeigt zusammenfassend den Verlauf der Erweiterungskos-
ten. Die Menge der Entscheidungszeitpunkte ist D, (S¢) = {1,2,4}, wobei fiir
Sy = 4 die Erweiterungskosten minimal sind.

(S, t)  a) r(5,t)  b)
b 4 , 4
4 1
L - [3] ) [3]4:
1 4] 2 | 1 4] 2 |
t T t T } t t T t T } t
'—C' 2 4 6
W4(S%)
(S, 1) F(S€,4,84)
c) )
2 1 2
1 ?[4 --------- 1 )
1 | 2 | 4 P :
— -t R T
2 4 6 8 2 4 6

Abb. 2.46. Ressourcenprofile des Teilschedules S¢ und Erweiterungskosten

Bei den Zielfunktionen (RD) und (RL) handelt es sich um lokal konka-
ve Funktionen, die auf der Isoordnungsmenge jedes zeitzulédssigen Schedules
konkav sind (vgl. Abschnitt 2.1.5). Fiir diese Funktionen sind die Erweite-
rungskosten f¢(S€, j,S;) konkav auf jedem Intervall von Startzeitpunkten,
fiir die die entsprechenden Teilschedules S€V17} die gleiche Ordnung induzie-
ren. Da sich diese Ordnung mit S; dndert, falls sich der Startzeitpunkt von
Vorgang j hinter den Endzeitpunkt eines Vorgang i € C verschiebt (Vorrang-
beziehung (7, j) kommt hinzu) oder wenn sich der Endzeitpunkt von Vorgang
J hinter den Startzeitpunkt von Vorgang | € C verschiebt (Vorrangbeziehung
(4,1) fallt weg), miissen wir bei der Einplanung von Vorgang j € C neben
dem ES;(S¢) und dem LS;(S€) alle Zeitpunkte ¢ betrachten, an denen ein
Vorgang i € C endet und alle Zeitpunkte ¢/, fiir die zum Zeitpunkt ¢’ + p; ein
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Vorgang [ € C startet. In Abbildung 2.47 ist der Sachverhalt veranschaulicht,
wir geben die Erweiterungskosten fiir die Zielfunktion (RD) mit Y =1 an.

(S, 1) £9(S¢,4,8;)
3 - ;
2 2
— .
7.5 !

¢ tt
Abb. 2.47. Ressourcenprofil des Teilschedules S und Erweiterungskosten

S

Sei
ST(S€) := {t € [0,d] | es existiert i € C: t = S}

die Menge aller Zeitpunkte, zu denen gemif S¢ mindestens ein Vorgang star-
tet (start times). Dann erhalten wir fiir die Zielfunktionen (RD) und (RL) die
folgende Menge von Entscheidungszeitpunkten

D;j(5) = {ES;(5°), LS;(S)} U (W;(5€) N CT(5))
U{t € W;(S°)|t +p; € ST(S)}.

Beispiel 2.38. Betrachten wir die in Abbildung 2.48 dargestellten Ressour-
cenprofile. Die Menge der bereits eingeplanten Vorgénge ist C = {0,1,2,3}
mit S¢ = (0,0,2,6). Als Nichstes ist der Vorgang 4 mit ps = 3 im Intervall
W4 (S€) = [1,4] einzuplanen. Planen wir Vorgang 4 zum Zeitpunkt ESy = 1
ein, so ist die zu SCV14} gehérige Ordnung O(SCVI4) = {(1,2), (1,3), (2,3),
(4,3)}. Diese Ordnung #ndert sich, falls wir den Einplanungszeitpunkt von 4
erhohen. Zu den Zeitpunkten t = 2,¢ = 3+e mit 0 < ¢ < 1 und ¢ = 4 kommen
Vorrangbeziehungen hinzu oder fallen weg. Auf den resultierenden Intervallen
[1,2], [2,3], ]3,4] und [4, 4] verlaufen die Erweiterungskosten konkav und da
die Zielfunktionen (RD) und (RL) stetig sind, nehmen die Erweiterungskos-
ten jeweils auf einem der beiden Intervallrandpunkte ihr Minimum an (vgl.
Abb. 2.48a bis d). Abbildung 2.48e zeigt den Verlauf der Erweiterungskosten
fiir die Zielfunktion (RD) mit Y = 1. Die Menge der Entscheidungszeitpunkte
ist Dy (SC) = {1,2,3,4}, wobei die Erweiterungskosten fiir Sy = 3 und S, = 4
minimal sind. Im Folgenden wéhlen wir immer die gréfite Minimalstelle, d.h.
Sy =4.

Betrachten wir nun die Vorgehensweise des Konstruktionsverfahrens im
Einzelnen. In jedem Schritt weisen wir einem Vorgang j einen Startzeit-
punkt S € D;(S€) zu, wobei S} die groBte Minimialstelle der Erweiterungs-
kosten f(S¢,j,-) auf D;(SC) darstellt. Auf diese Weise wird zum Beispiel
fiir ein Ressourceninvestmentproblem sukzessive ein Outtree eines Ordnungs-
netzplans N(O(S)) erzeugt, d.h. ein Minimalpunkt eines Schedulepolytops
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Abb. 2.48. Ressourcenprofile des Teilschedules S¢

Sr(0(9)),S € Sr. Fiir Probleme mit den Zielfunktionen (RD) oder (RL)
wird sukzessive ein Gertist, d.h. ein Extremalpunkt eines Schedulepolytops
konstruiert.

Den nichsten einzuplanenden Vorgang j € C bestimmen wir gemifl einer
Priorititsregel. Dabei bestimmen wir zunichst fiir alle Vorginge j € C den
entsprechenden Prioritatsregelwert und wihlen dann unter den Vorgingen
mit maximalem Prioritédtsregelwert denjenigen mit kleinster Vorgangsnum-
mer aus. Die Wahl der Prioritédtsregel hingt von der zugrunde liegenden
Zielfunktion ab. In der Literatur werden viele verschiedene Prioritédtsregeln
angefiihrt. Prioritdtsregeln, die fiir die Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL)
eute* Losungen liefern, sind:

GRD-Regel (Greatest Resource Demand): Wihle Vorgang j mit dem grofiten

Ressourcenbedarf, d.h. j := min{i € C | maxpy > 7hx}.
heC keR
GRDT-Regel (GRD per Time unit): Wihle Vorgang j mit dem grofiten Res-
sourcenbedarf pro Zeiteinheit, d.h. j := min{i € C | max Y rpx}.
heC kerR
LST-Regel (Latest Start Time): Wéhle Vorgang j mit dem aktuell kleinsten

spétesten Startzeitpunkt, d.h. j := min{i € C | min LS} (S5°)}.
heC
MST-Regel (Minimum Slack Time): Wiéhle Vorgang j mit der aktuell kleins-
ten Gesamtpufferzeit, d.h. j := min{i € C | min TF(S)}.
heC

Allgemein unterscheidet man zwischen statischen und dynamischen Prio-
ritéitsregeln. Bei den statischen Prioritéitsregeln (GRD und GRDT) werden
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die Prioritdtsregelwerte nur einmal zu Beginn des Verfahrens berechnet. Bei
dynamischen Prioritdtsregeln werden die Prioritdtsregelwerte jedesmal wenn
ein Vorgang eingeplant wurde, aktualisiert. Die LST-Regel und die MST-Re-
gel kénnen statisch oder dynamisch verwendet werden, wobei die dynamischen
Versionen mit LSTd bzw. MSTd bezeichnet werden. Bei der Auswahl von
Vorgang j € C kann anstelle einer einzigen Prioritiitsregel auch eine Kom-
bination von Prioritéatsregeln angewendet werden. Die Prioritédtsregelkombi-
nation MST-GRD bedeutet beispielsweise, dass zuerst alle Vorginge j € C
mit kleinster Gesamtpufferzeit ausgewiihlt werden und dann unter diesen der-
jenige mit dem grofiten Ressourcenbedarf. Da es i.d.R. keine Prioritétsregel
bzw. Prioritédtsregelkombination gibt, die alle anderen dominiert, wendet man
Prioritéitsregelverfahren hiiufig nicht nur einmal (Single Pass), sondern mehr-
mals mit unterschiedlichen Prioritéitsregelkombinationen an (Multi Pass) und
wéahlt dann die beste Losung aus.

Ist der nichste einzuplanende Vorgang j € C bestimmt, berechnen wir in
Abhéngigkeit der Zielfunktion die Menge der Entscheidungszeitpunkte D; (S%)
von Vorgang j. D;(S¢) enthiilt mindestens eine Minimalstelle Sj+ der Erwei-
terungskosten f(S¢, j,-) auf W;(S¢) = [ES;(S), LS;(S)]. Wir bestimmen
aus Griinden der Eindeutigkeit die grofite Minimalstelle S;-r von f(S€,7,)
und setzen S := S;r. Ferner entfernen wir j aus der Menge C der noch nicht
eingeplanten Vorgénge und fiigen j in die Menge C der bereits eingeplanten
Vorginge ein. Danach miissen die ES- und LS-Werte fiir alle Vorgénge i € C
gemdf (2.9) und (2.10) aktualisiert werden. Gilt ES; = LS; so werden die
jeweiligen Vorgiinge i € C zu ES; terminiert. In dieser Art und Weise fahren
wir fort, bis allen Vorgéngen i € V ein Startzeitpunkt zugewiesen ist. Al-
gorithmus 2.39 fasst die einzelnen Schritte des Prioritdtsregelverfahrens zur
Bestimmung einer Niherungslosung fiir Projektplanungsprobleme (2.1) mit
Zielfunktion (RI), (RD) und (RL) zusammen.

Algorithmus 2.39 (Prioritétsregelverfahren fiir Problem (2.1) mit
Zielfunktion (RI), (RD) bzw. (RL)).

Initialisierung:
Setze C := {0}, S¢ := (0) und C := V' \ {0}.
Bestimme die Langen lingster Wege d;; fiir alle ¢,5 € V.
Setze ES; := do; und LS; := —d; fiir alle i € V'\ {0}.
Fiir alle i € C mit LS; = ES;:
Setze S; := ES;, C:=CU{i} und C :=C \ {i}.
Hauptschritt:
Solange C # 0:
Wihle Vorgang j € C mit hochster Prioritit.
Bestimme D;(S¢) in Abhiingigkeit von der Zielfunktion.
Bestimme die gréfite Minimalstelle S;-r von f(S€,j,-) auf D;(S°).
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Setze S := S;r, C:=CuU{j}und C:=C\{j}.
Fiir alle i € C:
Setze ES; := max(do;, Sj + dj;) und LS; := min(—d;o, Sj — d;j).
Fiir alle i € C mit LS; = ES;:
Setze S; := ES;, C:=CU{i} und C :=C\ {i}
Riickgabe S.

Beispiel 2.40. Wir betrachten den in Abbildung 2.49 dargestellten Projekt-
netzplan mit sechs realen Vorgéngen, einer erneuerbaren Ressource und einer
maximalen Projektdauer von d = 9. Zur Minimierung der Zielfunktion (RL)
wenden wir Algorithmus 2.39 mit der Prioritdtsregel GRD an.

-9
1 9 4
3 6
2 1 4
0 1 Legende:
9 0 i 8o Pj
" (%] N
(7] [if——{]

0 T4 Tj

Abb. 2.49. Projektnetzplan mit sechs realen Vorgéngen

Tabelle 2.15 zeigt die frithesten und spétesten Startzeitpunkte sowie die Res-
sourcenbedarfe der Vorginge i € V.

Tabelle 2.15. ES“ LS; und TiPi fiir ¢ = O, ey 7

1 o 1 2 3 4 5 6 7
ES; 0 O O 1 2 5 3 7T
Ls; o 2 2 3 4 7 5 9
pg 0 4 8 2 6 2 4 0

Im Initialisierungsschritt planen wir Vorgang 0 zum Zeitpunkt 0 ein, d.h.
wir setzen C := {0} und S¢ := (0). Der Vorgang mit dem groBten Ressour-
cenbedarf ist Vorgang 2. Da aufler Vorgang 0 noch kein Vorgang eingeplant
wurde, erhalten wir als Menge der Entscheidungszeitpunkte fiir Vorgang 2
den frithsten und spétesten Startzeitpunkt von 2, d.h. D5(S¢) = {0,2}. Die
Erweiterungskosten fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 und ¢ = 2 sind f*(S¢,2,0) =
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f4(S¢,2,2) = 16 — 0 = 16. Folglich planen wir Vorgang 2 zu S, = 2 ein, der
grofften Minimalstelle von f¢. Da Vorgang 2 zu seinem spétesten Startzeit-
punkt eingeplant wurde, aktualisieren wir die frithesten Startzeitpunkte der
Vorgénge 3, 6 und 7, indem wir ES3 := 3, ESg := 5 und ES; := 9 setzen.
Damit gilt fiir die Vorgéinge ¢ = 3,6, 7 nun ES; = LS; und wir setzen S3 := 3,
S :=5, S7:=9 (vgl. Abb. 2.50a).

Im zweiten Hauptschritt wéhlen wir Vorgang 4 als néchsten einzuplanen-
den Vorgang. Die Menge der Entscheidungszeitpunkte von Vorgang 4 besteht
aus Dy (SC) = {2,4}. Fiir die Erweiterungskosten gilt (5S¢, 4,2) = 80— 36 =
44 und f(S¢,4,4) = 72—36 = 36. Wir planen Vorgang 4 somit zu Sy = 4 ein.
Nun sind die frithesten Startzeitpunkte der Vorgéinge 1 und 5 zu aktualisieren,
dabei erhalten wir ES; := 1 und ES5 := 7. Fiir Vorgang 5 gilt ES; = LS5
und wir setzen S5 := 7 (vgl. Abb. 2.50Db).

r(S,1) a) Schritt 1 (S, 1) b) Schritt 2
4 4 4

Abb. 2.50. Ressourcenprofile der einzelnen Teilschedules

Im letzten Schritt wihlen wir Vorgang 1 als néchsten einzuplanenden Vor-
gang. Die Menge der Entscheidungszeitpunkte von Vorgang 1 ist D;(S¢) =
{1,2}. Fiir die Erweiterungskosten gilt f%(S¢ 1,1) = 94 — 78 = 16 und
fe(S€,1,2) = 110 — 78 = 32. Vorgang 1 wird daher zu S; = 1 eingeplant. In
Abbildung 2.50c¢ ist das entstandene Ressourcenprofil mit Zielfunktionswert
94 veranschaulicht.

Bei den Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) hiingen die Erweiterungskos-
ten f?(SC,4,5;) vom aktuellen Ressourcengebrauch ab. Dies bedeutet, dass
sich die Erweiterungskosten f(S¢, j,S;) &ndern konnen, wenn wir vor der
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Einplanung von Vorgang j einen anderen Vorgang h € C einplanen. Im Fol-
genden zeigen wir, wie man schon vor der Einplanung eines Vorgangs h € C
einen Teil seines Ressourcenbedarfs bei der Bestimmung der Erweiterungs-
kosten fiir Vorgang j beriicksichtigen kann. Hierzu fithren wir den Begriff des
Basisintervalls eines Vorgangs ein, das angibt, zu welchen Zeitpunkten sich
ein noch nicht eingeplanter Vorgang in Ausfithrung befindet, und zwar un-
abhéngig davon, welche Startzeitpunkte wir ihm und den tibrigen noch nicht
eingeplanten Vorgidngen zuweisen.

Seien EC; = ES; + p; der fritheste Zeitpunkt, zu dem Vorgang i enden
kann, und LS; der spéteste Startzeitpunkt von Vorgang i unter Beriicksich-
tigung der maximalen Projektdauer d. Vorgang i muss dann unabhéngig von
seinem Startzeitpunkt S; € [ES;, LS;] im Zeitintervall [LS;, EC;[ ausgefiihrt
werden. Das Intervall [LS;, EC;[ wird daher als Basisintervall von Vorgang i
bezeichnet. Gilt fiir einen Vorgang i € V beispielsweise p; = 9, ES; = 2 und
LS; = 4, dann muss Vorgang i im Basisintervall [4, 11[ ausgefiihrt werden un-
abhéngig davon, zu welchen Zeitpunkten er und die {ibrigen Vorgénge j € V
eingeplant werden (vgl. Abb. 2.51).

Basisintervall von Vorgang ¢

Abb. 2.51. Basisintervall von Vorgang

Ist TF; = 0 fir einen Vorgang ¢ € V und damit S; = ES; = LS;,
so nennen wir Vorgang i fiziert. Ist fiir einen Vorgang i die Ungleichung
0 < TF; < p; erfiillt, so nennen wir den Vorgang teilfiziert. Ein teilfixierter
Vorgang ¢ wird unabhéingig von seinem Startzeitpunkt immer im Basisinter-
vall [LS;, EC;[ ausgefiihrt. Da das zugrunde liegende Projekt zum Zeitpunkt
0 startet (Sp = 0), hingt die Menge der fixierten und teilfixierten Vorgéinge
von der maximalen Projektdauer d ab. Mit wachsendem d wird die Anzahl
der teilfixierten Vorgéinge kleiner.

In Abhiingigkeit von Teilschedule S¢ ergibt sich das planungsabhingige
Basisintervall eines noch nicht eingeplanten Vorgangs j € C zu [LS;(S¢),
EC;(S°)[. Setzen wir ES; := LS, := 9; fiir alle eingeplanten Vorgénge i € C
(deren Startzeitpunkt somit schon fixiert ist), so stellt

AY(SC 1) :={ie V| L8;(5°) <t < EC;(5°)}
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mit ¢t € [0,d] die Menge der Vorginge dar, die sich zum Zeitpunkt ¢ in
Ausfiihrung befinden, und zwar unabhéngig davon zu welchem Zeitpunkt die
noch nicht eingeplanten Vorginge j € C eingeplant werden. Vorginge mit
Dauer 0 finden dabei keine Beriicksichtigung, da sich die Ressourcenprofile
durch ihre Einplanung nicht #ndern. Fiir einen Teilschedule S¢ ergibt sich
die Menge an Ressource k, die zum Zeitpunkt ¢ € [0, d] benstigt wird, unter
Beriicksichtigung aller fixierten und teilfixierten Vorginge zu

(S, t) = Z Tik-

i€ AP(SC 1)

Die Erweiterungskosten fiir die Zielfunktionen (RI), (RD) und (RL) lassen
sich unter Beriicksichtigung fixierter und teilfixierter Vorginge modifizieren.
Unter Einbeziehung des Ressourcenprofils 7% (S€, ) ergeben sich fiir das Res-
sourceninvestmentproblem die modifizierten Erweiterungskosten f°

fo(s¢, 4,8 Z L <max b (€I} 1) — max 72 (S, ¢ )) ,

keR te0,d te[0,d]

fiir das Ressourcenabweichungsproblem

£2(8%,5.85) =" cf / (Irb(sC02,6) = VAl = [ (5, 0) = Vil ¥ )
kER
te[0,d]

und fiir das Ressourcennivellierungsproblem

%080 = Y [ (R - (s 0) dr
MR el0.)
Um die Effizienz unseres Prioritéitsregelverfahrens (vgl. Algorithmus 2.39) ba-
sierend auf dem unvermeidbaren Ressourcengebrauch fixierter und teilfixierter
Vorginge zu steigern, ersetzen wir f@ durch f°. Im Folgenden erldutern wir die
Vorgehensweise des modifizierten Prioritéitsregelverfahrens an einem Beispiel.

Beispiel 2.41. Betrachten wir wieder den in Abbildung 2.49 dargestellten
Projektnetzplan und nehmen an, dass die Zielfunktion (RL) zu minimieren
sei. Wir bestimmen eine Niherungslosung fiir das zugrunde liegende Problem
mit Algorithmus 2.39 und der Prioritéitsregel GRD, wobei wir zur Bestim-
mung der Erweiterungskosten die Funktion f” verwenden. Die frithesten und
spétesten Startzeitpunkte sowie die Ressourcenbedarfe der Vorgénge i € V
sind in Tabelle 2.15 dargestellt.

Im Initialisierungsschritt setzen wir C := {0}, Sy := 0 und S¢ := (0). Fiir
alle Vorgiinge ¢ € V' \ {0} betrdgt die Gesamtpufferzeit TF; = 2 und fiir
die Vorgénge ¢ = 2,4,6 gilt TF; < p;. Die Vorgéinge 2, 4 und 6 sind somit
teilfixiert. Das Ressourcenprofil ist in Abbildung 2.52a dargestellt.



2.3 Heuristisches Losungsverfahren 197

Der Vorgang mit dem groBtem Ressourcenbedarf ist Vorgang 2, er ist als
Erstes einzuplanen. Wir erhalten als Menge der Entscheidungszeitpunkte von
Vorgang 2 den frithesten und spétesten Startzeitpunkt von Vorgang 2, d.h.
Dy(S¢) = {0,2}. Die Erweiterungskosten f’ zu den Zeitpunkten 0 und 2
sind f(5¢,2,0) = 22 — 14 = 8 und f(S%,2,2) = 34 — 14 = 20. Somit
planen wir Vorgang 2 zu S; = 0 ein. Die Aktualisierung der ES- und LS-
Werte der noch nicht eingeplanten Vorginge fithrt zu keinen Anderungen.
Das Ressourcenprofil ist in Abbildung 2.52b dargestellt, wobei der fixierte
Vorgang 2 mit durchgezogener Linie eingezeichnet wurde.

r?(S€,t)  a) Initialisierung r?(S€,t)  b) Schritt 1
2 R 2 ;
2 2 4 """""" H
— ¢ : -0 ¢
2 4 8 10 2 4 6 8 10
rb(S€,t) ) Schritt 2 r?(S€,t)  d) Schritt 3
B L6 | Ve
2 2
2o e, L2 A e,
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
rP(S1) o) Schritt 4 r?(S,t)  f) Schritt 5
4 T 4
1 1 6 | 311 =
2 6 2 6
2 4 5 2 4 :
—t —t f >t —t—t —t f } t
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Abb. 2.52. Ressourcenprofile der einzelnen Schritte

Als Néchstes wihlen wir Vorgang 4 und erhalten fiir die Menge der Ent-
scheidungszeitpunkte D4(S¢) = {2,4}. Die Erweiterungskosten zu den Zeit-
punkten 2 und 4 sind f°(S€,4,2) = 46 —22 = 24 und f?(S¢,4,4) = 38 —22 =
16. Wir planen Vorgang 4 zu Sy = 4 ein. Da wir Vorgang 4 zu seinem spétes-
ten Startzeitpunkt eingeplant haben, aktualisieren wir die frithesten Startzeit-
punkte der Vorginge 1, 5 und 7 auf ES; := 1, ES5 := 7 und ES7 := 9. Damit
gilt fiir die Vorgénge 5 und 7 ES5 = LS5 und ES7 = LS7; sie sind somit fi-
xiert. Wir setzen S5 := 7 sowie S7 := 9. Fiir Vorgang 1 gilt TF; =1 < p; = 2,
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daher ist Vorgang 1 nun teilfixiert. Abbildung 2.52¢ zeigt das entsprechende
Ressourcenprofil.

Im dritten Hauptschritt wéhlen wir den Vorgang 1 als néchsten einzupla-
nenden Vorgang. Die Menge der Entscheidungszeitpunkte von Vorgang 1 ist
Dy(S€) = {1,2}. Fiir die Erweiterungskosten zu den Zeitpunkten 1 und 2
erhalten wir f%(S¢ 1,1) = 64 — 52 = 12 und f(S¢,1,2) = 12. Wir wiihlen
die grofite Minimalstelle und planen Vorgang 1 zu S; := 2 ein. Eine Aktuali-
sierung der ES- und LS-Werte ist nicht erforderlich. Das Ressourcenprofil ist
in Abbildung 2.52d dargestellt.

Im vierten Schritt wiahlen wir den Vorgang 6 als néchsten einzuplanenden
Vorgang. Wir erhalten als Menge von Entscheidungszeitpunkten Dg(S¢) =
{3,4,5}. Es ergeben sich die Erweiterungskosten f°(S¢, 6,3) = 78 — 64 = 14,
f2(8¢,6,4) = 72—64 = 8 und f*(5¢,6,5) = 70 — 64 = 6. Wir planen Vorgang
6 zu Sg = 5 ein. Das Ressourcenprofil ist in Abbildung 2.52e dargestellt.

Im letzten Schritt wihlen wir den Vorgang 3. Fiir die Menge von Entschei-
dungszeitpunkten gilt D3(S¢) = {1,3}, und es ergeben sich die Erweiterungs-
kosten f?(S€,3,1) = 82 — 70 = 12 und f*(S¢,3,3) = 90 — 70 = 20. Somit
planen wir Vorgang 3 zu S3 = 1 ein. Das entstandene Ressourcenprofil mit
Zielfunktionswert 82 ist in Abbildung 2.52f veranschaulicht.

2.4 Kundenauftragsfertigung

In diesem Abschnitt stellen wir die Terminierung von Fertigungsauftrigen bei
der Kundenauftragsfertigung als Anwendungsbeispiel fiir die Projektplanung
unter Zeitrestriktionen vor. Typischerweise ist die Kundenauftragsfertigung
in der Einzel- und Kleinserienfertigung anzutreffen. Ein Kundenauftrag, der
u.U. mehrere Endprodukte umfasst, bzw. der zur Erledigung des Kunden-
auftrags durchzufithrende Produktionsprozess léasst sich als Projekt auffas-
sen. Alle bendtigten Vor-, Zwischen- und Endprodukte werden aufgrund von
vorliegenden Kundenauftriagen gefertigt. Fiir jeden Kundenauftrag liegen die
Mengen der gewiinschten Endprodukte (Primérbedarfe) und zugehorige Lie-
fertermine vor. Fiir jeden Produktionsprozess bzw. fiir jedes Zwischen- und
Endprodukt ist ein so genannter Arbeitsplan gegeben, der die einzelnen Ar-
beitsginge (Vorginge) zur Herstellung des betrachteten Produktes sowie die
Reihenfolge enthilt, in der die Arbeitsgdnge durchzufiihren sind. Dabei wer-
den ein oder mehrere aufeinander folgende Arbeitsgiinge auf einer bestimmten
Maschine ausgefiihrt. Im Rahmen der Kundenauftragsfertigung sind die Start-
zeitpunkte der einzelnen Arbeitsgéinge so zu bestimmen, dass die einzelnen
Produkte zu den gewiinschten Lieferterminen fertiggestellt werden kénnen. In
der Praxis ist man hiufig bestrebt, einen Kundenauftrag so schnell wie moglich
zu bearbeiten, damit frithzeitig freie Produktionskapazititen fiir zukiinftige
Kundenauftrige zur Verfiigung stehen.

Wir beschreiben im Folgenden die Fertigung eines Kundenauftrags im Rah-
men einer offenen Fertigung als Projektplanungsproblem. Dabei bezeichnen
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wir die Fertigung des periodenbezogenen Gesamtbedarfs (Bruttobedarf) fiir
ein Produkt als Job. Die Bearbeitung eines Jobs auf einer Maschine wird als
Operation bezeichnet. In der Praxis wird meist gefordert, dass eine Operation
in ihrer Durchfithrung nicht unterbrochen werden darf, um eine gleichméfi-
ge Auslastung der Betriebsmittel zu erreichen. Im Folgenden werde jede
(nicht unterbrechbare) Operation, die einem oder mehreren Arbeitsgiingen
entspricht, durch einen Projektvorgang reprisentiert. In der offenen Ferti-
gung konnen aufeinanderfolgende Operationen zeitlich {iberlappen. Hierbei
wird ein Produkt bereits zu einer geméf des zugrunde liegenden Arbeitsplans
néichsten Maschine weitergeleitet, wahrend die Bearbeitung auf der ersten Ma-
schine noch lduft. Die Weitergabe erfolgt dann in Transportlosen, die kleiner
als das jeweilige Fertigungslos sind. Die offene Fertigung stellt eine wichtige
Mafinahme zur Verkiirzung von Durchlaufzeiten in der Produktion dar.

Da die Gesamtdauer der Bearbeitung aller Kundenauftrige minimiert wer-
den soll, wihlen wir die Minimierung der Projektdauer als Zielfunktion. Als
Restriktionen sind die Befriedigung des Primérbedarfs an allen Endprodukten,
die Einhaltung einer durch den Arbeitsplan vorgegebenen Bearbeitungsrei-
henfolge der Arbeitsginge bzw. Operationen zur Herstellung eines Produktes
und die Einhaltung der Lieferzeiten fiir die vorliegenden Kundenbestellungen
zu beriicksichtigen. Die Einhaltung einer vorgeschriebenen Lieferzeit fiir ein
Produkt kann durch Einfithrung eines Hochstabstandes zwischen dem Pro-
jektstart und der letzten Operation des Projektes gewéhrleistet werden. Zur
Gewihrleistung der vorgegebenen Bearbeitungsreihenfolge der Operationen
eines Jobs fiigen wir zeitliche Mindestabstédnde ein, die sich wie folgt ergeben.
Bezeichne O; eine Operation, die der Bearbeitung eines Jobs auf der Maschine
M; entspricht. Weiterhin sei 1¥; die Riistzeit fiir Operation O; auf Maschine
M; und 7; die Bearbeitungszeit pro Einheit des betrachteten Produktes auf
M;. Dann ist p; = ¥; + ;2 die Ausfithrungszeit bzw. die Dauer der Operation
O;, wobei = den Bruttobedarf des jeweiligen Produktes darstellt. Betrachten
wir den Fall, dass ein Produkt zunéchst auf Maschine M; bearbeitet und da-
nach direkt an Maschine M} zur Weiterbearbeitung iibergeben werden soll. Ist
die Transportlosgrofle z des Produktes kleiner als der Bruttobedarf x, dann
konnen einige Einheiten von M; nach M iiberfithrt werden, bevor die Bear-
beitung des gesamten Bruttobedarfs an M; abgeschlossen ist. Betrachten wir
hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 2.42. Gegeben sei ein (Zwischen-)Produkt mit einem Bruttobedarf
von z = 3 und einer Transportlosgrofie von z = 1. Abbildung 2.53 zeigt den
Fall, dass die Bearbeitungszeit pro Produkteinheit auf Maschine M; grofler ist
als auf Maschine M;, d.h. 7; > 7;. Dann miissen wir einen Mindestabstand
T[J”m zwischen dem Start der Operation O; und der Operation O; einfiihren,
um zu gewéhrleisten, dass O; nicht unterbrochen wird.

Des Weiteren betrachten wir den Fall, dass die Bearbeitungszeit des
(Zwischen-)Produktes auf M; kleiner oder gleich der Bearbeitungszeit auf M;
ist, d.h. es gilt 7; < 7;. Abbildung 2.54 veranschaulicht diese Situation, wo-
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Abb. 2.53. Bearbeitung auf M; und M; mit Mindestabstand

bei 0.B.d.A. angenommen wird, dass die Riistzeit auf Maschine M; sehr viel
kleiner ist als auf Maschine M, d.h. es gilt ¥; < ¥;. In diesem Fall miissen
wir einen Hochstabstand 777" zwischen dem Start der Operationen O; und
O; einfiigen, um eine moglichst ziigige, unterbrechungsfreie Bearbeitung der
Operationen O; und Oj; zu erreichen.
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Abb. 2.54. Bearbeitung auf M; und M; mit Hoéchstabstand
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Sei « der Bruttobedarf und z die Transportlosgréfie eines Produktes, wobei
wir annehmen, dass z/z ganzzahlig ist. Dann garantiert die Einfithrung eines
Pfeils (i, j) mit der Bewertung

fYitan =9, —(x—2)7y, firm > 7
5” a {191'4—27'1'—19]', fiir Ti STj (211)

zwischen dem Start von zwei aufeinanderfolgenden Operationen O; und Oy,
dass O; ohne Unterbrechung ausgefiihrt werden kann. Fiir §;; > 0 entspricht
der Pfeil (i, j) einem Mindestabstand T[}”” := 0;; zwischen dem Start von O;
und Oj;. Ist d;; < 0, dann entspricht (i, j) einem Hochstabstand 7779 := —4;;
zwischen dem Start von O; und O;. Existiert eine Transportzeit ¢;; fiir den
Transfer des Transportloses von Maschine M; nach Maschine M, so addieren
wir ¢;; zu d;; hinzu. Anstatt wie eben beschrieben zwei Operationen desselben
Jobs zu iiberlappen, konnen auch die letzte Operation O; eines Produktes h
und die erste Operation O; eines anderen Produktes ! iiberlappen, falls das
(Zwischen-)Produkt h in das Produkt [ eingeht.

Bei der eben beschriebenen Vorgehensweise zur Erzeugung zeitlicher Min-
dest- und Ho6chstabstéinde zwischen zwei Operationen sind wir davon ausge-
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gangen, dass genau eine Einheit des aus Operation O; resultierenden Zwi-
schenproduktes fiir die Herstellung einer Einheit des aus Operation O; resul-
tierenden (Zwischen-)Produktes benotigt wird. Tatsiichlich herrschen in Un-
ternehmen wesentlich komplexere Produktstrukturen vor. Die Produktstruk-
tur eines Unternehmens gibt die strukturellen und mengenméfligen Zusam-
menhénge zwischen den Produkten wieder und lisst sich durch einen so ge-
nannten Gozintographen abbilden. Ein Gozintograph ist ein Digraph, dessen
Knoten die Produkte darstellen, wobei zwischen End- und Zwischenprodukten
sowie Rohmaterialien unterschieden wird. Endprodukte werden durch Senken,
und Rohmaterialen, die extern bezogen werden, durch Quellen im Gozinto-
graphen repriisentiert. Existiert ein Pfeil (h,[) von Knoten h zu Knoten [ mit
dem Gewicht ap;, dann werden ay; Einheiten von Produkt A bené6tigt, um eine
Einheit von Produkt [ herzustellen. Man bezeichnet ay; daher als Inputkoef-
fizient. Wir unterscheiden an dieser Stelle der Einfachheit halber zwischen
zwei grundlegenden Produktstrukturen. Bei einer linearen Produktstruktur
besitzt jedes Produkt genau einen direkten Vorgénger und genau einen direk-
ten Nachfolger im Gozintographen (vgl.

Abb. 2.55a). Bei einer konvergenten Produktstruktur besitzt jedes Produkt
genau einen Nachfolger im Gozintographen, d.h. der Gozintograph stellt einen
Intree dar (vgl.

Abb. 2.55b). Der Fall, dass eine divergente Produktstruktur vorliegt, d.h. der
Gozintograph ist ein Outtree, wird in NEUMANN und SCHWINDT (1997) be-

| 0
® @/ \@

a) Lineare b) Konvergente
Produktstruktur Produktstruktur

Abb. 2.55. Produktstrukturen

Existiert bei einer linearen oder konvergenten Produktstruktur ein Pfeil
(h,1) von Knoten h zu Knoten [ im Gozintographen, dann kénnen die letzte
Operation O; des (Zwischen-) Produktes h und die erste Operation O; des
Produktes [ iiberlappen. Operation O; wird auf der Maschine M; und Opera-
tion O; auf der Maschine M ausgefiihrt. Falls a; Einheiten von (Zwischen-)
Produkt h fiir eine Einheit des Produktes [ benotigt werden, dann ergibt sich
der Zeitabstand 6/ geméf

sl Vi + apxym — 95 — (21 — zn/ap) 7y, fir apm > 7 (2.12)
ij B 19]’7 fir aym < T ’
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In Gleichung (2.12) reprisentiert z; den Bruttobedarf von Produkt ! und z,
die Transportlosgrofie von Produkt h. Ist aj; = 1, so entspricht (2.12) gerade
(2.11).

Zum Abschluss beschreiben wir die Konstruktion des Projektnetzplans fiir
das beschriebene Problem der Kundenauftragsfertigung. Wir nehmen an, dass
die Produktstruktur durch einen Gozintographen gegeben ist. Jeder Knoten
des Gozintographen wird durch eine Sequenz von Operationen ersetzt, die
den jeweiligen Job abbilden. Auf diese Weise entspricht ein Job dem Weg von
seinem ersten Operations-Knoten zu seinem letzten Operations-Knoten im
resultierenden Netzwerk. Die Bewertungen der Pfeile entsprechen den oben
eingefiihrten Mindest- und Hochstabstdnden.

Beispiel 2.43. Betrachten wir den in Abbildung 2.56 dargestellten Gozinto-
graphen einer Produktstruktur. Wir nehmen an, dass Zwischenprodukt A aus
der Sequenz der Operationen A;, A; und Zwischenprodukt C aus der Sequenz
C1, Cs, Cs besteht, wihrend Zwischenprodukt B nur auf einer Maschine ge-
fertigt wird. Endprodukt I bestehe aus der Sequenz I, I, und Endprodukt
1 werde nur auf einer Maschine gefertigt. Die Arbeitspléne fiir die einzel-
nen Produkte sind ebenfalls in Abbildung 2.56 angegeben, wobei die Dauer
der Operationen jeweils fiir das gesamte Fertigungslos angegeben ist, d.h. wir
fiihren in unserem Beispiel der Einfachheit halber zeitliche Mindestabsténde
der Form Tg”" = p; zwischen den Startzeitpunkten zweier aufeinanderfolgen-
der Operationen O; und Oj; eines Jobs ein.
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Abb. 2.56. Gozintograph und Arbeitspléane

Wir erhalten ein Netzwerk N’, das in Abbildung 2.57 innerhalb des ge-
strichelten Rechtecks dargestellt ist. Die Mindestabsténde T;7*" zwischen den
Vorgéngen ¢ und j entsprechen der Dauer der zugehorigen Operation O;. Nun
ist eine neue Quelle o und eine neue Senke w einzufiihren, wobei o den Start
und w das Ende des Projektes reprisentieren. Ausgehend von der Quelle «
fiigen wir Pfeile zu den Quellen des Netzwerks N’ mit der Bewertung 0 ein.
Weiterhin sind Pfeile hinzuzufiigen, die von allen Senken s des Netzwerks N’
zu der Senke w verlaufen und deren Bewertung gleich der Dauer der zu s
gehorigen Operation ist. Die zusétzlichen Pfeile sind in Abbildung 2.57 fett
ausgezeichnet.

Wir nehmen auflerdem an, dass fiir einige Endprodukte h eine Lieferzeit
dy, festgelegt ist. Sei O; die letzte Operation von Produkt A mit der Dauer p,.
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Abb. 2.57. Projektnetzplan N von Beispiel 2.43

Dann ist ein Héchstabstand T, := dp, — p; zwischen dem Projektstart und
dem Start von Operation O; gegeben. Seien in Beispiel 2.43 die Lieferzeiten dy
und d; fiir die Endprodukte I und IT gegeben, dann sind zwei Riickwirtspfeile
einzufithren, zum einen (I3, «) und zum anderen (IT,«) (vgl. Abb. 2.57).

Die Lénge eines langsten Weges von a nach w in N entspricht nun gera-
de der kiirzestmoglichen Bearbeitungszeit des betrachteten Kundenauftrages,
und die zugehorigen Startzeitpunkte der einzelnen Operationen entsprechen
den frithesten Startzeitpunkten der entsprechenden Vorginge in V.
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