2

Modeéles

A partir de la notion de bilan appliquée a des exemples, nous construi-
rons des lois de conservation et des systémes de lois de conservation. Ces
systémes sont intrinséquement non linéaires et vérifient certains principes d’in-
variance galiléenne. Puis nous montrons que les changements de coordonnées
d’espace préservent la structure de lois de conservation. Nous appliquons cette
méthode a la dérivation des équations en coordonnées de Lagrange. Enfin nous
définissons ce qu’est un systeme stable linéairement bien posé, un systeme
hyperbolique (cas de la dynamique des gaz en coordonnées d’Euler) et un
systéme faiblement hyperbolique (cas de la dynamique des gaz en coordonnées
de Lagrange en dimension deux et plus d’espace).

2.1 Equation de bilan

Plagons nous en dimension d’espace d = 1 pour simplifier et commencgons
par choisir un quantité notée u(t, z). C’est une fonction du temps t € R et de
l’espace x € R. Soit I'intégrale de cette quantité entre deux points xg,z; € R

1
N(zg,z1,1) :/ u(t,z)dr, o < x1.
Zo

La variation® est donnée par : £ N(zo,z1,t) = f;ol Oyu(t, x)dx. Nous faisons
I’hypotheése que les pertes ou gains ne peuvent se faire que par les bords du
segment [z, x1]. Nous écrivons I'équation de bilan sur Iintervalle de temps

! Si les bornes sont elles-mémes des fonctions du temps, ¢t — zo(t) et t — 21(t),
alors

d z1(t)
N (@o(t), 21(1), 1) = / dvu(t, x)dz + 21 (H)u(t, z1(t)) — zo(t)u(t, zo(t)).
z0(t)
(2.1)
B. Després, Lots de Conservations Eulériennes, Lagrangiennes et Méthodes 5

Numériques, Mathématiques et Applications, DOI 10.1007/978-3-642-11657-5_2,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010



6 2 Modeles

Zo x

Fig. 2.1. Bilan

At > 0:ona N(xg,z1,t+ At) = N(xo,z1,t)— f(t, 1) At + f(t, 20) At + 0o At)
ou f(t,x) est le terme de perte ou de gain au bord. D’oti en passant & la limite
pour un pas de temps At — 0

d d o1
EN(xo,xl,t) + flt, ) — ft,mo) = EN(xo,xl,t) +/ 0. f(t,x)dz = 0.

Comparons avec ’expression précédente. On trouve
T ZT1
/ Opu(t, z)dx + / Opf(t,x)dz =0, z0 < 21.
ZTo Zo

Cette relation étant vérifiée pour tout zg < x1, nous obtenons par cette
méthode de bilan une loi de conservation

Opu(t,xz) + 0 f(t,z) = 0. (2.2)

En considérant que le temps et ’espace ne jouent pas le méme role, nous
attribuons le réle d’inconnue? & la quantité u, la quantité f étant le flux.
Cette méthode qui consiste a écrire des équations de bilan est trés générale et
s’étend directement en dimension quelconque d’espace. Par exemple on écrira
I’équation de bilan en dimension trois d’espace

atu(tu z,y, Z) + Bwf(t, z,Y, Z) + ayg(taxayu Z) + Bzh(t,x,y, Z) =0.

Il reste a spécifier f, g et h en fonction de uw pour obtenir un systeme fermé.

2.1.1 Trafic routier

Pour I’'équation du trafic routier I'inconnue principale est la densité de
véhicules p(t, x) le long d’une autoroute supposée rectiligne et infinie z € R.
Le nombre de véhicules entre xg et z1 est

2 Méme si elle est notée u 'inconnue n’est pas nécessairement une vitesse. C’est le
contexte physique sous-jacent qui détermine le choix de la notation qui varie de
ce fait.
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1
N(zg,x1,t) :/ p(t,z)dz, xo < x1.

0

Soit u(t, z) la vitesse des véhicules. Le facteur de perte ou de gain de véhicules
est, avec les notations précédentes, f(t,z) = p(t, z)u(t, ). D’ou 'équation de
conservation

Otp + Ozpu = 0. (2.3)

Nous ajoutons '’hypothése de modélisation : un conducteur standard
adapte sa vitesse a la densité locale de véhicules. En pratique on roule vite
quand il y a peu de voitures : inversement on roule doucement quand il y a
beaucoup de voitures. Nous considérons alors que la vitesse u est une fonc-
tion de la densité p. On obtient I’équation d;p + 9. f(p) = 0 dont le flux est
f(p) = pu(p). Le modele LWR, (pour Lighthill-Whitham-Richards) correspond

a au choix

= ulp) = v (1 )
Pmax

les constantes umax et pmax devant étre spécifiées par ailleurs®. La loi LWR
est représentée dans la figure 2.2.

f(p) u(p

P p

P
=5 Pmax Pmax

Fig. 2.2. Loi LWR p — f(p) = pu(p) pour le trafic routier

L’équation de conservation prend la forme standard

dhp+0:f(p) =0, [f(p)=pulp). (2.4)

Passons en variable adimensionnée umax = 1 et pmax = 1. Nous obtenons
I'équation dyp + 9, (p — p?) = 0. Posons v = % — p. L’équation satisfaite par v

3 Sur autoroute umax = 130 km/h. La densité maximum se calcule en fonction de
la taille moyenne d’un véhicule.
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est O,v + 0,v% = 0. Apres redéfinition du temps ¢t — 2¢ on obtient ’équation

de Burgers
2

v
8tv+3z? =0.

C’est une équation non linéaire. Soient v; et vo deux solutions de I’équation
de Burgers. La fonction v3 = vy 4+ vy n’est a priori pas une solution de
I'équation de Burgers?. On dit aussi que le principe de superposition n’est
plus vrai pour les équations non linéaires. Nous verrons par la suite que cette
non linéarité est la cause de 'existence des solutions discontinues.

2.1.2 Systeme de Saint Venant

Nous considérons le lac en coupe (ou une riviere, ou un fleuve, ...) de la
figure 2.3. La vitesse du fluide est un vecteur (uy(t,z,y), ua(t, z,y)) dont la
premiere composante est la vitesse horizontale et la deuxieme composante est
la vitesse verticale. Pour un fluide incompressible tel que 'eau la masse vo-
lumique est constante p = pm. La condition d’incompressibilité sur le champ

T

h(t,x)

Zo T T
Fig. 2.3. Colonne d’eau entre o et x1

de vitesse s’écrit Oyu1 + Oyue = 0. La hauteur d’eau est h(t,z). La vitesse
moyenne horizontale le long d’une verticale est

SOy (2, y)dy
h(t,x)

u(t,x) =

4 En revanche ’équation de Burgers est invariante par transformation d’échelle.
Soit v une solution de I’équation de Burgers et A € R. La fonction w = Av est

solution de Osw + 81-“’72 = 0 ou on a mis le temps a I’échelle s = At.
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Reprenant la méthode de bilan appliquée & la masse d’eau N(xg,x1,t) com-
prise entre les verticales de base zq et x;

x1
N(zg,21,t) = pm/ h(t,z)dx.
Zo

Exprimant le fait que la variation de N(zg,x1,t) est due au flux sortant ou
entrant sur les bords nous obtenons une premiere loi de conservation

Cette premiere loi de conservation est en tout point similaire a celle du trafic
routier, hormis le fait que la vitesse moyenne u n’a pas de raison d’étre une
fonction de la hauteur d’eau h.

Nous dérivons une deuxieme loi de conservation qui va fournir la loi
d’évolution de u. Nous commengons par étudier la masse de la colonne d’eau

mobile
x1 (t)

N($0(t)v zl(t)v t) = Pm h(ta ZZ?)d.Z’,
@o(t)
ou les bords sont définis par xq(0) = Xo, z((t) = u(t,z0(t) et 21(0) = X7,
2} (t) = u(t,z1(t)). La formule (2.1) implique
d

g NV o(®), 1 (0), 1

= pm (/ml Oh(t, z)dx + 2 ()h(t, x1(t)) — z((t)h(L, xo(t)))
= pm (/: Och(t, x)dx + u(t, z1(t))h(t, 21 (t)) — u(t, :Eo(t))h(two(t)))

= pm /ml (O¢h(t,z) + Op(h(t, x)u(t, x))) dz = 0.

Enoncé autrement la masse d’eau de la colonne mobile est constante.
Cela autorise I'analogie suivante : la colonne mobile joue le réle d’une
particule ponctuelle a laquelle nous allons appliquer la loi de New-
ton. L’impulsion de la colonne mobile est

z1(t)
(zo(t), 21(8), ) = pm / |, e = N o) 100 v eolt) 2,00

(2.5)
ou v est la vitesse moyenne de la colonne. Nous écrivons le bilan des forces
qui s’exercent sur les faces avant et arriere

N o (t), (1), 8) Seo(ao(t), 71(4), 1) = F(1,1 (1) — 7t (1)
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La force est I'intégrale de la pression hydrostatique p(¢, z, y) & la hauteur y, soit

h(t, h(t,
f@w)=—-0(”pﬁnnwwﬂﬁﬂuww)=pmj;(”g@r=pmgﬁﬁﬂﬂ—M-
Ici g est la constante de gravitation locale®. Donc

flt,z) = —%hz(t,x).

p=0

La pression totale intégrée
sur la paroi verticale est

p = Lpnh?
fo / fi

Zo €

Fig. 2.4. Détail des forces qui s’appliquent sur une colonne d’eau

A partir de (2.5)

d e 1 z1(t) d e
—/ hudx + — amfdxz—/ hudm—i—g/
dt Jao(t) pm Jao ) dt Jao(t) 2/,

x1(t)
Oph?dx = 0.
o(t)

La formule (2.1) implique
:El(t) Il(t) g
/ B, (hu)da + / B, (mﬂ + -h?) dz = 0.
zo(t) zo(t) 2

Ceci fournit une deuxiéme loi de conservation
8y (hu) + 0, (mﬁ + %hQ) —0.

Au final le systéme de Saint Venant s’écrit

Oy (hu) + 8, (hu? + £h?) =0, g > 0. '

5 En premiere approximation g &~ 9.81 m/s2 .
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2.1.3 Dynamique des gaz compressibles

La dérivation du systeme de la dynamique des gaz compressibles nécessite
une hypothese dont nous donnerons une justification indirecte a la fin de ce
chapitre. Nous admettons que la pression d’un gaz est une fonction de la masse
volumique p du gaz et de la température T' de ce méme gaz

p=pp,T).

La température étant elle-méme a priori fonction de la masse volumique et
d’une variable supplémentaire qui est ’énergie interne par unité de masse et
que nous noterons . Soit u la vitesse du gaz. L’énergie totale par unité de
masse est € = € + £|u|?. Pour un gaz parfait polytropique®

p=(y—1pe, e=CT, C,>0,v>1 (2.9)
|Corps | ~ |
02, N2 T—1,4
Air 1.4
H2 1,405
He, Kr, Xe 1,66
Ar 1,67
CO2 13
SF6 1,09
Gaz d’électrons % =1, 666...
Gaz de photons % =1,333...

Tableau 2.1. Valeur de la constante v pour différents corps

Pour dériver les équations de la dynamique des gaz compressibles, nous
reprenons la méthode de bilan. Nous considérons le cas en dimension un de
la figure 2.5. Le volume élémentaire de gaz est [zo(t), z1(t)] avec a'(¢t, X) =
u(t, z(t, X)), (0, X) = X. La masse de ce volume mobile est

6 Bien d’autres lois de pression, ou équations d’état (EQS) sont disponibles. A titre
d’exemple citons la loi de Stiffened gaz

p=(y—1)pe =il (2.7)
L’eau, qui n’est pas un gaz, correspond typiquement a v = 5,5 et Il = 4921, 15
bars. Une autre loi d’état est la loi de van der Waals

@ < a,b,c >0, T:l, (2.8)
P

T—b T2

ou 7 est le volume spécifique. La loi de van der Waals est utilisée pour les tran-
sitions de phase.
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/ // t+At

wo(t) N0 t

Fig. 2.5. Volume élémentaire de gaz

11(15)

N(zo(t),z1(¢),t) = / p(t, x)dx.

@o(t)

L’impulsion du gaz présent dans le volume est

z1(t)
I(xo(t)wl(t),t):/ o p(t, x)u(t, z)dx.

La force qui s’exerce sur le bord du volume mobile de masse constante est
f = —p. Comme pour le systeme de St Venant la méthode de bilan fournit
deux équations

{Qt(pu) + 0, (pu2 —l—p) =0.

La pression étant fonction de la masse volumique et de 1’énergie interne, il
manque une équation pour fermer le systeme. Pour construire cette équation
manquante, nous considérons I’énergie totale présente dans le volume élément-
aire

z1(t)
E(xo(t)wl(t),t):/ o p(t,x)e(t, x)dx.

La densité d’énergie totale est e = ¢ + %uQ. Pour un intervalle de temps At,
la force qui s’exerce sur les bords travaille sur une longueur Al = uAt. Le
travail de la force est —pAl = —puAt. Nous en déduisons

E(xo(t + At), z1(t + At), t + At) = E(zo(t), z1(t),t)
—Atp(t, z1(t))u(t, z1(t)) + Atp(t, mo(t))u(t, 20 (t)) + o( At).
D’ou en passant & la limite en At

d

EE(‘TO(t% L1 (t),t) +p(t7x1 (t))u(t7x1 (t)) - p(t, xO(t))u(t7x0(t)) =0.

Gréce & la formule (2.1), nous obtenons
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Il(t) Il(t)
/ O(pe)dx + / Oz (pue + pu) = 0,

o(t) zo(t)
ou encore
0¢(pe) + 0 (pue + pu) = 0.
Au final le systeme de la dynamique des gaz compressibles en dimension un
d’espace est

Op + 0z (pu) =0,
O (pu) + 9, (pu? +p) =0, (2.10)
9 (pe) + 0, (pue + pu) = 0.

Ce systeme est fermé car p est une fonction de p et ¢ = e — %uQ. En
dimension deux d’espace le systeme devient
Op + 0z(pu) + 9y(pv) =0,
A (pu) + 9y (pu? + p) + 8y (puv) =0, (2.11)

A (pv) + 0, (puv) + 9y (pv? +p) =0,
Oi(pe) + Oy (pue + pu) + 9y (pve + pv) = 0.

On note la présence d’une inconnue supplémentaire v car la vitesse a deux

composantes. La pression p est une fonction de p et € = e — %(u2 + 02).

2.2 Invariance Galiléenne

Les systemes de lois de conservation qui dérivent de la mécanique des
milieux continus respectent par construction certains principes d’invariance.
Parmi eux le principe d’invariance galiléenne joue un role central. Une
conséquence est qu’il est possible de récrire certains systemes de lois de conser-
vation sous une autre forme qui, elle aussi, est de type systeme de lois de
conservation.

Définition 1 Nous dirons qu’un modéle en dimension un d’espace satisfait
au principe d’invariance galiléenne si et seulement si les équations prennent la
meéme forme sous leffet combiné d’un changement de coordonnées d’espace-
temps de type translation, v € R,

=t o =x+0t, (2.12)
et d’un changement de variable qui est dicté par la physique sous-jacente.

La vitesse de translation du référentiel (¢', ") par rapport au référentiel (¢, z)
est —v, voir figure 2.6. Les dérivées partielles sont données par les formules
de dérivation composée

{(% = Ot’ Oy + Osx’ Oy = Op + 00y,

Oy = Out! Op + Oy’ Opr = Oy (2.13)
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t/

Fig. 2.6. Translation du référentiel

Lemme 1 Les modéles de trafic routier (2.4), de Saint Venant (2.6) et de la
dynamique des gaz compressibles satisfont au principe d’invariance galiléenne.

Nous utilisons (2.13). Le modele de trafic routier se récrit
Oy p + v0y p + O (pu(p)) = 0.
Nous définissons u'(p) = u(p) + v et obtenons
Oy p + 9w (pu/ (p)) = 0.

Notons que le changement de fonction en vitesse est bien compatible avec le
principe d’addition des vitesses. Donc le modele de trafic routier satisfait au
principe d’invariance galiléenne.

Passons au modele de Saint Venant (2.6). La premiere équation devient

Oph+ 0y (hu') =0, v =u+wo.
La deuxiéme équation se récrit grace & (2.13) sous la forme
By (hw) + 0y (htt) + By (hti + p(h)) = 0, p(h) = gh2.
On ajoute v (Oyh + 0y (hu')) = 0. D’ou
Oy (hu') + 00y (hu) + O (hu? 4 p(h)) 4 vy (hu) = 0,

puis 9y (hu') + 9u (hu'? + p(h)) = 0. Cela montre I'invariance galiléenne du
modele de Saint Venant.
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La dynamique des gaz est formellement une extension du systeme de St
Venant. Donc pour les deux premieres équations

8t/p + 81/ (pu/) = 07
{ Oy (pu') + 0z (p(u')2 4+ p) = 0. (2.14)

Il suffit de montrer que I’équation d’énergie du systeme de la dynamique des
gaz compressibles est invariante. Nous avons

Oy (pe) + vy (pe) + Oy (pue + pu) = 0.
Posons € = ¢ + $u’?
avec (2.14) on obtient

= e+ 3u? + uv + $v* = e + uwv + 1v2. En combinant

1
Or(pe') + v0u (pe) + 0. (pue + pu) + v, (p(u')? + p) + 51)281/ (pu’) = 0.

Aprés réarrangement nous obtenons 9; (pe’)+0, (pu’e’+pu’) = 0. Cela termine
la preuve.

2.3 Coordonnées de Lagrange

Nous avons vu qu’il est intéressant et fondamental de pouvoir dériver les
modeles (St Venant, gaz compressibles, ...) dans un référentiel qui se déplace
avec le fluide. C’est la méthode classique de dérivation des équations de ce
type, laquelle utilise les opérateurs de dérivation matérielle % = 0y + ud, et
dérivation par rapport a l'espace J,. Puis on recombine les équations pour
obtenir la formulation Eulérienne du modele considéré.

On peut exploiter cette idéee de maniere systématique et plus rigoureuse en
utilisant les coordonnées de Lagrange, pour distinguer des coordonnées
d’Euler qui sont celles de observateur extérieur (ou du laboratoire). Dans
tout ce qui suit les coordonnées de Lagrange sont les coordonnées d’Euler au
temps initial

z(t=0X)=X.
Nous verrons que 'opérateur de dérivation temporelle par rapport a X fixé
est en fait l'opérateur de dérivation matérielle %. L’algebre pour passer

des coordonnées de Lagrange aux coordonnées d’Euler et vice-versa n’est
pas completemente évidente comme nous allons le voir. Cela fait apparaitre
des lois de conservation supplémentaires appelées identités de Piola. La
présentation qui suit est semblable & celle de [D00]. Elle s’appuie sur une
vision géométrique dans laquelle le temps ne joue pas en premiére approxi-
mation. On peut préférer une autre approche tres classique aussi, voir par
exemple les références [TN92, SHI8] au niveau théorique ou [SLS07] pour
les applications numériques dans lesquelles des considérations similaires sont
développées a partir du gradient de déformation F' = V xx. Les identités de
Piola sont aussi appelées lois de conservation géométriques.



16 2 Modeles
2.3.1 Changement de coordonnées et lois de conservation
Soit le systéme stationnaire (le temps a disparu)
V.f(U) =0, (2.15)

ot U € R™ est Iinconnue, U — f(U) € R est le flux mis sous forme
matricielle et 2 € R? est la coordonnée d’espace. Nous remarquons que (2.15)
est équivalent” a

/ . f(U)ndo =0, v cRY (2.16)
xe

L’ouvert {2 est régulier et borné. Sa frontiere est (2, la normale sortante
est n € R? vecteur unitaire, la mesure au bord est do. Soit le changement de
coordonnées régulier® et inversible de classe C? de R? dans R?

z— X(z) € R% (2.17)

La matrice Jacobienne de la transformation inverse est

(9121 (9121 (9:21
6X1 8X2 8){d
813. Oxs Oxo Oxo
VX:E(X) — ek — 0X1 0X2 "7 0Xg ,
0X; ) 1<iica SRR
T4 T4 Td
8X1 (9X2 axd

avec Vxz(Y) = (Vo X (x(Y))) ™! pour tout Y € R,

Lemme 2 On a la relation®
ndo = cof (Vxz)nxdox.

Par définition cof (M) € R¥*? est la comatrice, ou matrice des cofacteurs'®,
telle que Mtcof(M) = det(M)I pour toute matrice M € R, Si M est
inversible

cof (M) = det(M) x (M")™*.

Nous supposons que le bord de {2 est I'isoligne zéro d’une certaine fonction
p:R* - R
x € 02 < p(x) =0,

la fonction ¢ étant non dégénérée Vo # 0. En supposant que le gradient de
 est orienté vers 'extérieur de (2 la normale sortante est

" La formule de Stokes est Joea Vifde = [, _,, fndo.

8 Un affaiblissement important des hypotheses de régularité pour cette transforma-
tion aura lieu a la section 4.6.2.

9 Relation de nature purement géométrique comme la preuve le met en évidence.

10 Le coefficient en position (i,5) de la matrice des cofacteurs cofac(M) € R**¢
est égal & (—1)"*7 fois le déterminant de la matrice M & laquelle on a enlevé la
colonne j et la ligne ¢ (matrice de taille d — 1 x d — 1).
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n— Vz(p(df)
V()|

Soit 2y = {X(z);x € N2} 'image de {2 par le changement de coordonnées.
Le bord de 2x est
y € 002x = (X (y)) =0.

Le gradient de y — (X ~!(y)) donne la normale sortante

_ VyeX ()
Ve (X))

Les formules de dérivations composées impliquent

nx

V(X)) = Ve ) = | 2 2 (al) 9 (o)
i 1<i<d
= (Vx(X))' () Varp(a(y))-
De ce fait nx = A (Vxz(X))" (y)Vae(z(y)), A € R. 1l s’ensuit que

ndo = o (VX (z)) nxdox, ocR.

Il reste a déterminer le coefficient de proportionnalité réel a.. Pour cela nous
considérons les points A, B, Ax et Bx de la figure 2.7. Pour des points proches
I'un de 'autre, on a

B-—Ax (Vxx(X)) (BX —Ax).

On a
dV%(B—A,n)dO', dVX%(Bx—Ax,nx)dax,

ou dV est un volume élémentaire et do est la mesure élémentaire de surface.
Réunissant 1'expression de ndo en fonction de nxdox, et les expressions de
dV et dVx en fonction de B — A et Bx — Ax nous obtenons

AV ~ ((an:) (Bx — Ax),a (V. X)' nxdax) ~ o(Bx — Ax,nx)dox.
Or nous avons aussi'! dV ~ |Vxz|dVx ~ |Vxz| (Bx — Ax,nx)dox. Aprés

simplifications et en passant a la limite B — A nous obtenons « = |Vxz|.
Cela termine la preuve.

1 est la formule de changement de coordonnées dans les intégrales

| i@y = [ eoax. = |Vsal
e Xen
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Fig. 2.7. Changement de coordonnées d’espace. Pour simplifier le vecteur qui va de
Ax & Bx est aligné avec la normale nx.

Théoréme 2.1. Le systéme de lois de conservation V,.f(U(z)) = 0 est
équivalent au systéme de lois de conservation
V. (U ((X))cof (V)] = 0. (2.18)
Nous avons de plus l'identité de Piola
Vx.[cof (Vxz)] =0. (2.19)

On a la suite d’égalités

O:/QVm.(f(U))d:E: f(U)ndo

o

= f(U)cof (Vxa)nxdox = Vx.(f(U)cof (Vxz))dX.
0Nx 2x
Comme c’est vrai pour tout {2, cela montre (2.18). L’identité de Piola s’obtient
en considérant f = I dans (2.18). La preuve est terminée.

L’identité de Piola peut apparaitre a premieére vue comme une relation sur-
abondante. Elle est en fait nécessaire. Un argument en faveur de la nécessité
de l'identité de Piola consiste & remarquer que 1’équation (2.18) fait apparaitre
des inconnues supplémentaires (cof (Vxx)) qui nécessitent donc des équations
supplémentaires ('identité de Piola).

On peut résumer 1’égalité (2.18) ainsi : la structure de loi de conser-
vation est invariante par changement de coordonnées d’espace.
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2.3.2 Dynamique des gaz lagrangienne en dimension un d’espace

Nous sommes en mesure de dériver les équations de la dynamique des gaz
en coordonnées de Lagrange. Nous considérons d’abord le cas de la dimension
un pour le systéme (2.10) que nous récrivons sous la forme d’une divergence
temps-espace

Viz. (U, f(U)) =0

avec U = (p, pu, pe)t et f(U) = (pu, pu® + p, pue + pu)t. La transformation
temps-espace est

ox(t', X)
’ ot
Cette transformation est réguliere sous des hypotheses ad-hoc sur la régularité

de la vitesse u. Appliquons les formules précédentes. La matrice Jacobienne
de la transformation est

10 ox
Vi x)(t o) = (u J)’ T=ax

La matrice des cofacteurs est cof (V x)(t, x)) = (g —1u> . L’équation (2.18)

Vo |ws@) (3 7)] <0

s’écrit sous forme étendue

t'=t =u(t', z(t', X)).

8,5/ (pJ) = O,
Oy (puJ) + dxp =0,
Oy (ped) + Ox (pu) = 0.

L’identité de Piola (2.19) devient'? 9,J — dxu = 0. A présent nous rem-
plagons ¢’ par ¢t pour simplifier les notations. L’ensemble de ces quatre lois de
conservation forme un systeme fermé

d(pJ) =0,

O(pud) + dxp =0,
O(ped) + Ox (pu) = 0,
6,5J — 8Xu =0.

L’interprétation physique des équations (2.20) est la suivante : un volume
élémentaire de masse constante est soumis a la loi de Newton

(2.20)

ma = f
avec m = p(0,X), a = dyu et f = Oxp. Le travail des forces est déterminé par
—0dx (pu).

12 On retrouve directement cette relation en dérivant Opx(t', X) = u par rapport a
X.
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Théoreme 2.2. Nous supposons que la masse volumique est partout stricte-
ment positive. Définissons la variable de masse dm = p(0, X)dX et le volume
spécifique T = %. Le systéeme (2.20) de la dynamique des gaz se récrit en
coordonnées de Lagrange sous la forme

8t7' — Bmu = 0,
Ot + Omp = 0, (2.21)
e + O (pu) = 0.

On integre directement la premieére équation de (2.20) donc (pJ)(t, X) =
p(0,X) est indépendant de ¢. Cela permet de sortir pJ de la dérivation
temporelle et fournit les deux dernieres équations de (2.21). De méme pour
J = (pJ)T.

Les opérateurs différentiels 0; et 0, sont invariants par toute transfor-
mation galiléenne. Pour le montrer nous allons utiliser une notation un peu
lourde mais sans équivoque. La notation 9, indiquera la dérivation partielle
par rapport a la variable a, la variable b étant fixée. On touve cette notation
dans certains ouvrages de mécanique. Son emploi permet ici de ne pas faire
de confusion entre 0y, (z fixé) et 0y, (m fixé, ou encore X fixé). On a alors
d’apres (2.13)

8t\m = (?t|m + ualz‘t = 815/‘1/ + (’LL + ’U)az/“/ = 815/‘1/ + ’U//(?m/“/ = 6t’|m’7
6m\t = ;az\t = ;az’\t’ = am’|t"
Donc 9, = 0y et Oy, = Oy ce qui montre I'invariance et justifie la dénomination

de dérivation matérielle aussi employée pour 0y, = ¢ + u0, = %.

2.3.3 Dynamique des gaz lagrangienne en dimension deux d’espace
On part du systéme eulérien en dimension deux d’espace (2.11). Posons
A= axl', B = BXy, L= By{,C, M = 8yy. (222)

La matrice Jacobienne de transformation espace-temps est

100
oft,z,y) =luAL
8(t7)(7 ) v 13 Al

avec

o(t,x,y)

f ——== ) =10 M -B = AM — BL.
Coac<6(t,X7Y) , J

> J —uM +vL uB — vA
0 —L A

L’algebre de 1’équation (2.18) se réduit a



2.3 Coordonnées de Lagrange 21

p ém Y J —uM +vL uB —vA
pu pu” +p puv 0 M _B
pv  puv pv? +p
0 —L A
pe pue + pu pve + pv
pJ 0 0
_ | puJ M —pB
| pvd —pL pA

ped puM — pvL, —puB + pvA

D’ou tous calculs faits le systeme lagrangien qui est constitué de la définition
du changement de coordonnées Lagrange Euler

Ox(t, X,Y) =u, 2(0,X,Y) = X, (2.23)
Oy(t, X,Y) =v, y(0,X,Y) =Y, )
des équations de la dynamique des gaz (2.11) écrites en coordonnés (X,Y)

3t(PJ) =0,
O(pJu) + Ox (pM) + Oy (—pB) = 0,
A (

2.24
p.Jv) + Ox (~pL) + Dy (pA) = 0, (2.24)
Oi(pJe) + Ox (puM — pvL) + dy (pvA — puB) = 0,
et des relations de compatibilité (identité de Piola temps-espace)
O¢J — Ox(uM —vL) — Oy (WA —uB) =0,
dxM — 0y B = 0, (2.25)

—OxL+0yA=0.

Les deux dernieres équations de compatibilité sont triviales, la premiere ne
Iest pas.

En dimension deux on ne peut pas définir de variable de masse comme
cela a été fait en dimension un d’espace. Si cela était possible cela reviendrait
a simplifier la structure du systéme grace a deux variables de masse (X,Y) —
(v, B) définies par

Ox = po0a et Oy = po0g.

Les formules de dérivation composées impliquent alors
{poa =929, + g—ﬁaﬁ,
pods = 53 0a + 5y 09
Par identification

o _ L, 2298 o 98
ax ™ oy Tax " “ay ™

Oa Oa
Oy po = Oy (8_X> = Ox (8_Y> =0.

De méme dx pg = 0. C’est donc que po(X,Y") est une fonction constante. C’est
le cas évident qui ne présente pas d’intérét particulier.

Donc
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2.3.4 Formulation de Hui

Cette formulation des équations de la dynamique des gaz en coordonnées
de Lagrange est 1égerement différente de la précédente. Elle utilise des équa-
tions supplémentaires pour les composantes du gradient de déformation. A
partir de (2.22) on a

O A = Oxu,
8tB = 8)(11,
oL — Dy, (2.26)
8tM = By’U.

Le systeme de Hui est constitué du systeme (2.26) qui est appelé partie
géométrique, et du systeéme (2.24) qui est appelé partie physique. L’équation
algébrique J = AM — BL montre que le systéme de Hui est un systeme fermé.

En comparant avec la formulation précédente, cela montre le fait remar-
quable suivant : il n’y a pas unicité de la formulation des équations
de la dynamique des gaz compressibles en coordonnées de Lagrange
multidimensionnelle.

2.3.5 Dynamique des gaz lagrangienne en dimension trois d’espace

Le gradient de déformation en dimension trois d’espace est

8Xx, 8}/13 8213 ALP
J=1|0xy, Ovyozy | = | BMQ
axz, 6}/2 BZ,Z CNR

Posons J = det(J) et
MR- NQ —BR+CQ BN —CM
cofac(J) = —-LR+ NP AR—-CP —-AN+CL
LQ—-MP —AQ+ BP AM — BM

La matrice Jacobienne de transformation lagrangienne espace-temps est

ot,x,y, z) 110 u
— 0 - , o u=|w
at, XY, Z) ulJ

Alors

cofac t,x,y,2) \ [ J|—u'cofac(])
o, X,Y,Z))  \ 0| cofac(J) ’

L’algebre de 1’équation (2.18) se réduit a

t
N u o pJ 0

pu puu’ + pl (g 1:(;;({?;;’]]) ) = | puJ| p cofac(J)
pe|peut + pu' ped [putcofac(J)
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Le systeme de la dynamique des gaz compressible lagrangien en dimension
trois d’espace est constitué de la définition du changement de coordonnées
Lagrange FEuler

Ox(t,X) =u, x(0,X)=X, (2.27)

des équations de la dynamique des gaz écrites en coordonnés X = (X, Y, Z)
pJ 0

Vix. | puJ| pcofac(J) | =0 (2.28)
ped |pu’cofac(J)

et des relations de compatibilité (identité de Piola temps-espace)

J|—utcofac(J)\
Vt=x'(o sotae) >_0. (2.29)

La premiere équation de (2.29) est non triviale. En dimension trois on ne peut
pas définir de variable de masse.

2.4 Systeme linéairement bien posé et hyperbolicité

La stabilité est une notion absolument essentielle pour I’étude des
systemes physiques évolutifs. Le premier pas dans 1’étude des solutions d’un
systéeme non linéaire de lois de conservation consiste en une étude de sta-
bilité linéaire'. Nous considérons pour cela une petite perturbation autour
d’une donnée constante. Dans le cas ol cette perturbation linéaire est stable
au cours du temps nous dirons que le systeme est linéairement stable. Cette
notion donne immédiatement acces aux vitesses d’ondes.

2.4.1 Stabilité linéaire en dimension un d’espace
Plus précisément nous considérons le systéeme de lois de conservation
U+ 0, f(U)=0, U, f(U)eR™ (2.30)

13 est un premier pas vers le probléme de Cauchy et le probleme de Riemann. En
dimension un d’espace le probleme de Cauchy concerne 'existence et 'unicité de
la solution de I'équation

U(t,z) + 8u f(U(t,z)) = 0

pour une donnée initiale U(0,z) = Up(z). Le probléme de Riemann suppose que
la donnée initiale est d’un type particulier : Uy est une fonction discontinue

Uo(z) = Ug pour x <0, Up(x) =Up pour z > 0.
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Nous faisons I’hypothése que le flux est différentiable et posons
A(UQ) = VUf(U)(UQ) S Ran, Uy € R". (231)

Soit U, une solution perturbée autour d’une valeur Uy, que nous prenons sous
la forme
Ues(t,x) = Up + eV (t,z) + o(e). (2.32)

Nous développons I'équation 0;U. + 9, f(U:) = 0 en puissance de €
(0:Uo + 0o f(Uo)) + € (0:V + 0, (A(Up)V)) + 0(e)

= £ (Q,V + 05 (AUg)V)) + o(e) = 0.

Négligeant les termes d’ordre supérieur, V' est solution d’une équation linéaire

BV (t,z) + AdV(t,z) =0, V(t,z) € R", A€ R™™, (2.33)

Implicitement A = A(Up) = Vy f(Up) est la Jacobienne évaluée en un état
donné Up. L’étude de la stabilité linéaire consiste en ’étude des solutions
bornées de cette équation. Une approche classique consiste a se contenter des
solutions en mode de Fourier-Laplace

V(t,z) =R, W eR”, kekR.
Le vecteur W est solution de I’équation aux valeurs propres

AW =AW, W eR" A= % est a priori complexe. (2.34)

Définition 2 Nous dirons que le systéme (2.33) est fortement mal posé
ssi il existe des valeurs propres X non réelles au probléme (2.584).

Ici fortement mal posé est synonyme de fortement instable. Pour les matrices
réelles, A est valeur propre si et seulement si A est valeur propre. Donc si le
probleme aux valeurs propres (2.34) possede une valeur propre non réelle A,
alors A\ ou A fournit une solution exponentiellement croissante en temps en
e~ Wt = ¢~k Le taux de croissance est d’autant plus grand que k ou —k est
grand. A la limite k£ ou —k est infini. Comme A est indépendant de k, le taux de
croissance des petites perturbations tres oscillantes est arbitrairement grand.
Ceci est la signature d’un probleme mal posé, au sens ou des perturbations
arbitrairement petites ont une influence arbitrairement grande. La définition
complémentaire caractérise le cas ou les perturbations restent controlées.

Définition 3 Nous dirons que le systeme (2.33) est bien posé si et seule-
ment si les valeurs propres A du probléme (2.34) sont toutes réelles.

Les solutions se récrivent V (¢, z) = k@AW W e R, k€ R, A € R. Donc
la valeur propre A est la vitesse de déplacement du mode de Fourier.
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Définition 4 Pour un systéme bien posé les valeurs propres sont les vitesses
d’ondes.

Nous verrons que pour la dynamique des gaz compressibles, la vitesse d’onde
est reliée a la vitesse du son.

Définition 5 Nous dirons que le systeme (2.33) est faiblement bien posé
ssi il est bien posé et l'ensemble des vecteurs propres est incomplet (il mangue
des vecteurs propres).

Un phénomene particulier existe dans le cas faiblement bien posé, lequel
phénomene n’existe pas dans le cas fortement bien posé. En effet pour un
systeme faiblement bien posé, la théorie générale des matrices implique I'exis-
tence de deux vecteurs non nuls W € R” et W € R" tels que

AW = AW et AW = AW + W.

La valeur propre double est A € R. Comme auparavant nous construisons a
partir de W une premiere solution de type Fourier V (¢, z) = e®*# =)W pour
tout k € R pour I'équation 9;V 4+ A9,V = 0. Le point nouveau est 'existence
d’une deuxieme solution de type Fourier. Soit la fonction

V(t,z) = == (W - iktW) .
Or

OV + AB,V = ikeh(@=2) (—)\(W —iktW) — W+ A(W — z’ktW)) = 0.

Donc la fonction V est aussi solution de at‘A/—i—A@m‘A/ = 0. Le taux de croissance
en temps de ce type de solution est affine mais indépendant du nombre d’onde
k. La situation est tres différente du cas fortement mal posé. On ne considere
pas que cette situation releve d’une instabilité physique.

Définition 6 Nous dirons que le systéme (2.33) est fortement bien posé
ou encore hyperbolique ssi il est bien posé et I’ensemble des vecteurs propres
est complet (c’est a dire qu’il y a n vecteurs propres indépendants).

Un critere simple et pratique pour la théorie : si toutes les valeurs propres
sont distinctes alors I’ensemble des vecteurs propres est complet. Nous dirons
alors que le systeme est strictement hyperbolique. Pour les systemes qui
viennent de la mécanique des milieux continus, nous verrons cependant au
chapitre 5 que le cas des vitesses d’ondes multiples (i.e. des valeurs propres
doubles) est trés courant. Des exemples de systeémes linéaires sont présentés
dans la table (2.2).

Pour un systeme de lois de conservation non linéaire, nous retiendrons la
définition
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U 01 U .
O (v) + 0y (_1 0) (v) = 0O|fortement mal posé

U 00 u . . .
O (v) + Oy (1 O) <v> = faiblement bien posé
U 01 U . . .
O (v) + Oy (1 0) <v> = fortement bien posé, hyperbolique

Tableau 2.2. Systemes linéaires

Définition 7 Nous dirons que le systéme non linéaire de lois de conservation
(2.80) est hyperbolique dans un certain domaine §2 C R™ ssi le systéme
linéarisé (2.33) est hyperbolique pour tout Uy € 2. Si de plus toutes les valeurs
propres du linéarisé sont distinctes, nous dirons que le systéme non linéaire
est strictement hyperbolique.

Par définition les équations scalaires (O;u + 0, f(u) = 0, u € R) sont toutes
hyperboliques pour un flux u — f(u) réel et dérivable. La définition prend
son sens pour les systemes d’équations.

2.4.2 Stabilité linéaire en dimension supérieure

L’étude de la stabilité linéaire en dimension supérieure d’espace consiste
le plus souvent a se ramener a la dimension un d’espace. Considérons par
exemple un systeme en dimension deux d’espace

U + 0, f(U) + 0yg(U) =0 (2.35)

dont les flux U — f(U), g(U) sont différentiables. On se rameéne a la dimension
un d’espace en supposant que U est invariant dans la direction ¢’ (qui s’obtient
par une rotation des axes)

{x’:cos@:z:+sin9y, {:z::cosﬂzz:’—sinGy’, 0eR

y' = —sinfzx + cos Oy. y = sinfx’ + cosfy’. ’
L’hypothese d’invariance s’écrit d,/,»U = 0 ou encore
U(t,z,y) = Us(t,a").

On est alors ramené au cas de la dimension un d’espace dans la direction z’

0 Uy + 8m/f9(U9) =0, fg(Ug) = COS of(Ug) + Sin@g(Ug). (2.36)
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Définition 8 Nous dirons que le systéme en dimension deux d’espace (2.35)
est linéairement bien posé (resp. mal posé, faiblement bien posé) si et seule-
ment si le systéme en dimension un d’espace (2.36) est linéairement bien posé
(resp. mal posé, faiblement bien posé) pour toute valeur de 6 € R.

Pour établir le caractere linéairement bien posé d’une systeme donné, il
suffit de ce fait d’étudier I’équation aux valeurs propres

AgW =AW, W eR"™ A= % est a priori complexe (2.37)

avec
Ap =cos0A +sindB, A=VyfU), B=VygU).

En pratique deux cas se présentent. Le premier cas correspond aux systemes
qui sont eux-mémes invariants par rapport aux rotations des coordonnées d’es-
pace. Le systeme de la dynamique des gaz eulérienne est de ce type. Dans ce
cas I'étude de la stabilité en dimension supérieure n’apporte pas d’informa-
tion supplémentaire par rapport a la dimension un d’espace. Le deuxieéme
cas correspond aux systemes dont I'invariance par rapport aux rotations des
coordonnées d’espace est plus subtile a étudier. Le systeme de la dynamique
des gaz lagrangienne est de ce type. Ces deux cas sont détaillés dans la section
suivante.

O Y + Ox 00 %) = 0| faiblement bien posé
v 10 v

U 00 U . .
O (v) + Oy (1 0) (v) = 0| fortement bien posé

plus d;u=0at=0

Tableau 2.3. Un exemple de systéeme linéaire faiblement bien posé au sens de la
définition 5, mais fortement bien posé pour une donné initiale bien choisie

Cependant la définition 8 n’est pas nécessairement bien adapté a 1’étude
de la stabilité linéaire en dimension supérieure. En effet ’approche de stabilité
linéaire en dimension un d’espace proposée considere des perturbations petites
mais quelconques. Voir 1’équation (2.32). Dans le cas olt des contraintes de
type divergence font partie intégrante du systeme, 1’étude des petites per-
turbations doit respecter ce principe pour que le sens physique soit correct.
Enoncé autrement il nous faudrait alors ajouter des conditions de divergence
nulle pour les petites perturbations admissibles, ce qui modifierait bien str
I’analyse de stabilité du systeme en dimension une d’espace. Voir la table 2.3
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pour un exemple simple. Pour cet exemple on a d,u = 0 & t = 0. Comme
Oyu = 0 alors d,u = 0 pour tout temps ¢ > 0. Donc v(t, x) = v(0, x).

2.5 Exemples de calcul des vitesses d’onde

Le trafic routier

Soit ’équation du trafic routier (2.4) linéarisée autour d’une densité de
référence po : pe(t,x) = po +eu(t, z) + o(e). Au premier ordre I’équation pour
la perturbation linéaire est

Orpt 4+ alppn = 0, a:umax(1—2 po )

Pmax

La vitesse d’onde est A = a. La solution est u(t,z) = p(x — at). Soit p. la
densité critique
_ Pmax

pc = o
Pour une densité de véhicule p < p¢ alors a > 0 et inversement pour p > pc
alors a < 0. Il s’ensuit que les petites perturbations remontent en sens inverse
de la circulation pour une densité forte et avancent dans le méme sens que
les véhicules pour une densité faible. Cela introduit une distinction entre la
vitesse des véhicules qui sont des particules matérielles et la vitesse des petites
perturbations en densité qui ne sont pas des particules matérielles. Voir la
figure 2.8.

Fig. 2.8. Petites perturbations pour le trafic routier : py < pc < po
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Le systéme de St Venant

Lemme 3 Le flur du modéle de Saint Venant (2.6) est différentiable pour
h # 0. Le modeéle est strictement hyperbolique pour h > 0. Il est linéairement
fortement mal posé pour h < 0.

Remarquons que h < 0 correspond a des hauteurs d’eau strictement négatives
qui n’ont pas de réalité physique. Posons a = h et b = hu. Le flux du modele

(2.6) est f(a,b) = < b > On a

b2 g .2
a+2a

0 1 2b b2 ,
A‘(—Z—Z+ga2§)’ tr(4) = — =2u, det(4) = — — ga=u’ - gh.

Les valeurs propres sont solutions de A% — tr(A)\ + det(A4) = 0. D’ott

2 _ 2 _
2 ORI o

A 2

Pour h > 0 les valeurs sont distinctes donc le systeme est strictement hyper-
bolique. Finalement h < 0 implique ¢ € iR*. Donc les valeurs propres sont
complexes conjuguées et le systeme est linéairement fortement mal posé!?.

On retiendra que plus la hauteur d’eau h est grande, plus la vitesse c est
grande. En supposant que la hauteur d’eau dans l'océan est de 4000 m, on
obtient l'ordre de grandeur de la vitesse de propagation des tsunamis dans
locéan

¢~ v/9.81 x 4000 ~ 200ms~ ! = 720km h~".

La dynamique des gaz compressibles en dimension un

Lemme 4 Soit le systéme de la dynamique des gaz compressibles (2.10) avec
la loi de pression de gaz parfait polytropique (2.9) pour une masse volumique
positive ou nulle. Alors : a) le flux est différentiable ssi p > 0, et b) le modéle
est strictement hyperbolique pour e > 0. 1l est linéairement fortement mal posé
pour € < 0.

Le signe de la masse volumique ne joue pas de role. En effet on peut changer p
en —p formellement sans probleme (avec pu — —pu et pe — —pe). Cela est dit
a la loi de gaz parfait. Pour d’autres lois d’états I’hyperbolicité peut dépendre

4 Bien que cela ne corresponde pas & la définition choisie, nous pouvons étudier
la limite de la matrice Jacobienne du systéeme de St Venant pour h — 07. Soit
Ao = limy,_, g+ A. Alors Ag # ulyq. Donc Ap n’est pas diagonalisable et ne peut a
fortiori posséder deux vecteurs propres. 1l s’ensuit que méme en étendant la notion
d’hyperbolicité, on aboutirait & la méme conclusion : le systéme ne posséde pas
la propriété de stabilité linéarisée de la définition 6 pour h = 0.
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de p. En tout état de cause, les données physiques correspondent a

p=0.
Posons a = p, b = pu et ¢ = pe. Le flux du modele est

b2 b2
;4—(’7—1)(0—%

N——
I
w
.
=
gg"
4
—
2
|
—
S—
)

f(a7b’c):
3 _ 3
bk (- (- ) =t - 208

La matrice Jacobienne du flux est

0 1 0
_ 2
A= L Gogt (-1
¢ 3y=3b2 b

3
e+t -DEri-Tew e
Les invariants de A sont!'®

o ,b =y 4607 c .9
tr(A) = 35 =3u, A2(A)= —s 2 — (v — 1)5 =3u’ —y(y — 1eu

et

R e A

be
det(A) 5 -5 = u® —~y(y = 1)e.

Le probleme aux valeurs propres est
A —3uN? + (3u? — y(y — D) —u® +y(y — 1)e = 0.
Une valeur propre évidente est A = u. D’ou
A —u) (A = 2ul +u? —y(y — 1)) = 0.

Donc les valeurs propres sont

M=u—c¢, d=u, A=u+ec, c=+v(y—1e

Pour € > 0 le systéeme est strictement hyperbolique et pour ¢ < 0 il est

linéairement fortement mal posé!S.

Application numérique

Pour un gaz parfait on a ¢ = \/y(y — 1)e = , /%. Cette loi relie 3 gran-

deurs macroscopiques p, p, ¢ a une grandeur ~ qui est fonction de la structure

15 As(A) est la somme des mineurs de taille deux.

16 Méme remarque que pour le systéme de St Venant des eaux peu profondes. Pour
e =0et u#0 la limite p — 0 de la matrice Jacobienne n’est jamais identique
a ul. Bien que toutes les valeurs propres tendent vers la méme limite, la matrice
Jacobienne limite n’est pas proportionnelle & 'identité.
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microscopique du gaz. Deux grandeurs macroscopiques p et p se mesurent par
des expériences statiques et une ¢ se mesure par une expérience dynamique.
Cela donne lieu a une application numérique. La masse volumique de l'air au
sol est

p=128x10% gm™3.

La pression de ’air au sol est

p=1atm = 1.013 bar = 1.013 x 10°Nm 2

= 1.013 x 10° (kgm®s™?) m~? = 1.013 x 10%gm™~'s 2.

c=, /% ~ 332.88ms "

En suivant Newton et Poisson on aurait pu négliger la dépendance de la
pression par rapport a la température et a se contenter d’une approximation
isotherme (loi de Boyle)

Donc

p=Cp.

En adaptant le calcul des ondes pour le systeme de St Venant, on trouverait
e~ V0 = \/§ ~ 281.31ms ™.
p

qui bien str ne correspond pas aux mesures. Cette application numérique
constitue en elle-méme une justification a posteriori de 'hypothése de gaz

parfait p = (y — 1)pe.

La dynamique des gaz compressibles en dimension supérieure

Nous considérons le systeme de la dynamique des gaz compressible en
dimension deux d’espace (2.11) et étudions la stabilité linéaire. Supposons,
comme cela est proposé a la section 2.4.2 que la solution soit invariante dans
la direction

/

y = —sinfx + cos y.
L’équation (2.36) s’écrit (2’ = cos Oz + sin Oy)

P p(cos Ou + sin Hv)
al P 4o, p(cos Bu + sin Bv)u + p cos b _0
oo v p(cos u + sin fv)v + psin § '
pe p(cos Bu + sin v)e + p(cos fu + sin Gv)

Il parait judicieux de définir

ug = cosBu + sin v, vy = — sinfu + cos Ov.
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On obtient en combinant les deuxieme et troisieme équations du systeme
précédent

P pug
2
Ot phe + Oy pus+p = 0.
PUg PUHVg
pe puge + pug

Nous retrouvons le systeme de la dynamique des gaz a deux composantes
de vitesse, mais écrit dans une direction particuliere. Cela met en évidence
I'invariance par rotation du systeme de la dynamique des gaz compres-
sibles. A partir de 1a, il est aisé de reproduire les calculs de vitesse d’ondes
du lemme 4. Cela est laissé au lecteur. On trouve que la matrice Jacobienne
pour le flux est diagonalisable & valeurs propres et vecteurs propres réels.
Une méthode différente de calcul des valeurs propres et vecteurs propres est
proposée au chapitre 5. Les valeurs propres sont

A =uUg—C, Ay = A3 = Uy, \y = Ug +c.

Le cas lagrangien

L’hyperbolicité des équations de la dynamique des gaz lagrangienne est
moins évidente. Nous partons, pour des raisons de simplicité, de la formula-
tion de Hui en dimension deux d’espace et étudions la stabilité de solutions
invariantes par rapport a Y

9 (pJ) =
(pJu)ﬁ-ax(pﬂl)—-O

Or(pJv) + Ox (—pL) =0,

Or(pJe) + Ox (puM — pvL) = 0,

A — Dy — 0. , J=AM - BL.
6tB — ax’l} = 0,

oL =

oM =

La donnée initiale est telle que A= M =1, B=L =0 et pJ = po(X). On
utilise 7 = p~!. On peut simplifier en

P00y — Oxu =0,
poOiu + Oxp =0,

podre + Ox (pu) =0, . (2.38)
poatU = 07
6,53 — 6X'U =0.

Deux cas se présentent.

La dimension un d’espace : on considére une situation vraiment monodimen-
sionnelle, ce qu’on caractérise par v = 0. Auquel cas on est ramené au
systeme
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pQBtT — BXu = O,
poOiu + dxp =0,
poore + Ox (pu) = 0,

Pour une loi p = p(p, e) la matrice Jacobienne est

0 -1 0
A=— DPr —UPe  Pe
PO\ up- p — up. up.

Le polynéme caractéristique est det(A — M) = —\3 — ”T;#/\ = 0 dont
0
les racines sont

N = _VTPr PP A a4 VTPr PP
- 9 2 — Y 3 .

Po Po

Dans le cas général les trois valeurs propres sont distinctes. La matrice A
possede trois vecteurs propres réels.

La situation vraiment bidimensionnelle : & présent v # 0 est admissible. La
matrice Jacobienne du flux de (2.38) est

0O -1 0 0 0

1 pr  —upe pe —upe 0

B =— | up; p— v’p. up. —uvp. 0
POl o 0 0 0 0

0 0 0 -1 0

Le polynome caractéristique est det(B — \I) = A\2det(A — \I). Les valeurs
propres de B comptées sans leur ordre de multiplicité sont aussi celles de
A. En tenant compte de I'ordre de multiplicité on a

MM <0, NP = DB =XP =) =0, N =) >0

Le probleme se pose avec les vecteurs propres pour la valeur propre mul-
tiple nulle. Posons = = (x1, 2,23, %4, x5). L’équation pour les vecteurs
propres associés a la valeur propre nulle est

—T2 = 07

PrT1 — UPT2 + PeT3 — vpeT4 = 0, x2 =0,

up, 1 — uPpoxo + upers — uvpxy =0, < { pra + pag =0,
0=0, x4 = 0.

—Ty4 = 07

Ces trois contraintes linéaires sont indépendantes dans le cas général
(pr,pe) # (0,0). Lespace des vecteurs propres associées & la valeur propre
nulle est de dimension deux. Il manque donc un vecteur propre. La matrice
B n’est pas diagonalisable.
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Nous déduisons de cette étude.

Lemme 5 Le systéme de la dynamique des gaz lagrangienne n’est que faible-
ment hyperbolique en dimension d’espace supérieure d un.

La structure de la matrice B montre que ce sont les inconnues géométri-
ques en dimension supérieure qui sont la cause de cette perte d’hyperbolicité
forte. Un discussion de ce point se trouve dans [H06]. On renvoit & la section
7.6.9 pour une discussion des conséquences sur la convergence numérique des
méthodes lagrangiennes en dimension d > 2.

2.6 Exercices

Exercice 1

Soit I’équation dsu + J,f(u) = 0 avec f”(u) # 0 pour tout u. On dit que
le flux est vraiment non linéaire!”. Trouver une fonction u — (u) telle que
v = p(u) est solution de I’équation de Burgers

’U2
dv + 8, <7> =0. (2.39)

Exercice 2 o

On considere le modele de St Venant avec g = 0. Ce modele est appelé modele
des gaz sans pression

Oy (hu) + 0, (hu?) = 0.

Montrer que le modele des gaz sans pression est faiblement hyperbolique.
Montrer que u satisfait & I’équation de Burgers (une hypothese implicite est
que la solution est réguliére).

Exercice 3

Nous reprenons la technique de linéarisation, cette fois autour d’une solution
scalaire u(t, ) non constante. On pose uc(t,z) = u(t, z) + cv(t,x) + o(e). On
suppose que

Owu+ Oy f (u) = Opue + 0p f (ue) = 0.

Montrer que le couple (u,v) est solution du systeme

o, (“) + ( F(w) ) —0, a(u) = f'(u). (2.40)

v a(u)v
Montrer que le systéme est faiblement hyperbolique pour o’ (u)v # 0.

17 Le contre-exemple est f = au, a € R donné.
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Exercice 4 o

Nous étudions la robustesse du concept d’hyperbolicité. Soit le systeme 0;U +
0, f(U) = 0. Nous supposons que le systéme est strictement hyperbolique.
Soit U + f-(U) une suite de flux tels que f. tend vers f dans C*. Montrer
que le systeme

U 4+ 0, f-(U) =0

est strictement hyperbolique pour € assez petit.
Exercice 5

Nous revenons sur I’exercice précédent. En revanche nous supposons que 0;U +
0, f(U) = 0 est linéairement fortement mal posé. Montrer que 0, U+0, f- (U) =
0 est linéairement fortement mal posé pour ¢ assez petit.

Exercice 6

Nous considérons le systeme linéaire

Owu +e(adyu + bdv) =0,
Ov + Opu +£(cOyu + doyv) = 0,

(a,b,c,d) sont des réels donnés avec b < 0. Montrer que pour € > 0 assez
petit, le systeme est strictement hyperbolique, et que pour € < 0 assez petit le
systéme est fortement mal posé. Comparer avec les deux exercices précédents.

Exercice 7

Partir du systeme de la dynamique des gaz en coordonnées de Lagrange et

montrer que
2.2 op Ip

I p85|7"

Prendre les caractéristiques de la loi d’état de I'eau et en déduire que
¢~ 1500ms~".

Exercice 8

En reprenant ’exercice précédent, montrer que la loi de van der Waals présente
une zone d’instabilité située a l'intérieur de la zone de stabilité.

Exercice 9

On part du systeme de la dynamique des gaz eulérien en dimension un d’es-
pace. Soit une translation du référentiel a vitesse variable en temps

t' =t ainsi que 9yz'(t, X) = v(t) avec (0, X) = X.

Montrer que ’on a
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8t/p + Oy ( I) =0,
O (pu') + Oz (p(u/ )2 +p) = pg(1),
O (pe) + v3 (pe) + 0nr (pue + pu) = pg(t)u’

Les quantités ’ sont évaluées dans le référentiel en mouvement. L’accélération
est g(t) = Lu(t).

Exercice 10 e

On reprend la preuve d’invariance galilénne avec une méthode plus systéma-
tique en appliquant le théoreme 2.1. On considere donc le changement de
référentiel (2.12) ot v est une vitesse de translation donnée.

Montrer que la comatrice de la transformation espace-temps (2.12) est

i = (7).

P pu
A= | pu pu®+p
pe pue + pu

Soit la matrice

ainsi que le systeme des gaz compressibles V; ;A = 0. Montrer que l'on a
aussi Vy o (A X cof(M)) = 0. Soit la matrice

100
T=|( v 10
%vl

Montrer que le systeme de lois de conservation Vy . (T'x A X cof(M)) =0
est identique au systéme de la dynamique des gaz dans le référentiel (¢/,2").
On comparera avec le résultat du lemme 1.

2.7 Notes bibliographiques

Le modele du trafic routier LWR fait référence aux travaux de Ligh-
thill [L78], Whitham [W74] et Richards. La possibilité d’écrire de maniére
systématique les équations eulériennes sous forme lagrangiennes est connue de-
puis longtemps, on pourra consulter [D00] pour une référence mathématique
moderne. Voir aussi [W87]. L’utilisation d’équations lagrangiennes pour la
dérivation systématique de méthodes numériques de type lagrangien ou quasi-
lagrangien a été initiée dans les travaux de Hui et de ses collaborateurs
[HL90, HLL.99, HKO01, HO06] (c’est pourquoi on propose d’appeler la formu-
lation fermée par les équations d’évolution du gradient de déformation for-
mulation de Hui), puis reprise par [L02] et [DMO05]. De maniére surprenante
il est souvent considéré que l’écriture des équations sous forme lagrangienne
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instationnaire est une tache difficile [S96]. Voir [D] pour un développement
récent autour des systeme de lois de conservation possédant 'invariance ga-
liléenne. La stabilité et I’hyperbolicité sont développés dans maints ouvrages
maintenant classiques, citons juste [GR91, S96, D0O0].



