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6 Reibungsdruckverlust inkompressibler Fluide
in Rohren

Dieses Kapitel behandelt die Ahnlichkeitsgesetze und Kriterien fiir Modellversu-
che. Die Stromungsbereiche werden mit der Reynolds- und Froudezahl bestimmt.
Bei reibungsbehafteter Stromung inkompressibler Fluide wird die Energiebilanz-
gleichung aufgestellt. Fiir den Reibungsdruckverlust bei laminarer und turbulenter
Stromung in glatten und rauen geraden Rohrleitungen kreisformigen Querschnitts
werden Gleichungen hergeleitet und angewendet. Die Berechnung der Rohrrei-
bungskoeffizienten wird auf gerade Leitungen nicht kreisférmiger Querschnitte er-
weitert.

6.1 Einleitung

Die Einfithrung der Viskositét zeigte, dass eine Kraft aufgewendet werden muss,
um eine Fluidschicht mit konstanter Geschwindigkeit zu bewegen. Diese Kraft wird
zur Uberwindung der Reibung der mit unterschiedlicher Geschwindigkeit strémen-
den Fluidteilchen miteinander und der Reibung der Fluidteilchen an der Oberfléche
der Winde benoétigt. Bei idealen Fluiden stromen alle Teilchen mit gleicher Ge-
schwindigkeit. Die Reibung innerhalb des Fluids und die Reibung des Fluids an der
Oberflache fester Korper verdndern die GesetzméBigkeiten, die flir ideale Fluide
hergeleitet wurden.

Diese GesetzmaBigkeiten konnen bis auf wenige Ausnahmen fiir reibungsbehaf-
tete Stromung analytisch nicht hergeleitet werden. Sie sind, auf Messungen basie-
rend, empirisch zu bestimmen. Soll eine fiir alle Fluide und alle Randbedingungen
giiltige GesetzméBigkeit empirisch hergeleitet werden, miissen bei den Messungen
alle Grofen, die die GesetzméBigkeit beeinflussen, variiert werden. Die Zahl der
notwendigen Messungen kann sehr grof3 sein. Dies wird am Beispiel der Druckéin-
derung in einem langen, geraden, waagerechten Rohr konstanten Querschnitts ge-
zeigt. Bei der Stromung eines idealen Fluids durch das Rohr bleibt der Druck kons-
tant. Aus Erfahrung wei3 man, dass bei der Stromung eines realen Fluids durch ein
Rohr eine Druckabnahme stattfindet. Diese Druckabnahme ist der Reibungsdruck-
verlust. Er wird von folgenden sechs Stromungsgréfien beeinflusst: Stromungsge-
schwindigkeit ¢, dynamischer Viskositét des Fluids 1, Dichte des Fluids p, Rohr-
durchmesser d, Rohrrauigkeitshohe & und Rohrlénge /. Bei jeweils 10 Variationen
der einzelnen EinflussgroBen bendtigt man 10° Messungen. Die Durchfiihrung ei-
ner solch groflen Anzahl von Messungen ist in einem verniinftigen Zeitrahmen un-
moglich. Aus diesem Grund versucht man, Ahnlichkeiten zu finden, mit denen aus
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einer Messung die unter bestimmten Bedingungen ermittelten GesetzméaBigkeiten
auf andere Bedingungen tibertragen werden konnen. Insbesondere will man im La-
bor aus Messungen kleinen Maf3stabs GesetzméBigkeiten fiir Bedingungen in der
Wirklichkeit finden.

Im Fall der reibungsbehafteten Rohrstromung stellte man fest, dass der Druckver-
lust proportional zur Rohrlinge ist. Aulerdem fand man heraus, dass sich Rohre mit
dem gleichen Verhiltnis der Rauigkeitshohe zum Rohrdurchmesser &/d beziiglich
Reibungsdruckverlust gleich verhalten. Damit miissen fiir verschiedene Rohrldngen
keine Messungen durchgefiihrt werden. Die Variation der Rauigkeitshohe muss nur
noch fiir einen Durchmesser erfolgen. Mit diesen Vereinfachungen sind aber immer
noch 10* Messungen notwendig. Da man sich nicht nur auf die Strémung in langen,
geraden und waagerechten Rohren beschrénkt, sind fiir die jeweiligen Stromungs-
bedingungen noch mehrere Variable zu berticksichtigen. Deshalb wurden Gesetz-
maBigkeiten gesucht, bei denen zwei Stromungen als physikalisch &hnlich betrach-
tet werden konnen. Diese Gesetze nennt man Ahnlichkeitsgesetze (similitude). Mit
ihrer Hilfe kann die Zahl der EinflussgrofSen wesentlich reduziert werden.

6.2 Ahnlichkeitsgesetze und Kennzahlen

Zwei Stromungen mit wirklichen Fluiden sind dann physikalisch dhnlich, wenn fol-
gende Voraussetzungen erfiillt sind:

» alle Langenabmessungen weisen die gleiche Proportionalitit auf
» alle Oberflachenbeschaffenheiten weisen die gleiche Proportionalitit auf
+ alle Stromungskréfte weisen die gleiche Proportionalitét auf.

Beziiglich der Langenabmessungen bedeutet Proportionalitit Folgendes: Wird
z. B. der Durchmesser d als charakteristische Grofe fiir die Strdmung ausgewéhlt,
verhalten sich die anderen Langen /, die Querschnitte 4 und die Volumina V folgen-
dermafen:

l AI — CZI2 I/I — d13

d, 1, 4, d v, & 6.1)
Zur Beschreibung der Oberflichenbeschaffenheit wird die mittlere Rauigkeits-

hohe k verwendet. Ihre Dimension ist die Linge. Damit muss fiir die Ahnlichkeit die

gleiche Proportionalitit wie filir die Ldngenabmessungen gelten:

U |_&

— kl

=7 6.2
Lk (6.2)

Die auf eine Stromung wirkenden Krifte sind die Reibungskraft /7, die Druck-
kraft F und die Trigheitskraft /' . Sind zwei Strémungen dhnlich, miissen alle drei
Krifte gleiche Proportionalitat aufweisen.



6 Reibungsdruckverlust inkompressibler Fluide in Rohren 107

Fo _Tn _Fa 63)
FRZ Fp2 Fa2 ’

Die geometrische Summe der Reibungs- und Druckkraft ist die Trégheitskraft.
Daher geniigt es, wenn zwei der Krifte gleiche Proportionalitéit aufweisen.

6.2.1 Reynoldszahl

Die Reynoldszahl Re (Reynolds number) wird als Verhdltnis der Trigheitskraft zur
Reibungskraft definiert. Diese Kennzahl wurde vom englischen Physiker Osborne
Reynolds zum ersten Mal angegeben.

Die Reibungskraft kann aus der Definition der Viskositdt bestimmt werden.

— —_ Cx
F,=A= AW% (6.4)

Unter Beriicksichtigung der Proportionalitdt der Langen ist das Verhiltnis der
Reibungskrifte zweier Stromungen:

e

By _ X d, [, [¢,
FRZ Az mlz ddu; 2 dz |]]2 El?z (6'5)
2

Die Tragheitskraft ist das Produkt aus Masse und Beschleunigung. Damit gilt fiir
die Proportionalitit der Tragheitskréfte:

F, _ Al G,

FaZ pZ |]/2 BZZ (66)

Die Beschleunigung a lésst sich aber auch als ¢*/I bzw. ¢?/d angeben. Unter Be-
riicksichtigung der Proportionalitdt der Langen erhdlt man:

Fy _p e

6.7
F, p,d @ (©6.7)

Mit den Gln. (6.4) bis (6.7) bekommt man fiir das Verhiltnis der Tragheits- zur
Reibungskraft:

o L, Cp -5 Ld, Cp,
n T,

Die Reibungs- und Trégheitskréfte und damit auch die Druckkrifte zweier Stro-
mungen haben die gleiche Proportionalitit, wenn das Produkt der Stromungsge-
schwindigkeit, der typischen Lénge und Dichte, geteilt durch dynamische Viskosi-

(6.8)



108 6 Reibungsdruckverlust inkompressibler Fluide in Rohren

tat, in beiden Stromungen gleich ist. Diese Grof3e ist dimensionslos und wird Rey-
noldszahl Re genannt.

=— (6.9)

Gemal Herleitung ist die Reynoldszahl das Verhéltnis der Tragheits- zu Rei-
bungskriften in einer Stromung.

Zwei Strémungen gleicher Reynoldszahl haben beziiglich der auf sie wirken-
den Krdfte die gleiche Proportionalitit.

Die Reynoldszahl ist die wichtigste Kennzahl, um reibungsbehaftete Stromungen
zu untersuchen. Wie in den nichsten Kapiteln gezeigt wird, konnen mit ihrer Hilfe
sehr einfach Reibungsgesetze und Grenzen der Stromungsformen beschrieben wer-
den.

6.2.2 Froudezahl

Wenn in einer Stromung die Schwerkraft zusitzlich einen wesentlichen Einfluss
hat, muss sie bei dhnlichen Stromungen die gleiche Proportionalitdt haben wie die
Tréagheitskraft. Dies ist der Fall, wenn das Geschwindigkeitsquadrat, geteilt durch
das Produkt der typischen Liange und der Erdbeschleunigung in beiden Stromungen
gleich grof ist.

o _ &
dilg 4,0

Diese GroBie wird Froudezahl Fr (Froude number) genannt. Sie ist das Verhaltnis
der Tragheits- zur Schwerkraft.

(6.10)

Zwei Strémungen, in denen die Schwerkraft eine wesentliche Rolle spielt, sind
dann dhnlich, wenn sie die gleiche Froudezahl haben.

Neuerdings wird die Froudezahl Fr als Wurzel des Krafteverhéltnisses definiert.

c

@ (6.11)

Fr=

6.2.3 Eulerzahl

Eine weitere wichtige Kennzahl ist die Eulerzahl Eu. Sie ist das Verhiltnis der
Druckkraft zur Tragheitskraft. Dabei wird die Trigheitskraft durch den dynami-
schen Druck représentiert.
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Eu:pl_’gz - 402
ple plé (6.12)
2 2

Die Eulerzahl kommt hauptsichlich bei der Untersuchung der durch Reibung ver-
ursachten Druckénderungen zur Anwendung. Sie figuriert dann unter den Bezeich-
nungen Reibungsziffer, Reibungszahl oder Reibungskoeffizient.

Zwei weitere wichtige Kennzahlen, die spéter noch besprochen werden, sind die
Machzahl und Weberzahl.

6.2.4 Modellversuche

Wie schon erwidhnt, muss man durch Messungen die Gesetzmafigkeiten der Stro-
mung wirklicher Fluide empirisch herleiten. Am Beispiel des Reibungsdruckver-
lustes in einem langen, geraden, waagerechten Rohr waren fiir 10 Variationen der
einzelnen EinfluBgréBen 10° Messungen notwendig. Damit bei der Bestimmung des
Druckverlustes physikalisch dhnliche Stromungen herrschen, geniigt es, die Rey-
noldszahl und das Verhiltnis der Rauigkeitshohe zum Durchmesser zu variieren.
Bei sehr kurzen Rohren (/ = d) miisste noch das Verhéltnis des Durchmessers zur
Lange beriicksichtigt werden. Damit reduziert sich die Anzahl der Versuche we-
sentlich. Aus Messungen mit Rohren kleineren Durchmessers kann bei gleicher
Reynoldszahl und gleichem Verhéltnis der Rauigkeitshohe zum Durchmesser auf
die GesetzmaBigkeit fiir grole Rohre geschlossen werden. Dies gilt auch bei kom-
plexeren Problemen wie z. B. bei der Bestimmung des Luftwiderstands von Flug-
zeugen, bei der Ermittlung der Windkréfte auf Gebaude, bei Krafteinwirkungen auf
die Schaufeln von Stromungsmaschinen usw. Mit relativ kostengiinstigen Modell-
versuchen konnen die fiir die Wirklichkeit entsprechenden Grofien bei gleicher Rey-
noldszahl bestimmt werden. Spielt die Schwerkraft eine wesentliche Rolle, muss
beim Modellversuch auch die Froudezahl gleich grof3 sein. Dies ist bei der Unter-
suchung der Stromung von Gewissern, Auslaufvorgingen aus Behéltern usw.
wichtig.

Die Modellversuche (model tests) werden in Wind-, Wasser- und Schleppkandlen
durchgefiihrt. Bei Verwendung der gleichen Reynolds- und Froudezahl kann aus
dem Modellversuch auf die Krifteverhéltnisse, Driicke und Stromlinienverldufe in
der Wirklichkeit geschlossen werden.
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BEISPIEL 6.1: Untersuchung des Luftwiderstands eines Autos am Modell im
Windkanal

An einem Modell im Windkanal wird das Verhalten eines Autos beziiglich des Luft-
widerstands untersucht. Im Windkanal erreicht man die Stromungsgeschwindigkeit
von 200 m/s. Die charakteristische Lange des Autos ist seine Lange in Fahrtrich-
tung. Das Widerstandsverhalten soll bis zu einer Geschwindigkeit von 180 km/h
untersucht werden. Welchen MaBstab darf das Modell haben?

Losung

Schema Siehe Skizze

Annahmen

* Die fiir die Ahnlichkeit maBgebliche Kennzahl ist die Reynoldszahl.
e Die Luft ist inkompressibel.

Analyse

Der Fahrtwind fiir das Auto und das Fluid im Windkanal sind jeweils Luft. Bei
gleicher Temperatur und gleichem Druck ist die kinematische Viskositit fiir das
Original und Modell identisch. Um die gleiche Reynoldszahl zu erreichen, miissen
die Geschwindigkeiten umgekehrt proportional zur Lange des Fahrzeugs sein. Die
zu untersuchende Geschwindigkeit des Autos ist 180 km/h, was 50 m/s entspricht.
Im Windkanal werden Geschwindigkeiten bis zu 200 m/s erreicht. Sie sind viermal
grofler als die des Originals. Die Lénge des Modells kann so ein Viertel des Origi-
nals sein.

Der zu verwendende Mafstab ist 1 : 4.

Diskussion

Durch die Verwendung eines kleineren Modells konnen die Kosten fiir den Ver-
such wesentlich reduziert werden, auerdem verringern sich die Investitions- und
Betriebskosten (Energie) fiir den Windkanal.

BEISPIEL 6.2: Modellversuch an einem Ventil

Anhand eines Modells mit dem Durchmesser von 150 mm soll ein Ventil fiir die
Kanalisation mit DN1500 gestestet werden. Im Original stromen 1,5 m?/s Wasser.
Beim Versuch entspricht die Temperatur des Wassers der des Originals. Bestimmen
Sie die Stromungsgeschwindigkeit im Modell und Original, aulerdem den Volu-
menstrom im Modell.
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Losung
Annahmen

* Die fiir die Ahnlichkeit maBgebliche Kennzahl ist die Reynoldszahl.
* Das Wasser ist inkompressibel.

Analyse

Da die Versuche mit dem Modell bei der gleichen Temperatur durchgefiihrt
werden wie jene, bei der das Original arbeitet, ist die kinematische Viskositat fiir
beide Fille gleich grof. Um die gleiche Reynoldszahl zu erreichen, muss die Ge-
schwindigkeit im Versuch umgekehrt proportional zum Durchmesser, also zehnmal
grofler sein. Im Original betrdgt die Geschwindigkeit:

co =V /A=A (Td*) = 0,849 m/s

Im Modell ist die Geschwindigkeit zehnmal grdoBer, also: 8,49 m/s.
Da sich der Stromungsquerschnitt quadratisch zum Durchmesser verhélt, ist der
Volumenstrom zehnmal kleiner als im Original.

Diskussion

Trotz vergroBerter Geschwindigkeit kann der Massenstrom wesentlich verringert
werden, was die Kosten der Versuche und die Groe der Versuchsanlage erheblich
dezimiert. Dies wird erreicht, weil in der Reynoldszahl der Durchmesser die cha-
rakteristische Lange ist. Die Verkleinerung des Durchmessers verlangt zwar die
proportionale Erhohung der Geschwindigkeit, der Stromungsquerschnitt wird aber
quadratisch verkleinert, was eine lineare Verringerung des Volumenstromes zur
Folge hat.

6.2.5 Stromungsformen

Bei der Strdmung von Fluiden wurden Strémungsformen (flow patterns), die ver-
schiedenen GesetzméBigkeiten gehorchen, beobachtet. In geschlossenen Kanélen
und bei der Umstromung feststehender Korper unterscheidet man zwischen lami-
narer und turbulenter Stromung. Bei laminarer Stromung, auch Schichtenstromung
genannt, bewegen sich die Fluidteilchen in einem Rohr parallel zur Rohrachse, da-
mit haben sie senkrecht zu ihr keine Geschwindigkeitskomponenten. Bei turbulen-
ter Stromung in einem Rohr hat ein Fluidteilchen eine Hauptgeschwindigkeit in
Richtung Rohrachse, der aber zusiétzliche, zeitlich variierende Geschwindigkeits-
komponenten in allen Strdmungsrichtungen iiberlagert sind. Die Reynoldszahl ist
das Verhéltnis der Triagheitskréifte zu den Reibungskriften. Durch diese Krifte wird
die Querbewegung in der turbulenten Strdmung verursacht. Deshalb eignet sich die
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Reynoldszahl zur Unterscheidung der Stromungsformen. Sie werden am Beispiel
der Rohrstromung und der Umstrdmung einer Kugel besprochen.

In offenen Kanilen mit freier Fliissigkeitsoberfldche treten bei der Stromung von
Fliissigkeiten ebenfalls zwei verschiedene Stromungsformen auf, die durch die
Froudezahl unterschieden werden.

6.2.5.1 Stromungsformen im Rohr

Je nach GroBe der Reynoldszahl tritt in einem Rohr entweder laminare oder turbu-
lente Strémung auf. Dies kann mit einem Farbstrahl demonstriert werden (Bild 6.1).
Bringt man in eine Rohrstromung das gleiche, aber geférbte Fluid ein, bleibt in einer
laminaren Stromung der Querschnitt des gefarbten Fluids konstant und vermischt
sich nicht mit dem {ibrigen Fluid. Bei der turbulenten Stromung wird als Folge der
Querbewegung der Farbstrahl aufgerissen und das Fluid im gesamten Rohrquer-
schnitt eingefarbt. Die laminare Stromung weist ein parabelformiges Geschwindig-
keitsprofil auf, bei turbulenter Stromung ist es abgeflacht.

i/ Farbe i/ Farbe

laminare Strémung turbulente Strémung

Bild 6.1: Veranschaulichung der laminaren und turbulenten Stromung

Zur Unterscheidung der Stromungsform wird die Reynoldszahl verwendet. Die
Geschwindigkeit, mit der die Reynoldszahl berechnet wird, ist die mittlere Ge-
schwindigkeit der Stromung, ermittelt aus der Kontinuitétsgleichung.

Re:—cww:ﬂ E:L (613)
n v Altp
Ist die Reynoldszahl kleiner als 2'320, ist die Stromung laminar. Ist sie grofer als
2'320, ist sie turbulent.
Re <2'320 laminare Stromung
Re>2'320  turbulente Strémung

Bei sehr giinstigen Bedingungen kann die laminare Strémung auch noch bei
Reynoldszahlen, die grofBler als 2'320 sind, auftreten. Diese Stromung ist instabil.
Beim Auftreten einer kleinsten Storung erfolgt der Ubergang zur turbulenten Stro-
mung. In der Regel treten solche Stromungen nur unter Laborbedingungen auf.
Wird dagegen in einer turbulenten Stromung die Reynoldszahl von 2'320 z. B.
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durch Drosselung der Stromungsgeschwindigkeit unterschritten, entsteht laminare
Stromung.

6.2.5.2 Stromungsformen an umstromten Korpern

werden am Beispiel einer umstromten Kugel erldutert (Bild 6.2).

Re < 1'000 1'000 <Re < 170'000 bis 400'000 Re >170'000 bis 400'000
Abldsepunkt Totwassergebiet
T
ﬂ S = y
S .0
ogeleqes soesen2,
6 8 s c® & @
SES _._\./—
\\4 x ——
e —— _.L

schleichende Umstrdmung unterkritische Umstrémung Uiberkritische Umstrémung

Bild 6.2: Stromungsformen bei der Umstrdmung einer Kugel

Die Stromung kann bei der laminaren Anstromung vor und nach der Kugel lami-
nar bleiben. In diesem Fall spricht man von einer schleichenden Umstrémung. Nach
der Kugel schlielen sich die Stromlinien wieder. Schleichende Stromung tritt bei
Reynoldszahlen unter 1'000 auf. Die Reynoldszahl wird mit der Anstromgeschwin-
digkeit cund dem Durchmesser d der Kugel gebildet. Bei hoheren Reynoldszahlen
reilt die laminare Stromung am Meridiankreis (grofter Kugelumfang) ab. Hinter
der Kugel bildet sich ein grof3es, wirbelbehaftetes Totwassergebiet. Die librige Stro-
mung ist laminar und wird als unterkritische Umstromung bezeichnet. Sie tritt je
nach Versuchsbedingungen zwischen Reynoldszahlen von 1'000 und 170'000 bis
400'000 auf. Bei noch groBeren Reynoldszahlen setzt die liberkritische Umstro-
mung ein. Die Stromung reisst hinter dem Meridiankreis ab, das Totwassergebiet ist
klein.

Re <1'000 schleichende Umstromung
1'000 < Re < 170'000 bis 400'000 unterkritische Umstromung
Re > 170'000 bis 400'000 tiberkritische Umstromung

Die hier angegebenen Grenzen gelten fiir eine Kugel. Die Form eines Korpers
kann die Grenzen stark beeinflussen. Charakteristische Langen filir andere Geome-
trien werden spéter besprochen.

6.2.5.3  Stromung von Fliissigkeiten mit freier Oberfliche

Bei der Stromung in offenen Gerinnen (Fliisse, Kanéle) oder in teilweise gefiillten
Rohrleitungen tritt je nach Grofle der Froudezahl eine stromende oder schieflende
Bewegung auf. Die Froudezahl wird mit der Fliissigkeitstiefe gebildet. Bei Frou-
dezahlen, die kleiner als 1 sind, tritt die stromende Bewegung auf, die man in
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Flissen und Kandlen vorfindet. Die Fliissigkeitsgeschwindigkeit ist klein, die
Wassertiefe grof3. Stérungen breiten sich stromab- und stromaufwirts aus. Bei der
schiefenden Bewegung ist die Stromungsgeschwindigkeit groB3, die Wassertiefe
klein (Wildbach). Stérungen breiten sich nur stromabwirts aus.

6.3 Energiebilanzgleichung reibungsbehafteter Stromung

Die Kontinuititsgleichung wird durch Reibung nicht beeinflusst. Die Energiebi-
lanzgleichung ist die des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik fiir offene Sys-
teme. In Kapitel 4 wurden fiir ideale Fluide die zugefithrte Wéarme und die Dissi-
pationsarbeit zu null gesetzt. Hier werden weiterhin adiabate Systeme untersucht,
d. h., es wird keine Warme transferiert. Bei der reibungsbehafteten Stromung muss
der Dissipationsterm in Gl. (4.4) beriicksichtigt werden. Der erste Hauptsatz fiir rei-
bungsbehaftete isochore (inkompressible) Stromungen wird durch Gl. (4.4) be-
schrieben [6.1]. Sie lautet:

szw _#.}.gmez —Zl):| (614)

PP tJn E.b:_|:

Der Dissipationstermj , - p hat die Dimension eines Druckes und wird im Folgen-
den als Reibungsdruckverlust Ap bezeichnet. Nach Umformung erhalten wir fiir die
Druckénderung:

pl‘Pz:szuo‘#’fgﬂbmzz‘zlﬂﬁpv (6.15)

Die Druckdnderung in einer reibungsbehafteten Stromrohre ist gleich der
Summe der Anderungen des dynamischen Druckes, des hydrostatischen Dru-
ckes und des Reibungsdruckverlustes.

Der Reibungsdruckverlust ist stets positiv.

In einem waagerechten Rohr mit konstantem Stromungsquerschnitt verdndert
sich der Druck bei der inkompressiblen Stromung nur um den Reibungsdruckver-
lust. Diese Anderung ist immer positiv, d. h., der Druck am Austritt wird kleiner als
am Eintritt. Die Bestimmung dieser Druckverluste ist Inhalt der ndchsten Kapitel.

6.4 Reibungsdruckverlust in Rohren

Fiir die laminare und turbulente Strémung miissen Reibungsdruckverluste getrennt
behandelt werden. Fiir die laminare Strémung in Rohrleitungen konstanten Quer-
schnitts ist eine analytische Herleitung des Reibungsdruckverlustes moglich. Dies
wird am Beispiel von Rohrleitungen kreisformiger und rechteckiger Querschnitte
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gezeigt. Bei der turbulenten Stromung muss die GesetzméBigkeit mit Modellvor-
stellungen empirisch ermittelt werden.

6.4.1 Druckverlust in der laminaren Rohrstromung

In Bild 6.3 ist der Abschnitt einer waagerechten Rohrleitung kreisférmigen Quer-
schnitts dargestellt, in dem ein Fluid mit zeitlich konstanter Geschwindigkeit
stromt. Die x-Achse verlduft in der Rohrmitte.

7 )
ot
-— — — [
P P, r
— —
— e
— -~ L X
—_—t > -—
— -
— fe—
—s -—
«— —— [e— c(r)
1

-

1 2

Bild 6.3: Zur Herleitung der laminaren Strémung

Die Strdmung erfolgt laminar, d. h., in genligendem Abstand vom Eintritt stroémen
die Fluidteilchen in achsparallelen Schichten. Die Geschwindigkeit verdndert sich
nur mit dem Radius 7, d. h. sie sind in gleicher Entfernung von der Rohrachse je-
weils gleich groB3. Das Fluid haftet an der Wand, die Geschwindigkeit ist dort gleich
null. Das Rohr hat den Radius 7. Innerhalb des Rohres betrachten wir einen kleinen
Teilzylinder mit dem Radius 7 und der Lénge /. Infolge Reibung entsteht zwischen
den Stellen 1 und 2 ein Druckverlust. An Stelle 1 wirkt auf die Stirnflache des Kreis-
zylinders eine grofere Druckkraft als an Stelle 2. In einer stationdren Stromung
muss diese Druckkraft im Gleichgewicht mit den Schubspannungskriften sein, die
auf die Oberfldche am Umfang des Teilzylinders wirken. Nach dem Newfon'schen
Schubspannungsansatz ist die Schubspannung:

T=-f7E% (6.16)

Die durch Reibung ausgeiibte Kraft wird damit:
FR=ZDTMHB=—2DTMHM]E% (6.17)
Die Druckkraft berechnet sich als:
F,=(p, - p,) r#’ (6.18)

In einer stationdren Stromung sind diese beiden Krifte gleich grofl. Damit erhdlt
man fiir die Geschwindigkeit folgende Differentialgleichung:
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(pl-pz)Dr=-2M7Efl—i (6.19)

Nach Separation der Variablen und Integration ergibt sich fiir die lokale Ge-
schwindigkeit c(7):

c(r)= pzlm g; E-fz— +C (6.20)

Die Integrationskonstante C wird mit der Randbedingung ¢ = 0 fiir r = r, be-
stimmt:

C_pl pZ &0
4000

Damit kann die Geschwindigkeit als eine Funktion des Radius  angegeben wer-
den:

_P TP
c(r)= 207 Sy ) (6.21)
Die Geschwindigkeitsverteilung nach dieser Gleichung wird Stokes'sches Gesetz

genannt.
Gl. (6.21) zeigt, dass die Geschwindigkeitsverteilung ¢ = ¢(r) parabelformig ist
und die groBite Geschwindigkeit in der Rohrmitte bei » = 0 erreicht wird.

r

c(r)

r

Bild 6.4: Geschwindigkeitsverteilung bei der laminaren Rohrstromung

Die mittlere Geschwindigkeit der Stromung kann durch Integration der Gl. (6.21)
bestimmt werden.

— Pl P> P 7Py 02
= Ajc(r)mz 4Em;m° —)RE W = o 62
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In der Rohrmitte wird die groBte Geschwindigkeit ¢, _erreicht. Sie betrégt:

_h-p
Coar = 4'D] m; 3 (6.23)
Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit ist halb so grofl wie die maximale Stro-
mungsgeschwindigkeit in der Rohrmitte.
Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit kann mit der Kontinuititsgleichung aus
dem Volumenstrom und Rohrquerschnitt bestimmt werden. Setzt man weiterhin in
Gl. (6.22) an Stelle des Rohrradius den Rohrdurchmesser d ein, erhélt man:

- _nlp - p,)@*
v CE{%W—'—Z (6.24)

- 1280100

Die in Gleichung (6.24) hergeleitete Beziehung zwischen dem Volumenstrom
und Druckverlust ist das Hagen-Poiseuille'sche Gesetz. Es wurde unabhingig von-
einander vom deutschen Wasserbauer Hagen und franzosischen Arzt Poiseuille
entdeckt. Nach diesem Gesetz ist der Volumenstrom in einem waagerechten Rohr
konstanten Querschnitts bei laminarer Stromung proportional zum Druckverlust
und der vierten Potenz des Durchmessers, umgekehrt proportional zur Linge und
dynamischen Viskositit.

Gl. (6.24) kann auch nach der Druckénderung, die dem Reibungsdruckverlust
entspricht, aufgeldst werden.

1280 _ 64UH T
v 207

p—P,=4p, (6.25)

Durch Ersetzen der dynamischen Viskositdt durch die kinematische Viskositit
und durch Umformung erhilt man aus Gl. (6.25):

‘L FD s F D

%, = d (6.26)

14

Der Ausdruck 64/Re wird Rohrreibungszahl A (auch Rohrreibungsbeiwert oder
Rohrreibungskoeffizient) genannt.

-6

2o (6.27)

Die Rohrreibungszahl (friction factor) ist wie die Reynoldszahl dimensionslos.

Der Druckverlust laminarer Stromung ist proportional zur Rohrreibungs-
zahl, zur dimensionslosen Linge I/d und zum dynamischen Druck des Fluids.
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An Stelle der mittleren Stromungsgeschwindigkeit kann in GI. (6.26) der Volu-
men- oder Massenstrom eingesetzt werden.

e 8L’ _ v’ Cp
ApV"/]%Gcz__’]%mef w* _/][{?ﬁgﬂzm“ (6.28)

Die fiir die Stromung charakteristische Lénge, die in die Reynoldszahl einge-
setzt wird, ist in Rohren kreisformigen Querschnitts der Rohrdurchmesser.

Bei laminarer Stromung ist der Reibungsdruckverlust von der Oberflichenbe-
schaffenheit (Rauigkeitshéhe) unabhdngig.

Laminare Stromung kommt nur bei Fluiden hoher Viskositit, bei kleinen Rohr-
durchmessern und kleinen Stromungsgeschwindigkeiten vor.
Zur Analyse des Druckverlustes wird die Fulerzahl verwendet.

Eu:ivz:ﬁ[_{_:,][_{_
o* Red | d

2

(6.29)

Die Eulerzahl ist nur eine Funktion der Rohrreibungszahl und dimensionslosen
Léange //d. Diese Darstellung der Druckverlustberechnung wird auch bei turbulenter
Stromung iibernommen.

BEISPIEL 6.3: Druckverlust in einer Heizolleitung

In einer geraden, horizontalen Rohrleitung mit 50 mm Innendurchmesser und 300 m
Lange stromt Heizol mit einer mittleren Geschwindigkeit von 1 m/s. Die Dichte des
Heizols ist 800 kg/m> und die kinematische Viskositdt 50 - 10° m?%/s. Bestimmen Sie
den Reibungsdruckverlust in der Rohrleitung.

Losung

Annahmen

 Die Viskositit des Ols ist konstant.
e Der Stromungsquerschnitt ist konstant.

Analyse

Um zu priifen, ob die Stromung laminar ist, muss zunéchst die Reynoldszahl be-
stimmt werden.
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Ro=C :mn/sg),oszﬁin 1000
v 50007 Gn’/s

Da die Reynoldszahl kleiner als 2'320 ist, ist die Strdmung laminar. Die Rohrrei-
bungszahl kann nach GI. (6.27) berechnet werden.

A =64/ Re =0,064

Der Reibungsdruckverlust ist nach Gl. (6.28):

2 2 2.2 3
dp,=A Gf;ﬂfz—u’ = 0,064 Eg%(;g‘n g o [500 kg/m” _ 1531600 Pa=1,536 bar

Diskussion

Bei der Berechnung des Reibungsdruckverlustes ist darauf zu achten, dass die
richtigen Einheiten eingesetzt werden.

BEISPIEL 6.4: Bestimmung des Massenstromes und Reibungsdruckverlustes

In einer horizontalen Leitung mit 100 mm Innendurchmesser strdomt Rohdl. Die
Lange der Leitung ist 30 m. Im 30 mm-Abstand von der Wand wird die Stromungs-
geschwindigkeit mit einem Prandtlrohr gemessen. Der gemessene dynamische
Druck betrégt 576 Pa. Kinematische Viskositdt des Rohols: 90 - 10 m%/s, Dichte:
800 kg/m?. Bestimmen Sie den Massenstrom und den Reibungsdruckverlust in der
Rohrleitung.

Losung

Schema Siehe Skizze ET
s
Annahmen
ap

+ Die Viskositit des Ols ist konstant.
* Der Stromungsquerschnitt ist konstant.

100mm

Analyse

Aus der Messung mit dem Prandt/rohr wird die Geschwindigkeit nach Gl. (4.7)

bestimmt.
2
o= Wy, _ 2576|]Pa3 =12 m/s
P 800 [kg/m
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Diese Geschwindigkeit wurde im 30 mm-Abstand von der Rohrwand bestimmt.
Die mittlere Geschwindigkeit berechnet man mit den Gln. (6.21) und (6.22).

_PT P 2 _ 2 —_ D17 Py 2
c(r)y=—==WUr, —r G = W
(r) mm}mo ) 2 o

Aus beiden Gleichungen folgt fiir die mittlere Geschwindigkeit:

2 2
e=Wp - SV 5 gnys=0714ms
2 (ry-r) 50°-20

Der Massenstrom betragt:
m =l Op& = 77[0,05” (n* (800 (kg/m’ (0,714 [in/s = 4,49 kg/s

d _0,71400,1
Die Reynoldszahl ist: Re=2 = LI _ 794

Da die Stromung laminar ist, sind die vorgehenden Berechnungen richtig. Der
Reibungsdruckverlust berechnet sich als:

_ 64 EfDo:
@V_Regc[? 2

=0,081

2 2,2 3
Dgomn (714" lin'/s” B00Tkg/m _ 41937 py = 0,0494 bar

>

Diskussion

In einer laminaren Stromung kann aus der Messung der lokalen Geschwindigkeit
die mittlere Geschwindigkeit einfach bestimmt werden.

6.4.2 Druckverlust in der turbulenten Rohrstromung

Die GesetzméaBigkeiten fiir turbulente Rohrstromung kdnnen nicht analytisch her-
geleitet werden. Die lokale Stromungsgeschwindigkeit ist zeitlich nicht konstant.
Zu den lokalen mittleren Stromungsgeschwindigkeiten kommen zusitzliche, klei-
nere turbulente Bewegungen, die auch als turbulente Schwankungen bezeichnet
werden. Diese Bewegungen sind in allen Richtungen vorhanden. Messungen zeig-
ten, dass die Geschwindigkeitsverteilung in der Rohrmitte sehr flach ist und die
Stromungsgeschwindigkeit fast im gesamten Querschnitt der mittleren Stromungs-
geschwindigkeit entspricht. In der Ndhe der Rohrwand kann man ein starkes Abfal-
len der Geschwindigkeit beobachten. In einer diinnen, wandnahen Grenzschicht ist
die Stromung laminar. Werden die Messergebnisse in hydraulisch glatten Rohren
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nach der Eulerzahl geordnet, stellt man fest, dass die Abnahme der Rohrreibungs-
zahl mit der Reynoldszahl zwar vorhanden, jedoch wesentlich kleiner als bei der
laminaren Stromung ist. In Rohren mit einer technisch rauen Oberfliche hat die
Rauigkeitshohe zusitzlich Einfluss auf die Rohrreibungszahl. Mit zunehmenden
Reynoldszahlen nimmt auch der Einfluss der Rauigkeitshdhe zu, die dann allein die
Rohrreibungszahl bestimmt.

Nach Prandtl [6.2] ist die Dicke O der laminaren Grenzschicht:

J0=62,7Re™ " [l (6.30)

Die Grenzschichtdicke nimmt mit zunechmender Reynoldszahl ab. Damit ist der
Einfluss der Rauigkeitshohe zu erkldren. Bei kleinen Rauigkeitshéhen befinden sie
sich in der laminaren Grenzschicht und beeinflussen die Reibung nicht. Bei Rey-
noldszahlen von 100'000 ist nach Prandtl die Dicke der laminaren Grenzschicht das
0,0026fache des Durchmessers. In einem Rohr mit 50 mm Durchmesser betrégt sie
0,13 mm. Rauigkeiten, deren Hohen groBer sind, ragen aus der laminaren Grenz-
schicht heraus.

Blasius hat nach Sichtung vieler Messungen und mit einem Potenzgesetz nach
von Karman fir die Geschwindigkeitsverteilung eine GesetzmaBigkeit flir die
Rohrreibungszahl hergeleitet. Die Geschwindigkeitsverteilung wird nach von Kdar-
man folgendermafBlen angegeben:

1

c=cCp Ll=7/1,)" (6.31)

Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit kann durch Integration {iber dem gesam-
ten Rohrquerschnitt bestimmt werden.

]

1
S ([ (1=r /)" G =

Smax
2
o

20’
"+ )2 +1)

c=
0
c 207
c (n+D)2&+1)

max

(6.32)

Dieses Geschwindigkeitsprofil ist in Bild 6.5 dargestellt. Es stimmt aulerhalb der
laminaren Grenzschicht in Wandnéhe sehr gut mit gemessenen Werten iiberein. In
der Rohrmitte weist das Geschwindigkeitsprofil eine Unstetigkeit auf, was mit der
Wirklichkeit nicht iibereinstimmt. Blasius hat aus den ihm zur Verfiigung stehenden
Messungen fiir n den Wert 7 ermittelt. Dieser Wert stimmt bei Reynoldszahlen zwi-
schen 10'000 und 100'000 recht gut. Bei anderen Reynoldszahlen fand man fiir n
Werte zwischen 5,3 und 10 (Bild 6.6).
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Bild 6.5: Geschwindigkeitsverteilung in Bild 6.6: Exponent der Geschwin-
der turbulenten Rohrstrémung digkeitsverteilung

An der Rohrwand wird die Steigung des Geschwindigkeitsprofils allerdings
gleich unendlich. Dies wiirde bedeuten, dass nach dem Newton'schen Schub-
spannungsansatz an der Wand die Schubspannung unendlich groB ist, was mit der
Wirklichkeit wiederum nicht ibereinstimmt. Nimmt man an, dass in der laminaren
Grenzschicht das Geschwindigkeitsprofil entsprechend der laminaren Stromung
verlduft und dann in die durch das Potenzgesetz angegebene Form iibergeht, kann
die Rohrreibungszahl bestimmt werden. Blasius fand folgende GesetzmaBigkeit:

A=03164Re ™% (6.33)

Die so ermittelten Rohrreibungszahlen zeigen bis zu Reynoldszahlen von 10° eine
ausgezeichnete Ubereinstimmung mit gemessenen Werten. Fiir groBere Reynolds-
zahlen liefert Gl. (6.33) zu kleine Werte. Bei hydraulisch glatten Rohren wird hier
eine von Prandtl hergeleitete Beziehung verwendet.

A =logliRe> ) -0,8|" (6.34)

Die in den Gln. (6.33) und (6.34) hergeleiteten Bezichungen gelten fiir glatte Roh-
re.

Rohre mit kleinen Rauigkeitshohen, bei denen 65 < Re - k/d ist, konnen als glatte
Rohre behandelt werden.

Bei sehr hohen Reynoldszahlen, wenn Re - k/d > 1'300 ist, wird die Rohrreibungs-
zahl nur von der Rauigkeit bestimmt. Hier fand man folgenden Zusammenhang:

A =[200g(3,7150 / k)] (6.35)

Es gibt einen Bereich, in dem die Rohrreibungszahl von der Rauigkeit, aber auch
von der Reynoldszahl bestimmt wird. Dies ist der Fall, wenn 65 < Re - k/d < 1'300.
Hier ragen die Rauigkeitserhdhungen nur wenig aus der laminaren Grenzschicht
und beeinflussen die Reibungsgesetze. Colebrook ermittelte in diesem Bereich fol-
gende Beziehung fiir die Rohrreibungszahl:
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1 251 *
)= [ 2 D]og[ +0,269 Egﬂ (6.36)

Rel}/]

einer mittleren Rauigkeitshdhe von & = 0 geht GI. (6.36) in Gl. (6.34) iiber.

Strebt die Reynoldszahl gegen unendlich, geht GI. (6.36) in GI. (6.35) iiber. Bei

Tabelle 6.1: Gleichungen und Giiltigkeitsbereiche der Rohrreibungszahl A

A

A
A

A

A

Formel Giltigkeitsbereich Stromung
64

=— Re <2'320 laminar
Re

=0,3164 [Re™** 2'300 < Re < 10° und Re - k/d < 65 turbulent

=2
= [logl]Re ‘- 038] Re > 10°und Re - k/d < 65 turbulent
= [20og(3,7150 / k)] Re * kld > 1300 turbulent

-2
2,51 E{i
=| ~20og) ——=+0,269 R <
{ [ ReGIA dﬂ 65 < Re " kld < 1'300 turbulent

Rohr

glatt
glatt

rau

rau

Das Diagramm in Bild 6.7 zeigt die Rohrreibungszahlen. In Tabelle 6.1 sind die

Gleichungen und ihre Giiltigkeitsbereiche aufgelistet. Die genaue Berechnung der
Rohrreibungszahl nach den Gln. (6.34) und (6.36) muss mit Iteration erfolgen. Als
Anfangswert kann fiir die Rohrreibungszahl 0,02 oder ein Wert aus dem Diagramm
in Bild 6.7 entnommen werden. Beide Gleichungen konvergieren sehr schnell.

moglich.

Rauigkeiten technisch verwendeter Rohre sind in Tabelle 6.2 angegeben.

Die Berechnung der Rohrreibungszahlen ist auch mit dem Programm FMAO0601

Tabelle 6.2: Rauigkeitshohen technischer Rohre

gezogene Metall-, Kunststoff- und Glasrohre ~ 0,0005 bis 0,0015 mm

nahtlose Stahlrohre, neu 0,02 bis 0,06 mm
nahtlose Stahlrohre, verzinkt, neu 0,07 bis 0,16 mm
Stahlrohre nach ldngerer Benutzung 0,15 bis 3 mm

gusseiserne Rohre 0,2 bis 3 mm
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Bild 6.7: Rohreibungszahl A
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BEISPIEL 6.5: Druckverlust in einer Wasserleitung

In einer geraden, horizontalen Rohrleitung mit 25 mm Innendurchmesser und 300 m
Lange stromt Wasser mit einer mittleren Geschwindigkeit von 2 m/s. Die Rauig-
keitshohe betragt 0,1 mm. Die Dichte des Wassers ist 998 kg/m?, die kinematische
Viskositat 1 - 10 m%s. Bestimmen Sie den Reibungsdruckverlust in der Rohrlei-
tung.

Losung
Annahmen

* Die Viskositdt des Wassers ist konstant.
e Der Stromungsquerschnitt ist konstant.

Analyse

Um zu priifen, ob die Strdmung laminar oder turbulent ist, muss die Reynoldszahl
bestimmt werden.

Re = cld _ Zﬂn/siﬂ),OZS (i _ 50'000
v 1007° On“/s
Da die Reynoldszahl groBer als 2'320 ist, ist die Stromung turbulent.
Re - k/d = 50'000 - 0,1/25 = 200, also grofler als 65. Daher wird die Rohrrei-
bungszahl nach Gl. (6.37) berechnet.

=)
A= {—2 Eﬂog( 2,51 +0,269 ESH =0,03045

Reﬂ/j

Aus dem Diagramm in Bild 6.7 liest man 0,0305 ab. Der Unterschied ist weniger
als 0,2 %.
Der Reibungsdruckverlust berechnet sich nach Gl. (6.27):

2 2 2.2 3
tp, = A -2 = 0,03045 g2 002" /s O98Lke/m _ 90365 pa
d 2 0,025 [in 2

Diskussion

Bei der Berechnung des Reibungsdruckverlustes ist darauf zu achten, dass die
richtigen Einheiten eingesetzt werden.
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BEISPIEL 6.6: Pumpenauslegung

Aus einem atmosphdrischen Behilter mit dem Druck p, = 0,98 bar soll Wasser mit
einer Pumpe in einen Behélter mit 4 bar Druck gepumpt werden. Die in der Skizze
angegebenen geoditischen Hohen sind: z =0 m, z, =z, = 5m, z, = 10 m. Der Durch-
messer d, = 100 mm. Die Geschwindigkeit ¢, = 4 m/s. Aus einem Katalog mochten
Sie eine passende Pumpe aussuchen. Dazu miissen der Volumenstrom und die For-
derhohe (Druckdifferenz p, — p,, angegeben als m Wassersaule) bestimmt werden.
Aus dem Katalog ist ersichtlich, dass der NPSH-Wert (nominal pump suction head)
mit 4 m angegeben ist. Dies bedeutet, dass der Druck p,

vor der Pumpe groBer sein muss als der Sattigungsdruck

des Wassers plus des Druckes entsprechend der Wasser- P,

sdule von 4 m. Bestimmen Sie den Volumenstrom, die 4 z,
Forderhohe der Pumpe und den zur Einhaltung des NPSH-

Wertes notwendigen Durchmesser d,. Die Temperatur des

Wassers ist 20 °C. Der Sattigungsdruck betragt bei dieser
Temperatur 23,4 mbar. Dichte des Wassers: 998 kg/m?, ki-
nematische Viskositit: 10 m%s. Die Oberfldche der Roh- %
re ist glatt. 3
Z3
Losung ( >
2 %
Schema Siehe Skizze d,
1 P z,
Annahmen

* Dichte und Viskositéit des Wassers sind konstant.

e Die Verdichtung in der Pumpe wird als reibungsfrei angenommen.

* Die Geschwindigkeiten an den Stellen 1 und 4 sind so klein, dass sie vernachlas-
sigt werden konnen.

Analyse

Mit den gegebenen Groflen Durchmesser d; und Geschwindigkeit ¢; kann der Vo-
lumenstrom berechnet werden.

7 :’ZT@; 2, :%[@,01 [in? @O0 =0,03142 m*/s
S

Zur Bestimmung der Forderhohe muss man die Driicke p, und p; bestimmen.
Druck p, kann mit den vorhandenen Angaben berechnet werden. Zur Ermittlung des
Druckes p, ist zundchst der Durchmesser der Pumpensaugleitung zu bestimmen.
Nach der Vorgabe muss der Druck p, groler sein als der Sattigungsdruck des
Wassers plus Schweredruck einer 4 m hohen Wasserséule.
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p, > p. +gp[@0n = 2340 Pa +9,81 [n/s” 998 [kg/m’ [ [n = 41'501 Pa

Dies bedeutet, dass die Druckanderung in der Saugleitung kleiner sein muss als
der Druck p, abziiglich 41'488 Pa. Die Druckénderung setzt sich aus dem Reibungs-
druckverlust und der Anderung des dynamischen und Schweredruckes zusammen.

56'512Pa > p, - p, :p%mﬁ +gllz,—2)+A Bd’—%@i}
2

Die Geschwindigkeit ¢, und die Rohrreibungszahl A hingen vom Durchmesser d,
ab. Der mathematische Zusammenhang ist meist so komplex, dass nur eine iterative
Losung sinnvoll ist. Die Geschwindigkeit ¢, kann mit der Kontinuitétsgleichung aus
dem Volumenstrom mit dem Durchmesser ¢, bestimmt werden.

Ay
s

&3
In die vorgehende Gleichung eingesetzt, erhalten wir:

. 1) _8¥?2

Fiir die nummerische Berechnung kann der Schweredruck bestimmt und einge-
setzt werden. Die Gleichung vereinfacht sich damit zu:

72
7577Pa > pi1+ 22 | g8
d, )

Diese Gleichung kann nicht nach d, aufgelost werden. Die Rohrreibungszahl ist
von der Reynoldszahl und damit vom Durchmesser d, abhingig. Die Berechnung
wird mit einer Rohrreibungszahl von 0,02 gestartet. Damit werden der Durchmesser
d, und dann die Rohrreibungszahl ermittelt. &, wird so lange neu bestimmt, bis die
erforderliche Genauigkeit erreicht ist.

A=0,02 d,>0,1179 m
Die Rohrreibungszahl wird nach Gl. (6.35) iterativ berechnet.
2 = [logtire* My -08]” =0,0141
A=0,0141 d,>0,1141 m
A=0,0140 d, >0,1140 m

Wir wihlen hier eine Leitung mit der NW125, d. h. mit 125 mm Innendurchmes-
ser, aus. Damit wird die Rohrreibungszahl:

¢, =2,56m/s Re =320'000 A=0,0143
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[
P> =Dy _p[ﬁgﬂzz _Zl)+(1+AGd_)G;_B§:|:

2

2
=98'000—-998 %9,81 03+ (1 +0,0143 GOISTJ BZ%} =43'926 Pa

>

Der Druck nach der Pumpe rechnet sich als:

[
P3 =Dy +,0[%ng4 —z;)+(A Bd——l)%—@f}
3

Die Rohrreibungszahl wird mit Gl. (6.35) berechnet und ist 0,0137.
Die Zahlenwerte eingesetzt, erhdlt man fiir den Druck p; = 446'423 Pa. Die
Forderhohe Az wird aus der Differenz der Driicke p; und p, bestimmt.
_ps—p, _ (44'6423—-43'926)[Pa
glp  9,810n/s 998 kg/m’

=41,126 m
Diskussion

Mit der um den Reibungsdruckverlust erweiterten Bernoulli-Gleichung kdnnen
die Druckinderungen, die durch den Reibungsdruckverlust und durch Anderung
der Geschwindigkeit und geodétischen Hohe verursacht sind, berechnet werden. Es
ist stets darauf zu achten, richtige Einheiten zu verwenden.

BEISPIEL 6.7: Anderung des Massenstromes durch die Vergrofierung einer
Leitung

In einem Ziegelstein befinden sich 100 Locher mit je 3 mm Durchmesser. Durch die
Locher stromt Luft. Der Druck am Eintritt ist p, = 1,03 bar, am Austritt p, =
0,98 bar. Eines der Locher wird auf 10 mm Innendurchmesser erweitert. Die Luft
kann als inkompressibles Medium mit der Dichte von 1,15 kg/m® und kinemati-
schen Viskositét 15,6 - 10° m*/s angenommen werden. Die Malle des Quaders sind
in der Skizze angegeben. Die Rauigkeit der Bohrungen ist 0,1 mm. Bestimmen Sie
den Massenstrom der Luft vor und nach dem Aufbohren des einen Loches.

o P,
Losung @N\,\

Schema Siehe Skizze

00 0 0000 00 0

00 0 0000 00 0

o 0 0 0
o 0 0 0
0000 000O0O0DO0DOOOO
0000 0000O0DO0DOOO OO0
0000 0 0 0

0000 00 0
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Annahmen

¢ Die Dichte und Viskositét der Luft sind konstant.

e Die Luft ist inkompressibel.

* Bei der Einstromung wird die Anderung der Geschwindigkeit vernachlissigt.
e Durch das Aufbohren des einen Loches verdndert sich der Druck nicht.

Analyse

Da die Geschwindigkeit in den Bohrungen unbekannt ist und die Reynoldszahl
daher nicht bestimmt werden kann, wird vorausgesetzt, dass die Stromung turbulent
ist. Wegen der unbekannten Reynoldszahl rechnet man zuerst mit einer angenom-
menen Rohrreibungszahl. Da alle Rohre an Ein- und Austritten den gleichen Druck
haben, ist auch der Druckverlust in allen Rohren gleich groB3. Mit Gl. (6.27) kann die
Geschwindigkeit in den Rohren bestimmt werden.

12002 cz\/ZQLle]iz\/ 2[3'000 (Pa [0,003 [n = 93,25 ms

Allp 0,02 [0,150n 0,15 kg/m’
Mit der Geschwindigkeit rechnet man jetzt die Reynolds- und Rohrreibungszahl.

Re=SH 2932510003 _ 05 Relk/d =598

Damit kann die Rohrreibungszahl nach Gl. (6.37) ermittelt werden.

)
A= |:— 2 D]og( 251 +0,269 ESH = 0,061

Re[{/ﬁ

Bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist, werden Geschwindigkeit, Reynolds-
zahl und Rohrreibungszahl neu berechnet.

A =0,061 c =\/2Dﬂpv 4 =\/ 203'00010,003 =53,30 m/s Re =10250

A00p 0,06100,1501,15

120,062 C:\/zmpvwz\/ 23'000 (Pa [0,003 [in = 52.81 ms

Allp 0,062 [0,150n 0,15 kg/m’
Ohne das eine aufgebohrte Loch ist der Massenstrom:

m=nleCpld* Or/4 =100032,96 0,150,003 1/ 4 = 0,0429 kg/s
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Der Massenstrom in dem aufgebohrten 10 mm-Loch berechnet sich wie zuvor fiir
das 3 mm-Loch. Mit einer angenommenen Rohrreibungszahl von 0,05 ist die Ge-
schwindigkeit im Loch:

1=0,05 c= |20 50 68 s Re = 69'023
A0p

120,039 c= 20U o) 38 s Re =78'448
A0p

Der Massenstrom in dem 10 mm-Loch betragt:
1ty =c Qo0 7/4 =121,92 0,15 [0,01° [37/ 4 = 0,0110 kg/s

Der Gesamtmassenstrom berechnet sich als:
mges = 0’99 i + ml()mm = 0,05358 kg/S

Diskussion

Bei vorgegebener Druckdifferenz hat der Durchmesser einen sehr starken Ein-
fluss auf den Massenstrom. In diesem Beispiel wird durch die VergroBerung des
Durchmessers von 3 auf 10 mm die Stromungsgeschwindigkeit im Rohr verdop-
pelt. Der Massenstrom im 10 mm-Loch ist 25 mal groBer als in einem 3 mm-Loch,
d. h., in dem 10 mm-Loch stromt so viel Luft wie in fiinfundzwanzig 3 mm-L6-
chern.

BEISPIEL 6.8: Auslegung des Massenstromes und Leitungsdurchmessers

Eine 4 km lange Kunststoffleitung fiir Milch mit einer Hohendifferenz von 400 m,
die von einer Alm zum Tal fiihrt, hat einen Innendurchmesser von 15 mm. Die Rau-
igkeitshohe ist 5 pm. Die Milch hat die Dichte von 1'050 kg/m?, die kinematische
Viskositét betragt 10-° m?%s.

a) Bestimmen Sie die Masse der pro Stunde geforderten Milch.

b) Bestimmen Sie den Durchmesser einer Leitung fiir den vierfachen Forderstrom.

Losung ﬂ

Schema Siehe Skizze

400 m

Annahmen

* Die Dichte und Viskositit der Milch sind konstant.
e Die Milch ist inkompressibel.
* Die Geschwindigkeitsdnderung bei der Einstromung wird vernachldssigt.
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Analyse

a) Der Massenstrom wird mit GI. (6.27) berechnet, wofiir allerdings eine Rohr-
reibungszahl angenommen werden muss. Damit wird die Geschwindigkeit im Rohr
bestimmt, dann die Rohrreibungszahl neu berechnet. Der Massenstrom kann an-
schlieBend mit der Geschwindigkeit bestimmt werden.

A1=0,02 o= (200 W _ RRUEW 500
A0 Al
Re:ﬂyzhg%%gizpﬁ9 A =64/ Re = 0,0352
V

Da die Stromung laminar ist, berechnet sich die Geschwindigkeit direkt mit GI.
(6.24).

2 2 2 2
E:gDﬂzW :9,81Ms |Z400|]in|:(_]l,0152 G 0,689 m/s
32000 324'000n 00 /s

Der Massenstrom der Milch ist:

= pM 2 =1'050kg/m’ 0,25 0,015 Gn> [0,689 (n/s = 0,1279 kg/s

b) Der Durchmesser wird mit dem Massenstrom von 0,51 14 kg/s mit Gl. (6.27)
bestimmt. Hier nimmt man zunichst wieder eine Rohrreibungszahl an.

D
A1=0,05 d:szmﬂ=25,0mm
0} OF (% 1

c=0991 mis Re=SH -OPIDOD o\ mr petk/d=05

A=0,3164/Re"” =0,0448

Die weitere Iteration ergibt einen Durchmesser von 24,5 mm. Damit ein Stan-
dardrohr verwendet werden kann, wéhlt man einen Durchmesser von 25 mm. Die
Milchforderung wird etwas mehr als vervierfacht.

Diskussion

Will man aus dem Reibungsdruckverlust den Massenstrom oder Durchmesser be-
rechnen, ist die Rohrreibungszahl unbekannt und muss angenommen werden.
Nachdem der Massenstrom bzw. Durchmesser ermittelt ist, werden die Reynolds-
und damit die Rohrreibungszahl berechnet.
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6.4.3 Reibungsdruckverlust im Rohr nicht kreisformigen Querschnitts

6.4.3.1 Druckverlust der turbulenten Stromung

Der Reibungsdruckverlust in Rohren nicht kreisformigen Querschnitts kann eben-
falls nach Gl. (6.27) bestimmt werden, wenn an Stelle des Durchmessers der hy-
draulische Durchmesser d, eingesetzt wird. Die Reynoldszahl und die relative Rau-
igkeitserhebung k/d, werden mit dem hydraulischen Durchmesser ermittelt.
I c*p
dp, =1 == Efz— (6.37)
h

Der Druckverlust lisst sich mit folgenden Uberlegungen bestimmen: Die Schub-
spannung, die auf die Wande des nicht kreisformigen Kanals wirkt, ist im Gleichge-
wicht mit den durch Reibungsdruckverlust verursachten Kriften.

TW=A4AUp, 2D, :TME%
Denkt man sich ein Ersatzrohr mit einem hydraulischen Durchmesser d,, gilt:
TDTW;,U:%TWE A, Apﬁfﬂg} (6.38)
h
Damit erhalten wir:

44
d, = (6.39)

Der hydraulische Durchmesser ist das Vierfache der Querschnittsfliche, ge-
teilt durch den Umfang des Stromungskanals.

Die Rohrreibungszahl wird mit den Gln. (6.34) bis (6.36) ermittelt, der Reibungs-
druckverlust nach Gl. (6.37) bestimmt.

Fiir ein kreisformiges Rohr ist der hydraulische Durchmesser gleich dem Innen-
durchmesser. Fiir eine Ellipse oder einen Rechteckquerschnitt gilt:

_ 44 _ A 200D
" U  2Wa+b) a+b

(6.40)

wobei a die Breite und b die Hohe des Querschnitts ist. Ist b gegeniiber a sehr
klein, wird der hydraulische Durchmesser d, =2 - b.
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BEISPIEL 6.9: Anderung des Stromungsquerschnitts eines nicht kreisformi-
gen Kanals

Die Leitung einer Kanalisation mit einem quadratischen Querschnitt von 1,2 m
Kantenldnge muss ersetzt werden. Damit will man erreichen, dass sie besser begeh-
bar wird. Die neue Leitung soll daher einen elliptischen Querschnitt mit 1,7 m Hohe
haben. Der maximale Volumenstrom von 1,1 m*/s muss erhalten bleiben. Die Rau-
igkeit in der alten Leitung war 2 mm, in der neuen wird sie 1 mm sein. Die kinema-
tische Viskositit des Wassers ist 0,85 - 10° m%*s und die Dichte 1'000 kg/m®.
Berechnen Sie die Breite der neuen Leitung.

Losung 12—

Schema Siehe Skizze

b

n
~

1,2m

Annahmen

* Die Dichte und Viskositit des Wassers
sind konstant.

e Der Volumenstrom in der Leitung wird nur durch den Reibungsdruckverlust be-
stimmt.

Analyse

Damit der Volumenstrom erhalten bleibt, muss der Reibungsdruckverlust pro
Meter Lange im neuen Kanal gleich gro3 wie im alten sein. Zunéchst wird der
Druckverlust im alten Kanal berechnet. Dazu miissen der hydraulische Durchmes-
ser und die Geschwindigkeit in der Leitung bestimmt werden. Der hydraulische
Durchmesser ist mit Gl. (6.40) zu berechnen.

Die Reynoldszahl bestimmt man mit dem hydraulischen Durchmesser und der
Geschwindigkeit.

c=V/A=V/a®>=0,764 m/s

_cld, 0,7640,2
v 08500°

Re =1'078'431 Relk/d, =1197

Die Rohrreibungszahl ist nach GI. (6.34):

A =[200g(3,7150, / k)] =[20og(3,71501,2/0,002) * = 0,0223
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Der pro Meter Lénge entstehende Reibungsdruckverlust betrégt:

=2 2 2702 M 3
D, _ A Fp_ 00223 0764 Gn’ls T000Tkg/m® _ ) Pa
I d, 2 120 2 m

Fiir den hydraulischen Durchmesser der neuen Leitung erhélt man:

_4M _ B _ 200D
" U m/20h+b)  h+b

In GL. (6.27) konnen an Stelle der Kreisfldche die Flache der Ellipse und statt des
Durchmessers der hydraulische Durchmesser eingesetzt werden. Damit bekommt
man zwischen der Breite b der Ellipse und dem Volumenstrom folgenden Zusam-
menhang:

A, A Viip Alh+b) _ 160¥*[p 42 p
—r=—0 = E; =AWA+b) B——-r—=—
/ d, 20r @&* B’ 2k 207 b B’ . ) T & b’
Wieder muss hier zundchst eine Rohrreibungszahl angenommen und damit die
Breite b berechnet werden. Dann bestimmt man neu den hydraulischen Durchmes-
ser, die Reynolds- und Rohrreibungszahl. Durch Iteration erhélt man folgende Wer-
te:

Re=1234'000 Relk/d =999 A=0,0186
5=0,971 m d, =1,236m ¢ =0,849 m/s

Diskussion

Bei nicht kreisformigen Stromungsquerschnitten ist zu beriicksichtigen, dass die
Querschnittsflache, die zur Berechnung der Geschwindigkeit notwendig ist, aus der
Geometrie der Leitung und nicht mit dem hydraulischen Durchmesser berechnet
wird. Die Bestimmung der Reynoldszahl und der relativen Rauigkeit erfolgt mit
dem hydraulischen Durchmesser.

BEISPIEL 6.10: Druckverlust in einem parallel durchstromten Rohrbiindel

Im Mantelraum eines Wirmeiibertragers stromt parallel zu den Rohren Ol. Der Ap-
parat hat 37 Rohre mit je 40 mm AuBendurchmesser, der Innendurchmesser des
Mantels ist 360 mm. Die Geschwindigkeit des Ols betriigt 1 m/s. Die kinematische
Viskositit des Ols ist 5 - 10 m?s, seine Dichte 800 kg/m’. Bestimmen Sie den Rei-
bungsdruckverlust pro Meter Lange.
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Losung

Schema Siehe Skizze

Annahmen

 Dichte und Viskositit des Ols sind konstant.

e Der Volumenstrom in der Leitung wird ledig-
lich durch den Reibungsdruckverlust bestimmt.

Analyse

Zur Bestimmung des Reibungsdruckverlustes muss der hydraulische Durchmes-
ser berechnet werden.

, 2ADL_ D -n@?) _ 036 -370,04°

. [n =0,0383 m
U  nmdD+nl)  036+3700,04

Die Reynoldszahl ist:

Die Rohrreibungszahl bestimmt man mit Gl. (6.34):

A=0,3164/Re"* =0,0338

Der Reibungsdruckverlust pro Meter Lénge ergibt sich damit zu:

=0 2 2/.2 3
ﬂ:iﬁ Lpb _ 0,0338 d Gn°/s” 800 kg/m =353.7 Pa
l d, 2 0,0383 [ 2 m
Diskussion

Mit dem hydraulischen Durchmesser kann der Reibungsdruckverlust in turbulen-
ten Stromungen einfach berechnet werden.

6.4.3.2  Druckverlust bei laminarer Stromung

Die Bestimmung der Rohrreibungszahl laminarer Strémung ist sehr stark von der
Geometrie des Kanals abhédngig. Sie kann nur fiir einige einfache Geometrien her-
geleitet werden. Thre Berechnung wird am Beispiel einer laminaren Strémung zwi-
schen zwei unendlich breiten Platten mit dem Abstand 4 demonstriert (Bild 6.8).
Die Mitte des Kanals legt man auf die x-Achse und betrachtet einen Fluidquader,
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der symmetrisch zur x-Achse angeordnet ist. Der Quader hat die Hohe 2y, die Lange
/ und Breite b, die gegen unendlich geht.

N
i\

<—<—<—T<—p
2

L
—>
—
- —> fe—— — ——
—
—>
—

-— -— (- - c(y)

N

1 2

Bild 6.8: Zur Herleitung der laminaren Spaltstromung in einem ebenen Spalt

Die Krifte, die auf den Fluidquader wirken, werden durch die Wandschubspan-
nung und den Druckunterschied verursacht. Bei stationdrer Strémung sind diese
Krifte im Gleichgewicht.

rR0B=4p, B2 (6.41)

Die Schubspannung ist durch den Newton'schen Schubspannungsansatz gegeben.
ﬁc
r=-
7 d (6.42)

Gleichung (6.42) in Gl. (6.41) eingesetzt, ergibt nach Separation der Variablen
folgende Differentialgleichung:

I

e Nt

P O Ldly (6.43)
Fiir die Geschwindigkeitsverteilung erhélt man unter Beriicksichtigung der Rand-

bedingungen, die verlangen, dass an den Orten y = 4/2 und y =— h/2 die Geschwin-

digkeit gleich null ist, folgende Gleichung:

dc=-

e =2l -y P,

2 4 S = 30 (6.44)

Wie in der Rohrstrdmung ist das Geschwindigkeitsprofil parabelféormig. Durch
Integration wird die mittlere Geschwindigkeit ermittelt.

hi2
n? 2

&, DI(——yz)Wy =D =Sl (6.45)

200 h 4 1270 3

h/2

Cc =

Gleichung (6.45) nach dem Reibungsdruckverlust aufgelost, ergibt:
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120
b, = 27—2 (6.46)
Der hydraulische Durchmesser d, ist, da b gegen unendlich geht, 2 /. Setzt man an
Stelle von /2 den hydraulischen Durchmesser d, ein, erhélt man nach Umformung:

=2
_BmIE_96 1 &

@, d; Re d, 2

(6.47)

Fiir den ebenen Spalt ist die Rohrreibungszahl 96/Re. Damit entspricht sie nicht
mehr derjenigen in der laminaren Rohrstrémung. Die Rohrreibungszahl hangt im
Spalt von der Geometrie des Kanals ab. Sie kann fiir einfache Geometrien analy-
tisch hergeleitet werden. Die Abweichung der Rohrreibungszahl wird durch einen
Korrekturfaktor ¢ gegeben. Die Reynoldszahl bestimmt man mit dem hydraulischen
Rohrdurchmesser. Damit ist die Rohrreibungszahl bei laminarer Stromung:

64
A=¢ [—l}% (6.48)

Fiir den ebenen unendlichen Spalt mit der Hohe % ist ¢ = 1,5. In Tabelle 6.3 ist ¢
fiir Kanile rechteckigen Querschnitts gegeben.

Tabelle 6.3: Korrekturfaktor ¢ fiir Rechteck-Kanile

hib o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
¢ 150 1,34 1,20 1,10 1,02 097 094 092 090 0,89 0,88

In Bild 6.9 ist der Korrekturfaktor ¢ fiir Ringspalte (Lager von Maschinen) darge-
stellt.

15 —
1] A
| 5&=0
1,4 SRS @D
T~ T
13 0.2 I
1.2 0,4 =T
5
X
g 06
E |+
$ 1,0 —=
S 09 /K'///”
g A
1T o r AT~SR
08 > -
% !
07 % o
\
064 2 5 10 20 50 100

R/r

Bild 6.9: Korrekturfaktor fiir den Druckverlust in Ringspalten bei laminarer Strémung [6.3]



138 6 Reibungsdruckverlust inkompressibler Fluide in Rohren

Strebt in einem Ringspalt das Verhiltnis R/r gegen unendlich, erreicht der Kor-
rekturfaktor ¢ nicht den Wert 1. Der hydraulische Durchmesser geht zwar gegend ,
der Druckverlust wird aber grofler als in einem Rohr. Dies bedeutet, dass das Ein-
bauen eines sehr diinnen Drahtes die Stromungsprofile wesentlich verdndert und
dadurch der Reibungsdruckverlust sehr stark beeinflusst wird. Dagegen ist bei tur-
bulenter Stromung der Einfluss beinahe vernachléssigbar.

BEISPIEL 6.11: Schmierélmassenstrom in einem Kurbelwellenlager

Das Lager einer Kurbelwelle hat einen 0,4 mm groBeren Durchmesser als die Welle
mit 30 mm. Das Lager wird durch Ol, das in der Mitte durch den Oldruck von 4 bar
eingepresst wird, geschmiert. Im Kurbelgehduse herrscht ein Druck von 1 bar. Das
Lager ist auf beiden Seiten 20 mm lang. Ohne Last liegt die Welle konzentrisch im
Lager. Bei Belastung entsteht eine Exzentrizitit von 0,05 mm. Die Dichte des Ols
ist 820 kg/m?, die kinematische Viskositat 1,2 - 10 m?%s.

Berechnen Sie den Massenstrom des Ols mit und ohne Last.

20 mm
Losung

Schema Siehe Skizze T

30,4 mm 30 mm

Annahmen J

* Dichte und Viskositit des Ols sind konstant.

+ Das Ol ist inkompressibel.

e Die Geschwindigkeiten, die durch Drehung der Welle entstehen, werden ver-
nachldssigt.

e Die Ein- und Ausstromeffekte werden vernachléssigt.

Analyse

Der Reibungsdruckverlust iiber der Léinge des Lagers ist Oldruck minus Druck im
Kurbelgehause, also gleich 3 bar. Der hydraulische Durchmesser ist fiir beide Félle:

E _ 4 mld’ -d})
" U nld,+d,)

=d,—d, =04 mm

Die Exzentrizitét e /(r, - r;) ist fiir den Fall ohne Last gleich 0 und mit Last gleich
0,25. Der Korrekturfaktor ¢ ist nach dem Diagramm in Bild 6.9 ohne Belastung 1,5
und mit Last 1,38. Mit den Gln. (6.27) und (6.48) erhalten wir fiir die Geschwindig-
keit:
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_ RpOORD
v _T
S N 300° (Pa0,4> 00 Gn? _ 0,762 m/s
R2Pap 320200 On’/sD,02 Gn 320 ke/m’ ¢

Um zu sehen, ob die Stromung laminar ist, muss die Reynoldszahl berechnet wer-
den.

_cl, _ 0,762[0,0004

Re =
v ¢ 0,2000

=1,69 (1,84)

Der Wert in der Klammer gilt fiir die belastete Welle. Die Stromung ist immer
laminar. Der Massenstrom berechnet sich als:

m=cpM=clp E{—: [d’ -d?)=1,906 g/s (8,594 g/s)
Der Wert in der Klammer steht wie oben fir die belastete Welle.
Diskussion

Der Massenstrom wird in einem Ringspalt bei konstanter Druckdifferenz durch
die Exzentrizitit beeinflusst. GemiB des Diagramms in Bild 6.9 kann die Anderung
in einem engen Ringspalt (7,/r; = 1) bis zu einem Faktor von 2,5 betragen.

BEISPIEL 6.12: Vergleich der laminaren und turbulenten Druckverluste in ei-
nem Ringspalt

In die Mitte eines Rohrs von 25 mm Innendurchmesser wird ein konzentrisches
Rohr mit 5 mm AuBendurchmesser eingebaut. Berechnen Sie die relative Anderung
des Reibungsdruckverlustes durch den Einbau des Innenrohrs fiir die laminare und
turbulente Stromung. Es soll dabei angenommen werden, dass jeweils die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit beibehalten wird. Bei der turbulenten Stromung gibt
man die Rohrreibungszahl nach der Beziehung von Blasius Gl. (6.34) an.

Losung
Annahmen

¢ Dichte und Viskositit des stromenden Fluids sind konstant.
e Das Fluid ist inkompressibel.
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Analyse

Vor dem Einbau des Innenrohrs ist der Reibungsdruckverlust im Rohr:

64 1 *[p 03164 I *[p
= g == ff
Apv, lam Reda da 2 40\1, turb Reg,a25 da 2

Der Index der Reynoldszahl zeigt, dass sie mit dem Durchmesser des Auf3enrohrs
gebildet wird. Durch den Einbau des Innenrohrs wird der hydraulische Durchmes-
ser verandert. Fiir den Druckverlust gilt dann:

P64 1 Flp _ 03164 1 ’[p
(40"’ lam )Ringspalt - Redh G(,Zl% (40"’ turb )Ringspalt - Regh” G(,Zl:? 2

Die relative Anderung des Reibungsdruckverlustes ist:

(Alvv )Ringspalt
dp,
Nach dem Einbau des Innenrohrs ist der hydraulische Durchmesser d, =d, — d, =

20 mm und der Korrekturfaktor fiir die laminare Stromung aus Bild 6.9 gleich 1,45.
Die relative Anderung des laminaren Druckverlustes betrigt:

4’\) am i G me : :
.. )R’W“” _PRes, 4, p% | =pi—%e | 2145025 = 2,266
40\), lam Redh dh dh da - di

Fiir die turbulente Stromung erhalten wir:

0,25 1,25 1,25
(402;;1; )Ringspalz _ 1;6(;,,25 % _ [Z_aj _ [d dad j =1,25" =1,322
v, turb ed;l h h -

a i

Diskussion

Durch den Einbau des konzentrischen Innenrohrs wird der Reibungsdruckver-
lust bei laminarer Stromung mehr als verdoppelt. Bei turbulenter Stromung betragt
der Anstieg nur etwa 32 %. Dies ist durch die starke Verdnderung des Ge-
schwindigkeitsprofils bei der laminaren Stromung zu erkléren.
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6.5 Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden aus dem Impulssatz nach dem zweiten
Newton'schen Gesetz hergeleitet. Fiir das infinitesimale Volumen dV =dx - dy - dz
mit der Masse dm gilt:

dF = dm E% (6.49)

Mit der vektoriellen Ableitung der Geschwindigkeit c(x, y, z, t) nach der Zeit ¢
erhilt man:

dF =dm a—x£+a_y|j)£+%£+a_c -
0t Ox Ot Oy Ot 0z Ot

=dm[€c d?—5+c £+c E+E) (6:50)
Tox 7o

z

)y 0z Ot

Um die Kraft F und ihre Komponenten zu bekommen, miissen die Kréfte, die auf
den Kontrollraum wirken, bestimmt werden. Es sind die Oberflachenkrifte /) und
Korperkrifte /. Bild 6.10 zeigt die Oberflachenkrifte, die in x-Richtung auf das
Fluidelement wirken.

Txy _% % TXZ + arxz [ﬂ
z d 2

A SRR
xx Y 2 Ox 2

R R
] *xC
X
or
z r, +—= pd rxz——arxz >
Yoaz 2 d 2

Bild 6.10: Kréfte in x-Richtung auf das Fluidelement
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Die Oberflachenkrifte, die auf den Korper wirken, werden durch die Schubspan-

nungen T und 7_und die Normalspannungen o erzeugt. Fiir die Oberflichenkraft
in x-Richtung, die im Zentrum des Fluidelements wirkt, erhélt man:

d 2 T oy

or or
4

X
) Y

+ o, +—aa”‘ [—?’i—awr +—aa*" ﬁlﬁ Ldly Ldlz
Ox | dy 2

FOx :[sz +arxz [ﬂ_r +_arxz %)Wxﬂiz+

Ausgerechnet bekommt man:

or

dy 0z Ox (6.51)
Die Korperkrifte werden durch Gravitation verursacht und sind:
dF, = plg WV = plg Uix Uy Lz (6.52)

Die Schubspannungskrifte konnen nach dem Newfon'schen Schubspannungsan-
satz bestimmt werden.

[ﬁacx aczj (6.53)
I.=T.=H —+

Fiir ein inkompressibles Fluid konstanter Viskositidt werden die Normalspan-
nungen nur durch die Druckgradienten verursacht.

00, __dp
o Py (6.54)
ar_ 07, oo
= Xz 4 xy + xx m m w
Ox (ay . GxJ x Ldly Ldlz (6.55)

Beriicksichtigt man, dass die Masse dm =r-dV=r-dx - dy- dz ist, erhdlt man aus den
einzelnen Komponenten der Kraft mit den Gln. (6.51) bis (6.55):
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p[ﬁcxgaﬁ+ B0L+ d;ﬁ)cj p@x—6p+ Dgazcx+aZCX+azc;J

o o o a Mae o o

0 0 dc, O 62 62 9’
pllc E]i+c,EIi+c [—Ii+i =p@,—6p +n S0
Yo Ty T 0z o ! 6y2 oz’ (6.56)

dy
2 2 2
o e, e s ) 2 agf’z s
0z o o 0Oz

Diese Gleichungen sind Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Fluide
konstanter Viskositét. Die Herleitung der allgemein giiltigen Gleichungen, die auch
fiir kompressible Fluide und Fluide verdnderlicher Viskositit gelten, kann z. B. bei
Schlichting [6.2] eingesehen werden. Dort findet man auch die Gleichungen fiir
zylindrische Koordinaten. Auf die Anwendung der Navier-Stokes-Gleichungen
wird in Kapitel 11 bei nummerischen Stromungsrechnungen eingegangen.

Bei stationdren Stromungen ist die Ableitung nach der Zeit auf der linken Seite
der Gleichungen gleich null. Die anderen Terme auf der linken Seite beriicksichti-
gen die lokale Anderung der Geschwindigkeit und entsprechen daher der Anderung
der kinetischen Energie. Bei der in Absatz 6.4.3.2 behandelten laminaren Spalt-
stromung haben wir nur Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung, die sich in

Stromungsrichtung nicht verdndern; die Schwerkraft spielt keine Rolle. Fiir diesen
Fall vereinfacht sich Gl. (6.56) zu:

)
P=p Ba— (6.57)

Ox dy?

Der Druckverlust kann durch den konstanten Druckgradienten Ap/Ax ersetzt wer-
den. Die Losung der Differentialgleichung ist:

c =%GI-BV—+C (6.58)

Wenn die entsprechenden Randbedingungen eingesetzt werden, stimmt diese Lo-
sung mit der in Gl. (6.44) lberein.

Bei den reibungsfreien, inkompressiblen idealen Fluiden ist die Viskositét gleich
null. Betrachtet man eine eindimensionale Stromung, die nur Geschwindigkeiten in
z-Richtung hat, vereinfacht sich Gl. (6.56) zu:

pleldc+gpldz =—dp (6.59)

Hier wurde die z-Richtung gewihlt, weil nach unseren bisherigen Betrachtungen
z die geoddtische Hohe ist. Bei der Umformung beriicksichtigte man, dass bisher z
in Richtung des Erdmittelpunktes gerichtet war. Gl. (6.59) kann integriert werden,
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2_ 2
Py - P =ch22—c'+gDoEdz2—zl) (6.60)

Gleichung (6.60) ist die Bernoulli-Gleichung.

Solch einfache Losungen sind nur fiir die eindimensionale Strdomung idealer Flui-
de oder fiir die inkompressible, stationdre laminare Stromung in einfachen Geome-
trien moglich. Schon bei der inkompressiblen turbulenten Stromung in Leitungen
einfacher Geometrie ist eine analytische Losung unmdglich.



