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Kapitel 2  Statistische Kennwerte

Arithmetisches Mittel - Modalwert - Medianwert - Vari-
anz - Standardabweichung - Interquartilbereich - Perzentil —
z-Wert

|

Die Anwendung statistischer Verfahren setzt vor-
aus, dass quantitative Informationen tiber den je-
weiligen Untersuchungsgegenstand bekannt sind.
Die Aussage: ,,Herr X ist neurotisch“ mag zwar
als qualitative Beschreibung der genannten Per-
son informativ sein; préziser wire diese Informa-
tion jedoch, wenn sich die Ausprigung des Neuro-
tizismus durch eine bestimmte Zahl kennzeichnen
lieke, die beispielsweise Vergleiche hinsichtlich der
Auspriagungsgrade des Neurotizismus bei verschie-
denen Personen ermoglicht.

Liegen quantitative Informationen tiber meh-
rere Personen bzw. eine Stichprobe vor, erleich-
tern summarische Darstellungen der Daten die In-
terpretation der in der Stichprobe angetroffenen
Merkmalsverteilung. Die Altersangaben der Kli-
enten einer therapeutischen Ambulanz beispiels-
weise konnten folgendermafen statistisch ., ver-
dichtet* werden:

o Mafe der zentralen Tendenz geben an, welches
Alter alle Klienten am besten charakterisiert.

o Mafe der Variabilitit kennzeichnen die Unter-
schiedlichkeit der behandelten Klienten in Be-
zug auf das Alter.

Kennwerte, die entweder die zentrale Tendenz
oder die Variabilitdt eines Merkmals charakteri-
sieren, sollen nun dargestellt werden.

2.1 MaBe der zentralen Tendenz

Eine Stichprobe von n Untersuchungseinheiten
soll hinsichtlich eines Merkmals beschrieben wer-
den. Beispielsweise soll die Fahigkeit, aus einzel-

Tabelle 2.1. Bearbeitungszeiten eines Puzzles in Sekunden

nen Teilstiicken eine vorgegebene Figur zusam-
menzusetzen (Puzzle), untersucht werden. An der
Untersuchung nehmen 90 Patienten mit hirnor-
ganischen Schéden teil. Das uns interessierende
Merkmal ist die Bearbeitungszeit, die die Ver-
suchspersonen zum Zusammenlegen der Figur be-
notigen. Tabelle 2.1 enthédlt die Bearbeitungszei-
ten der Patienten.

Nun iiberlegen wir, durch welchen Wert alle
Bearbeitungszeiten am besten beschrieben werden
koénnen. In der Tat gibt es zu diesem Zweck meh-
rere Kennwerte. Die gebrauchlichsten Mafle sind
der Mittelwert, der Median und der Modalwert
(s. Exkurs 2.2 fiir weitere Mafke).

2.1.1 Mittelwert

Der Mittelwert ist das gebréuchlichste Mafs zur
Kennzeichnung der zentralen Tendenz der Vertei-
lung eines metrischen Merkmals. Er wird berech-
net, indem die Summe aller Werte durch die An-
zahl der Werte dividiert wird. Die Formel fiir den
Mittelwert lautet

Z?:l Xi

n

X= (2.1)
Der Mittelwert wird haufig auch ,,arithmetisches
Mittel* genannt. (Exkurs 2.1 enthélt Hinweise fiir
das Rechnen mit dem Summenzeichen X.)
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Zunéchst illustrieren wir die Berechnung des
Mittelwerts mit Hilfe eines Beispiels.

Fiinf Schiiler schreiben ein Diktat im Fach Englisch. Die An-
zahl der Orthographiefehler lauten: 3, 5, 6, 8, und 14. Berech-
nen wir nun den Mittelwert der Fehler, so ergibt sich

x=(3+5+6+8+14)/5=36/5
=7.2.

Im Durchschnitt machte ein Schiiler etwa sieben Fehler.
[

Das arithmetische Mittel ist hinsichtlich jedes ein-
zelnen Wertes, welcher in seine Berechnung ein-
geht, sensitiv. Wird ein einzelner Wert der vor-
liegenden Stichprobe verdndert, so &ndert sich
ebenfalls der Mittelwert. Diese Eigenschaft ist der
Grund, wieso der Mittelwert ein sehr guter Schét-
zer des Zentrums einer Verteilung ist.

Auf der anderen Seite birgt diese Sensitivitét
des Mittels hinsichtlich jeder einzelnen Beobach-
tung auch die Gefahr, dass das Mittel durch unge-
wohnliche Beobachtungen stark beeinflusst wird.
Solche ungewthnlichen Beobachtungen, die oft als
Ausreifier oder Ezxtremwerte bezeichnet werden,
kénnen aus vielen verschiedenen Griinden in den
Daten enthalten sein.

Eine mogliche Ursache sind Fehler, die sich in
die Berechnung einschleichen. So kénnte es im Bei-
spiel 2.1 bei der Berechnung der durchschnittli-
chen Fehleranzahl mit Hilfe eines Taschenrechners
bei der Eingabe zu einem Tippfehler kommen. Wir
nehmen folgendes Szenario an: Anstatt der Zahl 14
wird versehentlich die Zahl 24 eingegeben. Auf-
grund dieses Fehlers lautet die durchschnittliche
Fehlerzahl nun 9,2. Dieser Wert ist kein guter Re-
prasentant der beobachteten Fehler in Beispiel 2.1
mehr.

Eine weitere Eigenschaft des Mittels ist, dass
die Summe der Abweichungen vom arithmetischen
Mittel immer null ergeben muss, d.h. es gilt fiir
beliebige Werte Y 1L (x;—x) = 0. Um diese Aussage
herzuleiten, wird die Summe der Abweichungen
vom Mittel folgendermafien umgeformt:

n

Z(xl-—ic):zn:xi—nic

i=1 i=1

Um diese Eigenschaft zu illustrieren, berechnen
wir die Summe der Abweichungen fiir die Werte
des Beispiels 2.1. Man erhalt

(3-72)+(5-72)+-+(14-72) =0.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Mittels
ist, dass die Summe der quadrierten Abweichun-
gen aller Werte vom Mittel ein Minimum ergibt.
Mit anderen Worten, sucht man einen Wert, den
wir mit x bezeichnen wollen, fiir den die Summe

Z( 5

so klein wie moglich wird, so ist nicht offensicht-
lich, wie x gewédhlt werden muss, um diese Summe
zu minimieren. Es ldsst sich zeigen, dass der Mit-
telwert diese Bedingung erfiillt. Zum Beweis siehe
den Abschnitt zur Methode der kleinsten Quadrate
auf S. 90.

Auch diese ,,Minimums“-Eigenschaft des Mittels soll mit den
Werten des Beispiels 2.1 illustriert werden. Wir berechnen da-
zu die Quadratsumme ¥ (x; — x)2. Man erhilt

(3-722+(5-72)*+-+(14-72)*=70,8.

Ersetzt man 7,2 durch einen beliebigen anderen Wert, so wird
die resultierende Quadratsumme auf keinen Fall kleiner als
70,8 (s. Aufgabe 2.9).

[

Als zweites numerisches Beispiel fiir die Berechnung des Mit-
telwertes bestimmen wir das Mittel fiir die Bearbeitungszeiten
der Tab. 2.1. Die Berechnung von Hand ist zwar nicht weiter

schwierig, aber aufgrund der groflen Anzahl von Beobachtun-
gen aufwindig. Man erhilt

%= (131,8 + - +95,2)/90 = 9619,9/90
= 106,89.

Damit betrdgt die durchschnittliche Bearbeitungszeit des
Puzzles etwa 107 Sekunden.
[

2.1.2 Median

Der Median einer Stichprobe von Werten ist defi-
niert als der Wert, der grofer als 50% der Werte
der Stichprobe ist. Der Median kennzeichnet auf
einfache Weise die Mitte der Stichprobenwerte, da
die Hailfte der Werte kleiner und die andere Hilfte
der Werte grofer ist als der Median.



EXKURS 2.1 Das Rechnen mit dem Summenzeichen

Ein in der Statistik hdufig benotigtes Operationszeichen ist
das Summenzeichen, das durch ). gekennzeichnet wird. Un-
ter Verwendung des Summenzeichens schreiben wir z. B.:

r

Xi=X1+X2+X3+ X4+ Xs5.

i=1

Dabei bedeutet die linke Seite der Gleichung: ,,Summe aller
x;-Werte fiir i = 1 bis 5“. Der Laufindex i kann durch beliebi-
ge andere Buchstaben ersetzt werden. Unterhalb des Sum-
menzeichens wird die untere Grenze des Laufindex angege-
ben, oberhalb des Summenzeichens steht die obere Grenze.
Die folgenden Beispiele verdeutlichen einige Operationen
mit dem Summenzeichen:

e

Il
w

Xi = X3+ X4 + X5 + Xg,

4
YoXiYi=Xy- Y2+ X3 y3+Xa-ya,

i=2

n
22,2 2
Doxf=x 4Ky,

n
Dexi=coxi o Co Xy
i=1

n
=cy xi,
i=1

Wenn aus dem Kontext die Grenzen der zu summierenden
Werte klar hervorgehen, kann die ausfithrliche Schreibweise
fiir eine Summation durch folgende einfachere Schreibweise
ersetzt werden:

n
in = ZX,‘.
i=1 i

Haufig sind Daten nicht nur nach einem, sondern nach
mehreren Kriterien gruppiert, sodass eine eindeutige Kenn-
zeichnung nur iiber mehrere Indizes moglich ist. Wenn bei-
spielsweise p Variablen bei n Personen gemessen werden,
kennzeichnen wir die 3. Messung der 2. Personen durch x;3
oder allgemein die i-te Messung der m-ten Person durch
Xmi. Will man die Summe aller Messwerte der 2. Person
bestimmen, verwenden wir folgende Rechenvorschrift:

P
ZxZi =X31 + X2 + X3+ -0+ pr.
i=1

Die Summe aller Messwerte fiir die Variable 5 hingegen
lautet:

n

Z Xms = X15 + X25 + X35 + +- + Xps.
m=1

Die Summe der Werte der m-ten Person ermitteln wir nach
der Beziehung:

P
D Xmi = X1 + Xz + -+ + Xp
i=1

bzw. die Summe aller Werte auf der i-ten Variablen:

n
Z Xmi = X17 + X2i + -+ Xpi.
m=1

Sollen die Messwerte iiber alle Personen und alle Variablen
summiert werden, kennzeichnen wir dies durch ein doppel-
tes Summenzeichen:

n
2, i
i=1 m=1

Entsprechendes gilt fiir Messwerte, die mehr als zweifach
indiziert sind.

Die Berechnung des Medians wird folgenderma-
fen bewerkstelligt: Zunéchst werden die Rohwerte
nach ihrer Grofie sortiert. Die sortierten Rohwerte
bezeichnet man auch als ,,Ordnungsstatistik® und
schreibt sie als

X(1),X(2)s - -+ X(n)-

Mit x(,y ist also der kleinste Wert einer Stichprobe
gemeint. Ganz analog bezeichnet x(,) den grofiten
beobachteten Wert. Dagegen bezeichnet x; bzw.
x, die erste und die letzte Beobachtung, die in der
Stichprobe gemacht wurde.

Mit Hilfe der Schreibweise fiir die sortierten
Rohdaten kann man den Median, den wir mit
Md abkiirzen, folgendermafien ausdriicken; dabei

muss zwischen geradem und ungeradem Stichpro-
benumfang unterschieden werden. Es gilt:

X (1 falls n ungerade,

(x(2y +x(241)) /2

Haben fiinf Versuchspersonen die Messwerte 5, 2, 3, 7, und 8
erhalten, so miissen die Daten zunichst sortiert werden. Man
erhilt somit

Md =
falls n gerade.

2,3,5,7,8.

Man erkennt, dass die dritte Beobachtung die Rohwerte in zwei
gleich grofle Hilften teilt. Damit lautet der Median Md = 5.
Natiirlich kann auch die obige Formel angewendet werden,
um den Median zu bestimmen. Da die Anzahl der Beobach-
tungen n ungerade ist, bestimmt man zunéchst (n + 1)/2 = 3.
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Somit ergibt sich Md = x 3. Der Median ist also die drittgro3-
te Beobachtung, die den Wert 5 besitzt.

Ist der Stichprobenumfang geradzahlig, so liegen zwei Wer-
te in der Mitte der sortierten Messwerte. Wir gehen diesmal
von den sechs Messwerten 2, 8, 6, 4, 12 und 10 aus. Wiederum
werden diese Werte zunéchst nach ihrer Grofle sortiert. Man
erhalt

2,4,6,8,10,12.

Die beiden mittleren Beobachtungen sind 6 und 8. Der Median
wird nun als arithmetisches Mittel dieser beiden Beobachtun-
gen bestimmt. Also Md = (6 +8)/2=7.

Wiederum iiberzeugen wir uns, dass die Verwendung der
Fomel fiir den Median zum gleichen Ergebnis fithrt. Da n = 6,
erhilt man

Md = (x(6/2) +X(6/241))/2 = (x(3) +X(0)) /2= 7.
|

Zunéchst zwei Bemerkungen zur Definition des
Medians fiir eine Stichprobe. Erstens macht das
Beispiel deutlich, dass die Definition des Medians
als der Wert, unter dem die Hélfte der Beobach-
tungen liegt, nur fiir gerades » sinnvoll ist. Trotz-
dem liegt es nahe, den Median fiir ungerades n so
festzulegen, wie wir dies getan haben, da x((n41),2)
die mittlere Beobachtung ist, welche die Messwer-
te in zwei gleich grofte Halften teilt.

Zweitens zeigt das Beispiel, dass der Median
nicht notwendigerweise eindeutig festgelegt ist,
denn fiir das Beispiel mit geradem Stichproben-
umfang erfiillt jede Zahl zwischen 6 und 8, also
zwischen x(3)y und x(4), die Bedingung, dass die
Halfte aller Beobachtungen kleiner ist. Insofern
wéren beispielsweise auch die Werte 6,1, 6,5, 7,3
usw. legitime Stichprobenmediane. Trotzdem ist
es eine weit verbreitete Konvention, fiir gerade n
den Median als Mittel der beiden mittleren Beob-
achtungen festzulegen.

Der Median wird im Gegensatz zum Mittelwert
nicht oder zumindest nur wenig von Ausreifsern
beeinflusst. Man kann sich dies klar machen, wenn
man im Beispiel 2.4 den groften Wert noch weiter
erhoht (oder auch den kleinsten Wert noch wei-
ter verringert). Weder fiir einen geraden noch fiir
einen ungeraden Stichprobenumfang wird dadurch
der Median verdndert. Der Betrag der Erhéhung
(Verminderung) spielt dabei keine Rolle.

Die ,,Robustheit” des Medians gegeniiber Aus-
reifsern bzw. Extremwerten ist ein nicht zu unter-
schatzender Vorteil des Medians gegeniiber dem
Mittelwert. Vermutet man untypische Beobach-
tungen in den Daten, sollte der Median als Kenn-
wert der zentralen Tendenz verwendet werden.

Eine weitere Eigenschaft des Medians ist, dass
die Summe der Abweichungsbetrige vom Median

Tabelle 2.2. Sortierte Bearbeitungszeiten in Sekunden

ein Minimum ergibt. Mit anderen Worten, gesucht
ist ein Wert x, fiir den die Summe

n
Z |x,- - )~C|
i=1

so klein wie moglich wird. Es ldsst sich zeigen,
dass das Ersetzen von x durch den Median diese
Summe minimiert.

Fiir die 90 Bearbeitungszeiten der Tab. 2.1 soll ebenfalls der
Median berechnet werden. Die Berechnung von Hand wire al-
lerdings aufwéndig, da zundchst die Ordnungsstatistik - al-
so die nach ihrer Gréfle sortierten Bearbeitungszeiten - be-
stimmt werden miisste. Um die Berechung des Medians zu er-
leichtern, sind die sortierten Bearbeitungszeiten in Tab. 2.2
enthalten. Da der Stichprobenumfang n = 90 gerade ist, miis-
sen die beiden mittleren Bearbeitungszeiten ermittelt werden.
Dies sind die 45. und 46. Beobachtung. Der Median ist also

_ X(45) T X(46) _ 108,0+108,1
= > =

Md =108,05.

Der Mittelwert fiir diese Daten betrug 106,89. Wie man er-
kennt, ergibt sich fiir den Median der Bearbeitungszeiten ein
sehr dhnlicher Wert. Fiir dieses Beispiel betrdgt der Unter-
schied zwischen den beiden Kennwerten nur etwas mehr als
eine Sekunde.

[

2.1.3 Modalwert

Der Modalwert einer Verteilung ist derjenige
Messwert, der am h&ufigsten vorkommt. Den Mo-
dalwert zu bestimmen ist also sehr einfach und
bedarf keiner Formel. Es muss nur fiir jeden be-
obachteten Rohwert ausgezahlt werden, wie oft er
in der Stichprobe vertreten ist. Der Wert mit der
grokten Haufigkeit ist der Modalwert.

Der Modalwert wird in den Sozialwissenschaf-
ten kaum verwendet, da sich schnell Probleme bei
seiner Berechnung ergeben kénnen. Beispielsweise
sind die Bearbeitungszeiten in Tab. 2.1 so genau
gemessen worden, dass jeder Wert nur einmal be-



EXKURS 2.2 Weitere MaBe der zentralen Tendenz

Geometrisches Mittel. Werden subjektive Empfin-
dungsstirken gemittelt, kann man aufgrund psychophy-
sischer Gesetzmafigkeiten zeigen, dass die durchschnitt-
liche Empfindungsstirke verschiedener Reize nicht durch
das arithmetische Mittel, sondern besser durch das geo-
metrische Mittel (GM) abgebildet wird. Soll beispielsweise
in einem psychophysischen Experiment eine Versuchsper-
son die durchschnittliche Helligkeit von drei verschiedenen
Lampen mit den Helligkeiten 100 Lux, 400 Lux und 1000
Lux einstellen, erwarten wir, dass die eingestellte durch-
schnittliche Helligkeit nicht dem arithmetischen Mittel
(=500 Lux), sondern dem geometrischen Mittel entspricht.
Das geometrische Mittel setzt voraus, dass alle Werte po-
sitiv sind. Es wird nach folgender Beziehung berechnet:

GM = /X1 - X3 + X3+ Xp-

Das geometrische Mittel in unserem Zahlenbeispiel lautet:
GM = ~/100 - 400 - 1000 = 342.

Ein wichtiges Anwendungsfeld fiir das geometrische Mittel
sind durchschnittliche Wachstumsraten wie beispielsweise
durchschnittliche Umsatzsteigerungen pro Jahr, durch-
schnittliche Verdnderungen der Bevolkerungszahlen pro
Jahr oder durchschnittliche Preissteigerungen pro Jahr,
wobei die Wachstumsrate als prozentuale Veranderung ge-

geniiber dem Vorjahr definiert ist (ausfiihrlicher hierzu vgl.
z.B. Sixtl, 1993, S. 611f.).

Harmonisches Mittel. Ein Autofahrer fihrt staubedingt
50 km mit einer Geschwindigkeit von 20km/h und da-

nach 50 km mit 125km/h. Wie lautet die Durchschnitts-
geschwindigkeit fiir die Gesamtstrecke von 100 km?

Die vielleicht spontan einfallende Antwort (20km/h +
125km/h)/2 = 72,5 km/h ist falsch, denn die Durchschnitts-
geschwindigkeit ergibt sich als Gesamtstrecke/Gesamtzeit.
Fiir die 100 km bendtigt der Fahrer 50/20 + 50/125 = 2,5 +
0,4 = 2,9 Stunden, sodass sich eine Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 100km/2,9h = 34,48 km/h ergibt. Dieser Wert
entspricht dem harmonischen Mittel der beiden Geschwin-
digkeiten. Die allgemeine Berechnungsvorschrift fiir das
harmonische Mittel lautet:

n
HM = .

n L

i=1 x;

Berechnen wir das harmonische Mittel fiir das Beispiel, re-
sultiert

2

— =3448km/h.

; + —
20km/h 125 km/h

Das harmonische Mittel kommt zur Anwendung, wenn In-
dexzahlen (Kilometer pro Stunde, Preis pro Liter, Einwoh-
ner pro Quadratkilometer etc.) zu mitteln sind und die Zah-
lervariable (Kilometer, Preis, Einwohnerzahl) konstant ist.
Ist die Nennervariable (Fahrzeit, Litermenge, Flachengro-
e) konstant, ergibt sich der durchschnittliche Index {iber
das arithmetische Mittel.

obachtet worden ist. In einem solchen Fall ist der
Modalwert nicht definiert. Des Weiteren ist nicht
ausgeschlossen, dass in einem Datensatz zwei ver-
schiedene Werte die gleiche maximale Haufigkeit
besitzen. Sind diese beiden Werte nicht unmittel-
bar nebeneinander, so liegt eine sog. bimodale Ver-
teilung vor. Auch in diesem Fall ist unklar, wie der
Modalwert bestimmt werden sollte. Dariiber hin-
aus hat der Modalwert den Nachteil, dass er {iber
vergleichbare Stichproben hinweg sehr variabel ist,
d. h. sehr unterschiedliche Werte annehmen kann.

Trotzdem kann es gelegentlich von Interesse
sein, den haufigsten Rohwert einer Stichprobe zu
berichten. In diesem Fall kann dies einfach {iber
die Verwendung des Begriffs ,Modalwert* kommu-
niziert werden. Wir werden den Modalwert mit Mo
abkiirzen.

2.2 MaBe der Variabilitat

Ahneln sich die Werte zweier Stichproben hin-
sichtlich ihrer zentralen Tendenz, kénnen sie den-
noch hinsichtlich der Variabilitat ihrer Werte stark
voneinander abweichen. Wihrend Mafte der zen-

tralen Tendenz angeben, welcher Wert die Mitte
bzw. das Zentrum aller Werte am besten reprasen-
tiert, informieren Mafe der Variabilitéit iiber die
Unterschiedlichkeit der Werte.

Fiir die empirische Forschung sind Mafse der Va-
riabilitdt denen der zentralen Tendenz ebenbiirtig.
Ein wichtiges allgemeines Forschungsanliegen ist
die Beantwortung der Frage, wie die beziiglich ei-
nes Merkmals angetroffene Unterschiedlichkeit von
Personen oder anderen Untersuchungseinheiten er-
klart werden kann. Wir stellen z. B. fest, dass Schii-
ler unterschiedlich leistungsfahig sind, dass Pati-
enten auf eine bestimmte Behandlung unterschied-
lich gut ansprechen, dass Wéhler unterschiedliche
Parteien préaferieren etc. und suchen nach Griinden,
die fiir die Verschiedenartigkeit verantwortlich sein
konnten. Viele statistische Verfahren zur Uberprii-
fung von Hypothesen tragen dazu bei, auf diese Fra-
ge eine Antwort zu finden.

Das Bemiihen, Unterschiedlichkeit erklaren zu
wollen, setzt jedoch zunéchst voraus, dass sich die
in einer Untersuchung festgestellten Unterschiede
angemessen beschreiben oder quantifizieren las-
sen. Hierfiir wurden verschiedene Variabilititsma-
e entwickelt.
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2.2.1 Varianz

Ein wichtiges Maf zur Kennzeichnung der Varia-
bilitdt von Messwerten ist die Varianz, deren Be-
rechnung ein metrisches Merkmal voraussetzt.

Definition 2.1

Die Varianz einer Stichprobe des Umfangs n ist de-
finiert als die Summe der quadrierten Abweichungen
aller Messwerte vom arithmetischen Mittel, dividiert
durclz1 n — 1. Wir bezeichnen die Stichprobenvarianz
mit s°.

Die Berechnungsformel der Varianz lautet

@ Zinlni-%)? (2.2)
n-1
Folgende Uberlegung fiihrt zu dieser Definition der
Varianz: Da die Unterschiedlichkeit der Messwer-
te zum Ausdruck gebracht werden soll, ist es na-
he liegend, die Abweichungen der Beobachtungen
vom Zentrum der Stichprobenwerte zu betrach-
ten. Verwendet man den Mittelwert, um das Zen-
trum der Verteilung zu kennzeichnen, dann sind
also die Abweichungen (x; —x) von Interesse. Um
eine repréasentative Abweichung zu erhalten, mag
man auf die Idee kommen, diese Abweichungen zu
mitteln. Allerdings fithrt dies nicht zu einem geeig-
neten Variabilitdtsmafs, da die Abweichungen so-
wohl positiv als auch negativ sind und sich somit
wechselseitig eliminieren. Um die Abweichungen
von ihrem Vorzeichen zu befreien, kann man sie
quadrieren oder einfach deren Betrag verwenden.
An dieser Stelle verfolgen wir den ersten Vorschlag
und betrachten die quadrierten Abweichungen.

Da ein einzelner Kennwert zur Kennzeichnung
der Variabilitdt aus den Stichprobenwerten errech-
net werden soll, werden die quadrierten Abwei-
chungen summiert, d.h. wir berechnen die Qua-
dratsumme

n
QS = (x;i—x)*. (2.3)
i-1

Die Quadratsumme ist immer positiv und steigt
mit zunehmenden Abweichungen vom Mittel an.
Dies sind Eigenschaften, die ein geeignetes Mafs
der Variabilitat erfiillen sollte. Die Quadratsumme
hat aber den Nachteil, dass sie auch vom Stich-
probenumfang abhingt, weswegen sie am Stich-
probenumfang relativiert werden sollte. Am nahe-
liegendsten ist es, die Quadratsumme durch den
Stichprobenumfang n zu dividieren. Aus Griinden,
deren Erlduterung an dieser Stelle zu weit gehen
wiirden, dividiert man statt dessen durch n — 1.

Den Ausdruck n—1 werden wir spéter (Exkurs 8.1)
als , Freiheitsgrade der Varianz kennenlernen.

Wie man durch den Vergleich mit der For-
mel (2.2) erkennt, kann die Varianz auch als s* =
QS/(n—1) geschrieben werden.

Zur Illustration wollen wir die Varianz fiir zwolf Noten x;,
i =1,...,12 ermitteln. Wir fertigen dazu folgendes Rechen-
schema an, wobei die Spaltensummen in der letzten Zeile ste-
hen.

Xi Xi—X (xl- - 5()2
3,3 0,8 0,64
1,7 -08 0,64
20 -05 0,25
4,0 1,5 2,25
1,3 -12 1,44
2,0  -0,5 0,25
3,0 0,5 0,25
2,7 0,2 0,04
3,7 1,2 1,44
23 -02 0,04
1,7 -08 0,64
23 -02 0,04
30,0 7,92

Da die Summe der zw6lf Noten 30,0 betrégt, ergibt sich fiir
den Mittelwert x = 2,5. Die erste Abweichung lautet somit
3,3 - 2,5 = 0,8. Quadrieren wir diese Abweichung, resultiert
der Wert 0,64. Wie man der letzten Zeile des Rechenschemas
entnimmt, betrdgt die Summe aller quadrierten Abweichun-
gen 7,92. Damit ergibt sich fiir die Varianz der Wert

s b
= Q =22 -0,72.
n-1 11

Fiir die Berechnung der Quadratsumme ist folgen-
de Formel oft hilfreich, da sie nicht die vorherige
Berechnung des Mittels voraussetzt:

QS = znjx,? - (Zx) /n. (2.4)

=1

Wie wird die Varianz interpretiert? Die Interpre-
tation wird dadurch erschwert, dass die Varianz
durch das Quadrieren nicht mehr die Einheiten
der Messwerte besitzt. Die Stichprobenvarianz von
0,72 aus Beispiel 2.6 ldsst sich deshalb nicht auf
die Notenskala beziehen. Ein Maff der Variabili-
tat, welches sich direkt aus der Varianz ableitet,
das aber keine Schwierigkeiten bei der Interpreta-
tion bereitet, ist die Standardabweichung.



2.2.2 Standardabweichung

Mit der Varianz haben wir ein Mafs, dem durch die
Quadrierung der individuellen Abweichungen das
Quadrat der urspriinglichen Einheit der Messwer-
te zugrunde liegt. Da ein solches Mafs nur schwer
interpretierbar ist, wird die Quadrierung wieder
riickgéngig gemacht, indem man die Wurzel der
Varianz berechnet. Der so ermittelte Wert wird als
Standardabweichung s bezeichnet. Die Standard-
abweichung berechnen wir also als

s= Vs,

Gelegentlich wird die Standardabweichung auch
als Streuung bezeichnet. Allerdings wird der Be-
griff | Streuung“ auch synonym mit ,,Variabili-
tat" verwendet, sodass seine Verwendung missver-
standlich sein konnte.

Um auch die Berechnung der Standardabweichung numerisch
zu zeigen, greifen wir das Beispiel 2.6 erneut auf. Dort hatten
wir die Varianz von zw6lf Notenwerten berechnet. Wir erhiel-
ten s?> = 0,72. Die Standardabweichung der Notenwerte lautet
somit

s=1/0,72=10,85.

Die Standardabweichung driickt die Variabilitdt der beobach-
teten Werte auf der Notenskala aus.
[

(2.5)

Da die Standardabweichung die gleiche Einheit
wie die Messwerte besitzt, kann ihre Grofe direkt
mit den Messwerten in Beziehung gesetzt werden.
Dabei kann die Standardabweichung — wie der Na-
me schon suggeriert — als eine ,,reprasentative Ab-
weichung vom Zentrum der Verteilung interpre-
tiert werden.

Fiir die Daten des Beispiels 2.6 errechneten wir
X = 2,5 und s = 0,85. Damit konnen wir sagen,
dass die Abweichungen vom Notendurchschnitt et-
wa 0,85 betragen. Dies darf natiirlich nicht so in-
terpretiert werden, dass alle Abweichungen die-
sen Wert besitzen. Die Betrdge der Abweichun-
gen werden sowohl iiber als auch unter dem Wert
0,85 liegen. Insofern ist die Standardabweichung
ein Maf, mit dem die Grofe der Abweichungen gut
reprasentiert wird. Genauere Aussagen sind aller-
dings ohne zusétzliche Annahmen nicht mdoglich.
Wir werden aber auf die Interpretation der Stan-
dardabweichung spéter im Zusammenhang mit
normalverteilten Merkmalen zuriickkommen.

Die Standardabweichung sowie die Varianz sind
die mit Abstand populédrsten Make der Variabili-
tdt. Obwohl die Varianz nicht einfach in Bezug

zu den Messwerten zu interpretieren ist, ist sie
doch fiir die Statistik von grofser Bedeutung, da
sie im Rahmen vieler Analyseverfahren in Antei-
le zerlegt wird, aus deren relativer Grofe wichtige
Schlussfolgerungen gezogen werden konnen. Trotz
der groften Popularitét von Varianz und Standard-
abweichung gibt es zahlreiche andere Mafse der Va-
riabilitdt, von denen einige kurz besprochen wer-
den sollen.

2.2.3 AD-Streuung

Im Zusammenhang mit der Varianz bzw. der Stan-
dardabweichung hatten wir erlautert, dass Abwei-
chungen vom Mittel zwar indikativ fiir die Va-
riabilitdt der Daten sind, aber deren Summie-
rung nicht zielfiihrend ist, da die unterschiedlichen
Vorzeichen der Abweichungen dazu fiihren, dass
sie sich gegenseitig ausgleichen. Wir hatten des-
halb die Vorzeichen durch Quadrieren der Abwei-
chungen eliminiert. Das Vorzeichen lasst sich je-
doch auch einfach dadurch eliminieren, dass man
die Betrdge der Abweichungen betrachtet. Mit-
telt man die Abweichungsbetrige, so erhélt man
die sog. AD-Streuung (,average deviation®“). Sie
bringt den Durchschnitt der in Absolutbetragen
gemessenen Abweichungen aller Messwerte vom
arithmetischen Mittel zum Ausdruck. Als Formel
geschrieben:

Sha(bi=%)

n

Um die Berechnung der AD-Streuung zu illustrieren, greifen
wir auf die Daten in Beispiel 2.6 zuriick. Dort wurden die Ex-
amensnoten von z6lf Priiflingen betrachtet und deren Abwei-
chungen vom Mittelwert bereits berechnet. Wir geben die Da-
ten hier noch einmal wieder.

AD = (2.6)

Xi |xl- - 5C|
3,3 0,8
1,7 0,8
2,0 0,5
4,0 1,5
1,3 1,2
2,0 0,5
3,0 0,5
2,7 0,2
3,7 1,2
2,3 0,2
1,7 0,8
2,3 0,2
30,0 8,4
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Die Summe der Abweichungsbetrige betragt also 8,4. Damit
ergibt sich

8,4
AD = == =0,70.
12

Die durchschnittliche Abweichung vom Mittel betrdgt somit
0,70 Notenpunkte.
[

2.2.4 Variationsbreite

Das einfachste Variabilitdtsmaf ist die Variations-
breite, der entnommen werden kann, wie grofs der
Bereich ist, in dem sich die Messwerte befinden.
Die Variationsbreite ermittelt man, indem man die
Differenz aus dem grofiten und kleinsten Wert bil-
det, d. h.

X(n) = X(1)-

Die Variationsbreite wird héufig auch mit dem
englischen Wort ,,Range bezeichnet.

Fiir die Beispieldaten aus Tab. 2.1 lauten die
kiirzeste bzw. langste Bearbeitungszeit 62,6 s und
148,2s. Somit ist die Variationsbreite

148,25 - 62,6 s = 85,6 s.

Die Variationsbreite als Mafl der Variabilitit ist
sehr sensitiv gegeniiber Ausreiffern, da schon ein
einzelner extremer Wert die Variationsbreite er-
heblich vergréfiern kann.

2.2.5 Interquartilbereich

Die Variationsbreite ist kein sehr niitzliches Mafs
zur Charakterisierung der Variabilitét, da sie stark
durch Ausreifser beeinflusst wird. Stabiler sind ein-
geschrankte Streubereiche, bei denen ein gewisser
Prozentsatz der groften und kleinsten Beobach-
tungen nicht beriicksichtigt wird. Beispielsweise
konnte man den Bereich kennzeichnen, in dem sich
die mittleren 50% einer Verteilung befinden. Dies
lasst sich bewerkstelligen, indem eine Messwert-
reihe mit Hilfe des Medians in zwei gleich grofie
Hélften geteilt wird, wobei in der einen Hélfte alle
Werte kleiner als der Median enthalten sind und
die andere Halfte die Werte grofer als der Median
enthalt.

Wenn wir nun den Median der Werte berech-
nen, welche unterhalb des Medians liegen, so diir-
fen wir erwarten, dass wir einen Wert erhalten, un-
ter dem etwa 25% der Beobachtungen liegen. Den

so ermittelten Wert nennt man unteren Angel-
punkt Q;. Ganz analog kennzeichnet der Median
aller Messwerte iiber dem Median den Wert, {iber
dem etwa 25% der Beobachtungen liegen. Diese ist
der obere Angelpunkt Qs;. Der Median entspricht
Q.. Gelegentlich werden die Angelpunkte auch
nach ihrem Erfinder als ,, Tukey-Angelpunkte* be-
zeichnet (Tukey, 1977). Die englische Bezeichnung
fiir Angelpunkte ist ,,Hinge".

Ein Variabilitdtsmaf, welches sich robust ge-
geniiber Ausreifiern verhélt, ist der Abstand der
Angelpunkte, welcher auch als ,Interquartilbe-
reich® bezeichnet wird. Der Interquartilbereich ist
also

IQR=Q; - Q.

Der IQR driickt die Lange des Bereichs aus, iiber
den die mittleren 50% einer Rohwerteverteilung
streuen. Das Akronym IQR steht fiir die englische
Bezeichnung ,,Inter-Quartile-Range*.

Wie werden die Angelpunke nun konkret be-
rechnet? Zunéchst werden die Rohdaten nach ih-
rer Grofe sortiert und der Median bestimmt. Um
den unteren Angelpunkt zu bestimmen, wird ein
neuer Datensatz gebildet, der die Halfte der sor-
tierten Daten umfasst. Und zwar sind dies die
Werte: x(1),X(2), - -, X(m). Bei geradem Stichpro-
benumfang n ist m = n/2 und bei ungeradem n ist
m = (n+1)/2. Der untere Angelpunkt Q; ist der
Median dieses Datensatzes.

Der obere Angelpunkt wird ganz analog be-
rechnet d.h., es wird der Datensatz x(u), X(m+1)s
..+, X(n) gebildet. Der obere Angelpunkt Qs ist der
Median dieses Datensatzes.

Fiir die Bearbeitungszeiten, die in Tab. 2.2 bereits sortiert vor-
liegen, lassen sich die Angelpunkte direkt aus der Tabelle able-
sen. Da der Stichprobenumfang mit n = 90 gerade ist, muss
man, um Q; zu erhalten, nur den Median der 45 kleinsten
Beobachtungen bestimmen. Mit anderen Worten Q1 = x(23)-
Ganz analog ergibt sich Q3 = x(¢s). Liest man die Werte aus
Tab. 2.2 ab, so erhdlt man Q; = 93,4s und Qs = 122,7 s. Somit
betrédgt der Interquartilbereich

IQR = 122,75 - 93,45 = 29,3s.

Die mittleren 50% der Bearbeitungszeiten streuen also iiber
einen Bereich von fast 30 s.
[

Eine weiterfiihrende Diskussion der Angelpunkte
sowie verwandter Kennwerte findet man bei
Hoaglin (1983).



2.2.6 MAD

Da der Mittelwert nicht robust gegeniiber Ausrei-
Rern ist, liegt es nahe, Abweichungen vom Median
zu betrachten. Wiederum eliminieren wir das Vor-
zeichen der Abweichungen, indem wir die Betré-
ge betrachten, also |x; — Md|, fir i = 1,...,n. Der
Median dieser Abweichungsbetrige wird MAD ge-
nannt. Das MAD-Maf ist also der Median der ab-
soluten Abweichungen vom Median, wobei MAD
die Abkiirzung fiir ,,median absolut deviation from
the median® ist.

Als Formel wird es folgendermafen geschrieben:

MAD = Md(Jx - Md)).

Auch die MAD-Streuung soll an einem Beispiel verdeutlicht
werden. Dazu greifen wir erneut die Daten auf, welche bereits
in den Beispielen 2.6 und 2.8 verwendet wurden. Die Noten-
werte sind in folgender Ubersicht enthalten.

Xi |xi - Md|
3,3 1,0
1,7 0,6
2,0 0,3
4,0 1,7
1,3 1,0
2,0 0,3
3,0 0,7
2,7 0,4
3,7 1,4
2,3 0,0
1,7 0,6
2,3 0,0

Der Median der zw6lf Notenpunkte betragt 2,3. Fiir die ab-
solute Abweichung vom Median ergibt sich beispielsweise fiir
den ersten Wert |3,3 — 2,3] = 1,0. Alle absoluten Abweichun-
gen sind ebenfalls in der oben dargestellten Tabelle enthalten.
Berechnet man den Median, indem man die absoluten Abwei-
chungen zuerst sortiert und dann aufgrund des geraden Stich-
probenumfangs das Mittel der beiden mittleren Abweichungen
berechnet, so erhilt man MAD = 0,6. Dieser Wert ist der AD-
Streuung, fiir die wir 0,7 berechneten, sehr dhnlich.

[

Weitere Informationen zum MAD-Maf findet man
bei Maronna et al. (2006).

2.3 Stichprobenperzentile

Perzentile sind Kennwerte, die in vielen Kontex-
ten der Statistik eine Rolle spielen. Ein Perzen-
til bringt die relative Position eines Messwertes
innerhalb der Stichprobe zum Ausdruck. Wie die

folgende Definition erldutert, bezieht sich ein Per-
zentil immer auf einen vorgegebenen Prozentsatz.

Definition 2.2

Stichprobenperzentil. Das Perzentil einer Stichprobe
xp ist der Messwert, unter dem p-Prozent der Werte in
der Stichprobe liegen.

Beispielsweise bezeichnet x3o, den Wert, unter-
halb dem 30% der Stichprobe liegen, und xs¢9, be-
zeichnet den Wert, unterhalb dem 50% der Stich-
proben liegen. Insofern entspricht x599, dem Medi-
an.

Perzentile kénnen verwendet werden, um Be-
reiche zu kennzeichnen, in denen ein bestimmter
Prozentsatz der Stichprobe liegt. Oftmals wird da-
bei die Stichprobe in gleich grofe Anteile zerlegt.

Beispielsweise sind die drei Perzentile x,59;, X509
und x750, diejenigen Werte, welche die Stichprobe
in vier gleich grofe Anteile zerlegen. Man spricht
deshalb auch von ,Quartilen” bzw. dem ersten,
zweiten und dritten Quartil. (Den oben bespro-
chenen unteren bzw. oberen Angelpunkt bezeich-
net man auch als erstes bzw. drittes ,,Pseudo-
Quartil“.) Ganz analog werden die neun Perzenti-
le X199, %20%, - - - X90% auch Dezile genannt. Viele
Autoren verwenden anstelle des Begriffs ,, Perzen-
til* den Begriff ,,Quantil®.

Die praktische Berechnung von Perzentilen
wird dadurch erschwert, dass es nicht nur eine ein-
zige Berechnungsvorschrift gibt. Dies liegt daran,
dass es einer Konvention bedarf, um Perzentile fiir
eine beliebige Prozentangabe bestimmen zu kon-
nen, es aber keine allgemein anerkannte ,,beste®
Konvention dafiir gibt.

Dass die Bestimmung von Perzentilen fiir Stich-
probendaten oft nicht eindeutig mdoglich ist, hat-
ten wir schon im Zusammenhang mit dem Median
gesehen, der fiir eine gerade Anzahl von Beobach-
tungen als arithmetisches Mittel der beiden Werte
X(n/2) und X(n/241) definiert wurde. Natiirlich liegt
diese Definition nahe, trotzdem koénnte aber je-
der Wert im Intervall zwischen x(,/5) und x(,/2:1)
genauso gut als Median verwendet werden. Der
Median ist also fiir gerades n nicht eindeutig be-
stimmt und wird erst durch die Festlegung einer
Berechnungsvorschrift eindeutig bestimmbar.

Als zweites Beispiel stelle man sich eine Stich-
probe vor, welche zehn Werte umfasst, wobei wir
zur Vereinfachung annehmen, dass jeder Wert nur
einmal aufgetreten ist. Fragen wir beispielsweise
nach x;p9, so konnte man einen beliebigen Wert
wahlen, der zwischen den beiden kleinsten be-
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obachteten Werten liegt, also zwischen x(;y und
X(2)- Dieser Wert hétte die Eigenschaft, dass ge-
nau 10% der Werte kleiner und 90% der Werte
grofer als dieser Wert wéren. Aber wie lassen sich
X11%, X12%, - - - sinnvoll festlegen? Hierzu bedarf es
wiederum einer Konvention.

Eine nahe liegende Vorgehensweise, um Per-
zentile fiir beliebige Prozentanteile bestimmen zu
konnen, ist die ,lineare Interpolation“. Wir illus-
trieren den Grundgedanken mit einem Beispiel.

Nehmen wir an, es liegt eine Stichprobe von neun Testwerten
vor, die mit Hilfe eines Fragebogens, der 20 ,,Ja-Nein“ Fragen
enthilt, ermittelt wurden. Jede Ja-Antwort wird dabei als ein
Punkt gewertet. Die folgenden neun Werte wurden beobachtet,
wobei die Testwerte bereits nach ihrer Gréf3e sortiert wurden:

2,3,5,9,10,12, 14, 15,19.

Wir betrachten nun die Abb. 2.1, in der die nach Gréfle sor-
tierten Messwerte gegen die Stiitzstellen py = k/(n + 1) abge-
tragen sind. Da unsere Stichprobe neun Werte umfasst, sind
die neun Stiitzstellen die Werte 0,1, 0,2, ...0,9. Die so fest-
gelegten Punkte der Abbildung werden nun durch Geraden-
segmente (lineare Interpolation) miteinander verbunden. Mit
Hilfe dieser Abbildung kann man fiir einen beliebigen auf der
Abszisse wihlbaren Anteil das entsprechende Perzentil able-
sen. Beispielsweise lassen sich die drei Quartile anhand der
Abbildung bestimmen. Man erhilt: x50, = 4, x50 = 10 und
X75% = 14,5.

X250 und X750, sind nicht notwendigerweise mit den oben
dargestellten Angelpunkten Q; und Qs identisch. Trotzdem gilt
ganz allgemein: x50, ~ Q; und x759, ~ Q3. Berechnet man die
Angelpunkte, so erhdlt man Q; = 5und Q; = 14.

[ ]
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Abbildung 2.1. Lineare Interpolation zwischen den sortierten
Testpunkten

Die unterschiedlichen Konventionen, Perzentile li-
near zu interpolieren, unterscheiden sich haupt-
séchlich in der Wahl der Stiitzstellen py, die zur
Interpolation benétigt werden. Detaillierte Infor-
mation zur Wahl der Stiitzstellen p; findet man
bei Hyndman und Fan (1996).

Die Berechnung der Perzentile mit Hilfe von linearer Interpo-
lation ist relativ mithsam, sodass ein Statistikprogramm da-
fiir verwendet werden sollte. In diesem Zusammenhang ist
von Interesse, welche Wahl der Stiitzstellen p; durch das Pro-
gramm getroffen wird bzw. welche Moglichkeiten der Auswahl
zur Verfiigung stehen.

Die im obigen Beispiel gewidhlten Stiitzstellen py = k/(n+1)
entsprechen der Default-Einstellung (HAVERAGE) der SPSS-
Prozedur ,EXAMINE®. In der R-Funktion ,quantile() kann
die Wahl der Stiitzstellen iiber den ,type“-Parameter beein-
flusst werden. Man erhélt das obige Ergebnis fiir ,,type=6“.

[

Berechnet man mit SPSS fiir die Daten aus Tab. 2.1 die Perzen-
tile x505, X10%, - . . so erhilt man die folgenden Ergebnisse:

Prozent  Perzentil
5 68,595
10 75,610
25 93,150
50 108,050
75 122,875
90 136,010
95 142,495

Wir wollen eines der Perzentile zur Illustration mit Hilfe li-
nearer Interpolation nachrechnen. Wir greifen willkiirlich x50,
heraus.

Fiir einen Stichprobenumfang von n = 90 gibt es keinen
Messwert, unter dem genau 5% der Beobachtungen liegen.
Wiederum gehen wir von den Stiitzstellen py = k/(n + 1)
aus, wobei k = 1,...,90, da die genannten Werte mit Hilfe
der Default-Einstellung von SPSS produziert wurden. Berech-
net man die Stiitzstellen fiir k = 1,2,3,4,5, so erkennt man,
dass 5% zwischen ps = 4/91 = 0,044 und ps = 5/91 = 0,055
liegt.

Aus den sortierten Bearbeitungszeiten ergibt sich, dass die
viert- und fiinftschnellste Bearbeitungszeit 68,1 s und 69,0 s
betragen. Die Steigung der Geraden, anhand der linear inter-
poliert wird, betridgt somit

_X() “X@)  69,0-681
ps—ps  (5/91) = (4/91)

81,9.

Nun erhilt man das gesuchte 5%-Perzentil, indem man folgen-
den Ausdruck berechnet:

Xs0, = b~ (0,05—ps) + X(4)
=81,9- (0,05 —4/91) + 68,1 = 68,595.
Das Ergebnis entspricht genau dem am Anfang des Beispiels

genannten Wert.
|



2.4 Transformierte Messwerte
2.4.1 Kennwerte transformierter Messwerte

Héaufig werden aus den beobachteten Messwerten
neue Werte berechnet. Wir fragen deshalb, in wel-
cher Beziehung die Kennwerte der transformierten
Werte, welche wir mit y bezeichnen, zu den Kenn-
werten der urspriinglichen x-Werte stehen. Zu for-
dern ist, dass sich die Kennwerte der y-Werte auf
sinnvolle Weise aus den Kennwerten der x-Werte
ergeben. Dies ist z. B. fiir den Mittelwert der Fall.

Wenn zu jedem x-Rohwert die gleiche Konstan-
te a addiert wird, so erwarten wir, dass sich auch
der Mittelwert um diese Konstante dndert. Dies
ist in der Tat der Fall. Mit anderen Worten, das
Mittel der Werte

X1+4a,...,x,+a

betragt x+a. Des Weiteren ist zu fordern, dass sich
durch die Multiplikation der Messwerte mit einer
Konstanten b der Mittelwert der transformierten
Messwerte um den gleichen Faktor verdndert. Mit
anderen Worten, das Mittel von

b-xi,...,b-x,
betréagt b - x.

Beide Ergebnisse kann man in folgender Formel
zusammenfassen: Transformiert man x-Werte line-
ar mit Hilfe der Gleichung y; = a+b-x;, so lésst sich
das Mittel der transformierten Werte mit Hilfe der
Beziehung

y=a+b-Xx (2.7)
bestimmen.

Nun wollen wir fragen, wie sich die Varianz
durch eine additive Konstante verdndert. Wird
zu jedem x-Wert eine Konstante a addiert, so er-
hoht dies die Variabilitdt der Messwerte nicht. Mit
anderen Worten, die Varianz der transformierten
Werte ist identisch mit der Varianz der x-Werte.

Werden die x-Werte dagegen alle mit der Kon-
stanten b multipliziert, so verdndert dies die Varia-
bilitat der Daten, sobald b # 1. Und zwar besitzt
die Varianz der Werte

b-x1,...,b-x,
den Wert b*- s2.

Wiederum kann man beide Ergebnisse in ei-
ner Formel zusammenfassen: Transformiert man
x-Werte linear mit Hilfe der Gleichung y; = a+b-x;,

so lasst sich die Varianz der transformierten Werte
mit Hilfe der Beziehung

5)2, =5 (2.8)

bestimmen. Fiir die Standardabweichung der y-
Werte ergibt sich die Beziehung

sy = |b| - sx. (2.9)

2.4.2 z-Transformation

Gelegentlich steht man vor der Aufgabe, den Test-
wert einer Person mit den Testwerten anderer Per-
sonen in Beziehung zu setzen, um zu beurteilen,
ob es sich bei diesem Wert um einen ,,hohen“ bzw.
yhiedrigen Wert handelt. Im Alltag verwenden
wir oft den Mittelwert als Referenzpunkt und be-
zeichnen einen Wert als {iber- oder unterdurch-
schnittlich. Um zu genaueren Aussagen zu gelan-
gen, konnte man die Dezile bestimmen und dann
feststellen, zwischen welchen Dezilen sich der Test-
wert der Person befindet. Allerdings wird haufig
ein anderes Vorgehen gewahlt, das den Mittelwert
sowie die Standardabweichung der Stichprobe ver-
wendet, um den Testwert zu transformieren. Es
handelt sich dabei um die z-Transformation.

Zunéchst betrachten wir wieder die Abweichung
vom Mittel, wobei diesmal das Vorzeichen der Ab-
weichung von Bedeutung ist, da es erkennen lésst,
ob der Wert iiber- bzw. unterdurchschnittlich ist.
Beispielsweise moge die Korpergrofse einer ménn-
lichen Person 190 cm betragen. Wenn die durch-
schnittliche Grofse der ménnlichen Personen in der
Stichprobe 175 cm betrégt, so entspricht die Ab-
weichung vom Mittel +15 cm. Da wir mit den Ein-
heiten des Langenmafes vertraut sind, ist diese
Aussage bereits informativ. Allerdings diirfte es
nicht leicht fallen, zu beurteilen, ob diese Abwei-
chung ,,gewohnlich* ist. Dies wére dann der Fall,
wenn viele Personen um 15cm oder mehr vom
Mittel abweichen wiirden. Es wére auch méoglich,
dass eine Abweichung von 15cm im Vergleich zu
den anderen Stichprobenwerten bereits so grofs ist,
dass wir sie als Ausreifter betrachten sollten. Da
wir durch die Mafe der Variabilitit repréasentati-
ve Abweichungen leicht bestimmen konnen, liegt
es nahe, die Abweichung vom Mittel an einem Maf
fiir die Variabilitdt der Werte zu relativieren.

Die sog. z- Werte erhilt man, indem man die
Abweichung vom Mittel an der Standardabwei-
chung relativiert. Man berechnet also

xX-X

zZ= .
N

(2.10)
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Definition 2.3

z-Transformation. Das Umrechnen des Rohwertes x
in den z-Wert mit Hilfe von Gl. (2.10) wird auch ,z-
Transformation“ genannt. Somit gibt der z-Wert an,
um wie viele Standardabweichungen ein Rohwert unter
bzw. tiber dem Mittelwert liegt.

Haben wir in der Stichprobe ménnlicher Perso-
nen, deren Korpergrofen ermittelt wurden, eine
Standardabweichung von 15 errechnet, so konnen
wir den z-Wert einer Person mit einer Grofe von
190 cm berechnen. Wir erhalten

_ 190cm - 175cm B
N 15cm N

z 1.

Der z-Wert dieser Person betrédgt also 1,0. Dies
bedeutet, dass ihr Rohwert den Mittelwert um die
Lange einer Standardabweichung iibersteigt. Da es
sich bei der Standardabweichung — wie der Name
schon sagt — um eine reprasentative Abweichung
handelt, ist eine Grofe von 190 cm sicherlich noch
kein extrem grofier Wert im Vergleich zu den an-
deren Korpergrofen, die sich in der Stichprobe be-
finden. Ein z-Wert von 0,0 entspricht einer durch-
schnittlichen Auspragung des Rohwertes. Ein ne-
gativer z-Wert zeigt einen unterdurchschnittlichen
Rohwert an.

Wie man an dem Beispiel gut erkennen kann,
besitzen z-Werte nicht mehr die Einheiten der
Rohwerte. Sie sind also dimensionslose Zahlen.

In Aufgabe 2.7 {iberlegen wir uns, weshalb fir
z-Werte folgende Aussage gilt:

Im Beispiel 2.6 hatten wir zw6lf Notenwerte betrachtet, fiir die
wir bereits Mittel und Standardabweichung bestimmt haben.
Wir ermittelten X = 2,5 und s = 0,85. Mit Hilfe dieser Werte
bestimmen wir nun den z-Wert der ersten Person, fiir die eine
Note von 3,3 berichtet wurde. Wir erhalten

Da der z-Wert dieser Person 0,94 betrégt, ist die Note um fast
eine Standardabweichung hoher als der Durchschnitt.
[ ]

Folgende Anwendungen fiir z-Werte sind weit ver-
breitet:

1. Es sollen die Werte zweier Personen vergli-
chen werden, die zu unterschiedlichen Stichproben
bzw. Gruppen gehoren. Beispielsweise méchte man
die Examensnoten zweier Personen vergleichen, die

zu unterschiedlichen Jahrgéingen gehoren. Selbst
wenn beide Personen die gleiche Note erhielten, ist
nicht auszuschliefsen, dass die Examensbedingun-
gen beim &lteren Jahrgang einfacher (oder schwe-
rer) waren, sodass die beiden Leistungen nicht oh-
ne Weiteres gleichgesetzt werden kénnen. Mit Hilfe
der z-Transformation lassen sich die Werte aber ver-
gleichbar machen.

2. Die Grade der relativen Merkmalsauspra-
gung zweier Merkmale einer Person sollen mit-
einander verglichen werden. So kénnte man fiir
jede Person nicht nur die Korpergrofe, sondern
auch deren Gewicht in Kilogramm ermitteln. Da
beide Variablen unterschiedliche Einheiten besit-
zen, lassen sie sich nicht direkt vergleichen. Durch
die z-Transformation wird die relative Position ei-
ner Person aber dimensionslos zum Ausdruck ge-
bracht, sodass der Vergleich durch z-Werte sinn-
voll ist. Hétte eine Person z.B. sowohl fiir das
Merkmal Korpergrofe als auch fiir das Merkmal
Gewicht einen z-Wert von 1,0, so konnten wir uns
zumindest ein ungefdhres Bild von der Person ma-
chen, denn sie wére in vergleichbarem Ausmaf
iiberdurchschnittlich grof und schwer. Es handelte
sich also um eine grofe Person, bei der das Ver-
héltnis von Grofke zu Gewicht aber ,normal‘ sein
diirfte. Wie sdhe eine Person aus, deren Korper-
grofe einem z-Wert von 1,0 entspricht, aber deren
Korpergewicht einem z-Wert von —1,0 entsprache?
Diese Person wire iiberdurschnittlich grofs, hét-
te aber ein unterdurchschnittliches Gewicht. Es
miisste sich also um eine grofe, schlanke Person
handeln.

Summenzeichen

Aufgabe 2.1 Gegeben sind die fiinf Werte x; = 1, x; = 4,
x3 =5, x4 = 8, x5 = 10. Berechnen Sie folgende Summen:
a) X2, xi,b) X3, %7, ) (T, %)%, d) X3, %i, e) T, xi+5,
fz))zlszl (xi+5)7 g) Z?:l(zxi)v h) ?:z(xi+i2) und i) Z?:l(x3+

Aufgabe 2.2 Formen Sie
a) Z?:l(xi + a)v b)

folgende  Ausdriicke um:

%, bxiund ¢) 1/nY (a+ bx;).

Statistische Kennwerte

Aufgabe 2.3 Bei einer Erhebung der Intelligenz von 20 Stu-
denten fallen folgende Werte an:

109 92 93 94 96

96 97 98 100 101
101 102 103 103 103
104 105 105 107 91



Berechnen Sie:
a) Mittelwert, Median und Modalwert
b) QS, Varianz und Standardabweichung
¢) AD-Streuung

d) MAD-Streuung

)

e) beide Tukey-Angelpunkte sowie den IQR

Transformationen

Aufgabe 2.4 Fiinf Personen bearbeiten einen psychologi-
schen Test. Es treten folgende Messwerte auf:

X1 = 80,x2 = 70,X3 = 60,)(,'4 =50 und X5 = 40.

a) Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung.

b) Standardisieren Sie die Testwerte mit Hilfe der z-
Transformation.

¢) Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung der
z-Werte.

Aufgabe 2.5 Eine Reihe von Messwerten besitzt einen Mit-
telwert von 10 und eine Standardabweichung von 3. Die
Messwerte werden anhand der Gleichung y = 4-x+25 trans-
formiert. Berechnen Sie a) y, b) s; und c) s,.

Aufgabe 2.6 Zeigen Sie, dass der Mittelwert einer Stichpro-
be von x-Werten mit dem Mittelwert der durch die Trans-
formation y = b-x+a gewonnenen y-Werte in der Beziehung
y=b-X+ a steht.

Aufgabe 2.7 Zeigen Sie, dass fiir z-transformierte Werte
gilt: Z = 0 und s, = 1,0, wobei s, die Standardabweichung
der z-Werte bezeichnet.

Verschiedenes

Aufgabe 2.8 Eine Maoglichkeit die Quadratsumme von n
Werten zu berechnen, ist durch folgende Formel gegeben:

1
Q= > (xi = %)%

i<j

Die Summation erfolgt {iber alle moglichen Wertepaare,
wobei jedes Paar nur einmal beriicksichtigt wird. Berechnen
Sie zunéchst die Quadratsumme der fiinf Werte 1,2,3,4,5
mit Hilfe der Formel (2.3). Uberpriifen Sie dann das Er-
gebnis mit der oben angegebenen Formel.

Aufgabe 2.9 Um die kleinste-Quadrate Eigenschaft des
Mittels zu illustrieren, berechne man fiir die in Beispiel 2.1
enthaltenen Fehlerzahlen (3,5,6,8 und 14) die Quadrat-
summe

Z(xi - 5&)27

wobei fiir x die Werte a) 7,1, b) 7,2, ¢) 7,3,d) 7,4 und e) 7,5
einzusetzen sind.




