2 Systematisch zahlen

Schon wenn man Kinder unterschiedlicher Altersstufen beim Zahlen beobach-
tet, erkennt man, dass Zihlen keineswegs eine einfache, automatisierte Tatigkeit
ist. In diesem Kapitel erleben Sie, wie aus der ganz alltdglichen Frage ,,Wie
vieler* eine grofle Vielfalt an Zihlstrategien, ja sogar eine kleine ,,mathemati-
sche Theorie des Zihlens® entstehen kann.

Wundern Sie sich aber bitte nicht, wenn die Zihlsituationen, denen Sie im Fol-
genden begegnen, allesamt etwas unrealistisch sind, und die Frage nach dem
,»Wie viel?* eher verspielt als nitzlich ist: Die folgenden Probleme sind meist so
genannte Finkleidungen, die dazu dienen, den Zugang zu den mathematischen
Konzepten besonders anschaulich zu gestalten. So richtig nutzlich wird die
,» Theorie des Zihlens* dann, wenn sie in grofleren Kontexten, etwa in der Sta-
tistik, eingesetzt wird. Sie werden aber sehen, dass dieses Kapitel Thren Blick
auf die Umwelt verindern wird und dass sie kiinftig wohl auch 6fters die Frage
., Wie viele?* stellen werden.

2.1 Einfache Zahlstrategien
Erkunden Sie zunichst einmal IThr eigenes Zihlverhalten. Sie werden schen,
dass Sie intuitiv schon mehr Zihlstrategien verwenden als sie geahnt haben.

Erkundung 2.1: Zihlen Sie bitte zunichst die Dinge in jedem Bild. Uberlegen
Sie danach, wie Sie vorgegangen sind. Welche Abstraktionsleistungen haben Sie
vollbracht?
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An diesen Beispielen haben Sie vielleicht einige Strategien, die uns das Zihlen
erleichtern, (wieder)entdeckt: Wir kénnen Objekte in Gruppen biindeln. Vor-
zugsweise wihlen wir Biindel, mit denen wir oft umgehen, etwa Dreier- oder
Finferbiindel. Besonders beliebt sind Fiinferbiindel und Doppel-Finfer-
Biindel, denn als solche nehmen wir sie leichter wahr. Diese speziellen Biindel
entsprechen auch der Struktur unseres Zahlsystems (vgl. Kap. 7). Schon bevor
Menschen anfingen, Zahlen zu schreiben, gab es natiirliche Biindelungen, wie
etwa die Hand bzw. beide Hinde, die finf bzw. zehn Finger biindeln. Im Dini-
schen, Franzosischen und alten Englisch gibt es sogar Uberreste von Zwanzi-
gerbtndeln: guatre-vingt, also 80, bedeutet wortlich 4:20. Kinder kénnen sich
beim Zihlen und Rechnen diese ,,Kraft der Funf* zu Nutze machen.

Wenn die Objekte in glinstigen Mustern, z.B. in Reihen oder Spalten, angeord-
net sind, kann man ihre Anzahl schnell durch Multiplikation ermitteln — eine
noch héhere Abstraktionsleistung, die natiirlich voraussetzt, dass man mit sol-
chen Mustern schon vertraut ist. Haben Sie etwa beim vierten Beispiel 3-5 — 1
gerechnet? Dann haben Sie das Muster bereits in eine komplexere mathemati-
sche Struktur tibersetzt.

Dies alles sind Zihlstrategien, die Kinder in der Grundschule — und im Alltag! —
lernen. Es gibt aber noch komplexere mathematische Konzepte, die wir an-
wenden, um geschickt und zeitsparend Anzahlen zu bestimmen.

Erkundung 2.2: Zihlen Sie bitte wieder. Uberlegen Sie danach, wie Sie vorge-
gangen sind. Was mussten Sie wissen und kénnen, um so zu zihlen? Welche
mathematischen Konzepte haben Sie angewendet?
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Sie haben an den Beispielen bemerkt, wie bei komplexeren Situationen das
Zidhlen unmittelbar mit der Nutzung oder Entwicklung mathematischer Denk-
weisen einhergeht: Bei der Orangenkiste haben Sie die multiplikative Struktur
einer riumlichen Anordnung genutzt, zugleich wohl auch die Zahl der Schich-
ten aus den Mallen im Bild geschitzt. Bei der Schaftherde mussten Sie sich
dazu durchringen, nicht die genaue, sondern nur die ungefihre Zahl als relevant
anzusehen. Dann konnten Sie Verfahren zum Uberschlagszihlen anwenden,
z.B. indem Sie Schafe gebiindelt haben oder etwa die Schafe pro Quadratzen-
timeter bestimmt und hochgerechnet haben. Bei den Mozartkugeln haben Sie
eine Annahme zur Symmetrie der Anordnung gemacht, ebenso bei den Kano-
nenkugeln. Diese kann man iibrigens verschieden strukturieren: wahrscheinlich
haben Sie diese als gestapelte Quadrate gezihlt.

Ubung 2.3: Welche Strukturierung der Pyramide steckt wohl hinter diesen
anderen Rechnungen?

a) 1+4+9+16+25+36+49+64 = 204

b) 1+43+6+10+15+214+28+36+28+21+15+10+6+3+1 = 204

©) 36+(36-1)+(36-3)+(36-6)+(36-10)+(36-15)+(36-21)+(36-28) = 204

d) 8+(8+T7)+(8+7+6)+(8+T+6+5)+...+(8+T+6+5+4+3+2+1) = 204

Diese Ubung deutet noch einmal darauf hin, dass eine Struktur nicht einfach in
einer Situation stecks, sondern dass man sie aktiv in eine Situation Aimein-
interpretiert. Und das kann individuell sehr unterschiedlich aussehen.

Haben Sie in dem einen oder anderen Fall noch anders gezdhlt? Das wire nicht
verwunderlich, denn Zihlen ist eine ganz individuelle Sache. Jedenfalls erwarten
wir, dass bereits Kinder in der Grundschule solche mathematischen Strategien
entwickeln, wenn sie mit derartigen Zihlproblemen konfrontiert werden. Das
Zihlen fihrt also in ganz natiirlicher Weise zur Entwicklung mathematischer
Begriffe und Strategien. In den folgenden Abschnitten sollen Sie sich einiger
solcher universell weiterverwendbarer Strategien bewusst werden.

2.2 Problemldsestrategien beim Zdahlen

Der vorige Abschnitt hat gezeigt: Zihlen ist mehr als Abzihlen. Intelligentes
Zidhlen nutzt vielmehr eine Strategie, die allgemein so lauten kénnte:

Strategie: Swuche zundchst Strukturen und nutze diese geschickt aus.

Verwenden Sie diese Strategie zum Einstieg bei einem tbersichtlichen Zihl-
problem. Aber wundern Sie sich nicht, wenn Sie zu verschiedenen Lsungen
kommen. Dieses Problem ist — wie viele Probleme in diesem Buch — ganz be-
wusst nicht vollig unmissverstindlich gestellt. Es ldsst verschiedene Interpreta-
tionen und Ansitze zu. Also trauen Sie sich, wenn Sie, hier wie auch bei spite-
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ren Ubungen, unsicher sind, wie die Aufgabe zu deuten ist, eine Entscheidung
zu treffen.

Erkundung 2.4: Ein ordentliches italienisches Ment ist immer eine Kombina-
tion mehrerer Ginge. Wie viele verschiedene Meniis sind bei dieser Speisckarte

moglich?
RISTORANTE TOSCANA

ANTIPASTI

Prosciutto di Parma con Mozzarella
Bruschette

Carpaccio di Manzo

Caprese

Insalata di Gamberi

Antipasto Vegetale

PRIMI PIATTI

Trenette al Pesto

Spaghetti Pomodoro

Spaghetti Aglio, Olio e Peperoncino
Tortelli alla Parmigiana

Tortelli Burro e Salvia

Tagliatelle ai Funghi Porcini
Gnocchi al Gorgonzola

Gnocchi al Buongustaio

Penne all’Arrabbiata

Penne alla Norma

Orecchiette Broccoli e Salmone
Orecchiette Aglio, Olio e Broccoli
Orecchiette alla Boscaiola
Risotto ai Funghi Porcini

Risotto Pescatore

— T

SECONDI PIATTI

Beilagen nach Wahl:

Risotto - Tagliatelle -

Pommes Frites - Reis - Polenta
Scaloppine di Vitello al Limone
Scaloppine di Vitello al Marsala
Scaloppine di Vitello ai Porcini
Saltimbocca alla romana
Filetto di Manzo Medaglione
Filetto di Manzo alla Gorgonzola
Agnello alle Erbe

Paillard di Vitello

HAUSGEMACHTE DESSERTS
Tiramisu

Caramelkopfli

Panna Cotta

Profiteroles

Pera al Barolo

www.ristorantetoscana.ch

Aus der Schule sind wir es leider gewohnt, zu einer Mathematikaufgabe eine
passende, womdoglich kurz zuvor erarbeitete Formel zu suchen und anzuwen-
den. Hine solche Formel ist bei Zihlproblemen aber leider meist nicht zur
Hand. Jedes Problem scheint zunichst ganz neu zu sein, eine ganz eigene Me-
thode wird benétigt. Erst mit der Zeit gewinnt man eine Ubersicht und erkennt
schneller, wie man ein Zihlproblem vielleicht angehen kann. Doch bis dahin:
Wie geht man vor, wenn man keine unmittelbar passende L&sungsmethode
oder Formel zur Hand hat?

Das ist eine typische Situation in der Mathematik, hier geht es nicht um An-
wenden fertiger Verfahren, sondern um das, was man ,,Problemlésen® nennt.
Eine ganz universelle Strategie (in zwei Schritten) lautet hier:

Strategie: Schreibe uerst einzelne Beispiele auf, um das Problem zu verstehen.

Strategie: ersuche alle einzelnen Moglichkeiten systematisch aufzuschreiben.
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Ein Menii wire beispielsweise: Prosciutto di Parma con Mozzarella — Trenette
al Pesto — Scaloppine di Vitello al Limone mit Risotto — Tiramisu. Schon beim
Versuch, ein einziges Beispiel zu erzeugen, kann man viel tiber die Struktur des
Problems lernen. Sie haben vielleicht bemerkt, dass die Beilagen unter den
,secondi piatti unabhingig wihlbar sind, also so etwas wie ein eigener Gang
sind. Statt also gleich eine vollstindige Lésung anzustreben, kann es sich loh-
nen, etwas Zeit zu investieren und anhand eines Beispiels erst einmal sicherzu-
stellen, dass man das Problem verstanden hat.

Allerdings kann es wirklich lange dauern, a/e Méglichkeiten aufzuschreiben.
Einfacher ist es, jedes Gericht mit einer Zahl zu versehen, fiir die Anzahl der
Kombinationen von Gingen sind deren Namen ndmlich irrelevant: Antipasti 1-
6, Primi Piatti 1-15, Beilagen 1-5, Secondi Piatti 1-8, Desserts 1-5. Eine syste-
matische Liste aller Méglichkeiten sdhe dann z.B. so aus:

A4414

214,44 cmzt.-wum
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I
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Dieser Schritt ist bereits eine weitere, im Allgemeinen sehr nitzliche Strategie:
Strategie: Finde eine vereinfachende Schreibweise.

Mit diesem Umschreiben auf eine andere Notationsform hat man zwar noch
keine Losung, aber zumindest eine Arbeitsersparnis und vielleicht einen Lo&-
sungsansarz. Egal, wie man die nachfolgenden Ginge wihlt, man hat jedes Mal
die Wahl zwischen 6 ersten Gerichten. Man schreibt folglich so viele Sechser-
blécke, wie man Kombinationen von Gingen nach der Vorspeise wihlen kann.
Das Problem hat sich also jetzt reduziert auf die Frage: Wie viele Kombinatio-
nen von Gingen gibt es, wenn man die Vorspeise auller Acht lisst? Diese Zahl
muss man dann mit 6 multiplizieren. Auch hier war wieder (kaum merklich)
cine Strategic am Werke, die man so in Worte fassen kénnte:

Strategie: Zerlege das Problem in (mdglicherweise) einfachere Teilprobleme.
Neben der obigen Strategie, eine vereinfachte Darstellung zu finden, gibt es

auch ganz allgemein die Strategie des Darstellungswechsels:

Strategie: Schreibe das Problem: in einer anderen Darstellung.
(a) als Liste oder Tabelle:

Schreibt man eine Liste wie oben, dann ist das bereits ein Teilschritt zur Lo-
sung. Man kann auch versuchen, das Problem als zweidimensionale Tabelle zu
schreiben, was dann so aussehen konnte:
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An so einer Tabelle sicht man unmittelbar: Jeder Kombination aus Vorspeise
und erstem Gang ist ein Feld zugeordnet. In drei Dimensionen kann man das
allerdings nicht mehr so leicht zeichnen, sich wohl aber als Wiirfel vorstellen.
Ab vier Dimensionen wird das schon schwieriger. Es miissen iibrigens nicht
immer rechtwinklige Strukturen sein — je nach Zihlproblem kénnen auch ande-
re geometrische Muster weiterhelfen.

(b) als Diagramm oder geometrische Figur:

In

Ein Diagramm konnte hier z.B. die Form eines

. . . 1
Baumes haben. Man sieht hier auch, dass man eine t a1
Strategie nicht immer bewusst auswihlt oder an- ] 3

wendet — manchmal merkt man auch erst im iﬁ I Ay
AS

Nachhinein, dass man eine Strategie angewendet
hat. Dann heif3t es: sich die Strategie genau anse-
hen, merken und vielleicht spiter noch einmal {
ausprobieren.

Nun wurde das Problem mit einer ganzen Zahl unterschiedlicher Strategien
und Darstellungen durchleuchtet und alle fithren zu dieser Losung: Die Anzahl
der Kombinationen aus 6, 15, 5, 8 und 5 Moglichkeiten, bei denen man der

Reihe nach aus den Moglichkeiten jeweils genau eine auswihlt, betrdgt
6-15-5-8-5.

Das so gefundene Verfahren funktioniert natirlich nicht nur bei Speisekarten.
Mit Hilfe der symbolischen Darstellungen, die die Mathematik zur Verfiigung
hat, kann man die Erkenntnis von der konkreten Einzelsituation abstrahieren
und das Zahlverfahren so beschreiben:

Satz: Die Anzahl der Kombinationen aus Elementen, bei denen das erste
Element aus einer Menge mit ki Elementen stammt, das zweite aus einer
Menge mit k2 Elementen usw., betragt ki - k2 - ... - kn.

Wie man diesen Satz mit Hilfe symbolischer Schreibweisen noch knapper fas-
sen kann, erldutert der folgende kurze Exkurs. Im Buch werden solche Ein-
schiibe gelegentlich dann kommen, wenn sich die Darstellung von der inhaltli-
chen Argumentation etwas abwendet und mathematische Formalisierungen und
Symbolsprache eingefithrt werden sollen. Dabei wird auch immer deutlich wer-
den, wozu eine solche symbolische Schreibweise niitzlich ist.
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Exkurs: Vom Sinn und Zweck formaler Schreibweisen

Mathematiker schreiben ihre Aussagen gerne kompakt und verwenden dazu die Mengen-
schreibweise. Eine Menge ist eine Ansammlung von verschiedenen Objekten, wie bei-
spielsweise von Zahlen, und schreibt sich z.B. so: A = {2,3,5,7} oder so: B = {2n+1|
n=0,1,2,3,...}. Letzteres liest man ublicherweise so: B ist die Menge aller Zahlen 2n+1, bei
denen n die Werte 0,1,2,... durchlauft. Diese Menge enthdlt damit die Zahlen 1,3,5,.... Dass
ein Element in einer Menge liegt, schreibt man verkiirzend mit dem ,e“-Zeichen: 3 € A be-
deutet: ,Die Zahl 3 ist Element der Menge A", ,3 ist in A enthalten” oder ,A enthalt die 3".

Eine Auswahl von Elementen (a, b, ¢), bei denen a aus der Menge A stammt, b aus der Men-
ge Bund caus der Menge C, nennt man auch ein 7rjpel. Die Menge aller dieser Tripel heilt
auch das Kreuzprodukt der Mengen A, B und C und schreibt sich so: AXBXC={ (a,b,c) | acA,
be B, ce C'}. Wenn beispielsweise A={1,2,3}, B={1,2} und C={X,Y} ist, dann enthdlt AxBxC
unter anderem die Elemente (1,1,X) oder (3,2 Y).

Senkrechte Striche um eine Menge, z.B. |M|, bedeuten, dass man hier nicht die ganze Men-
ge, sondern nur die Anzah/ der Elemente in der Menge meint, also z.B. [{1,3,4}|=3. Mit die-
sen Schreibweisen kann man die obige Feststellung tiber die Anzahl von Kombinationen
besonders knapp so schreiben: |MixMzX...xMn| = |M1|-|Mz]|- ... -|Ma].

Wer mit der symbolischen Schreibweise nicht gerade auf KriegsfuR steht, kann bei dieser
Zeile auch ein gewisses asthetisches Empfinden verspiren: Das Malkreuz ,x“ multipliziert
gewissermalen Mengen miteinander, so dass die Anzahlen der Elemente sich so multipli-
zieren lassen, wie es naturliche Zahlen tun. Wenn man das ,x“ schreibt, so wird man daran
erinnert, dass man eine Verkniipfung von Mengen vor sich hat, die bestimmte Eigenschaf-
ten des Multiplizierens besitzt. Gute Notationsformen haben also eine Art assoziative Erin-
nerungsfunktion. Dass das nicht immer so glatt lauft, kénnen Sie sehen, wenn Sie einmal
versuchen, eine Regel fiir die Anzahl der Elemente in der Vereinigung von zwei Mengen zu
finden. Die Vereinigung von Mengen schreibt man mit einem ,u", also {1,2,4} U [3,4,5} =
{1,2,3,4,5}.

Ubung 2.5: Uberpriifen Sie einmal, ob diese Regeln fiir alle Mengen M; und M: stimmen
kénnen: |M1UM2| = |M1|+|M2| |M1OUM2| = |[M1|-| M|

Wenn es nicht funktioniert: Unter welchen Bedingungen stimmt die Gleichung doch? Oder:
Was misste man an ihr andern, damit sie immer stimmt?

Symbolische Schreibweisen sind also nutzlich, wenn es darum geht, mathematische Er-
kenntnisse knapp zusammenzufassen. Damit ist jedoch noch nicht gewdhrleistet, dass sie
auch helfen, ein anstehendes Problem zu /ésen. Das gilt auch bei dem obigen Problem der
Mentianzahl, denn die Hirde besteht nicht in der Anwendung einer Formel, sondern darin,
zu erkennen, was man zu berechnen hat, d.h. insbesondere ob eine solche Formel hier
Uberhaupt auf die Situation passt. Erst wenn man das Problem, wenn man es denn geldst
hat, im Nachhinein auf knappe Weise darstellen mochte, hilft die symbolische Schreibweise:

M, = Menge der Vorspeisen, M2 = Menge der Primi Piatti,
Ms = Menge der Beilagen, M4 = Menge der Secondi Piatti,
Ms = Menge der Desserts M = Anzahl der méglichen Gangfolgen

Mit diesen Bezeichnungen gilt: M = MixM2xMsxMaxMs und die Aussage liber die Anzahl der
Elemente in der Produktmenge sieht so einfach aus: |[M|=|M|-|Mz|-|M3|-|Ma|-|Ms|

Ubung 2.6: Beantworten Sie die folgende Frage und nutzen Sie dazu méglichst intensiv die
Kurzschreibweise: Wie viele Punkte mit ganzzahligen Koordinaten liegen in einem Rechteck der
Breite 10 und Hoéhe 217
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Aufschreiben kann man die Lésung auf eine so formale Weise, wie eben darge-
stellt, erst, wenn man das Problem — sei es auf dem Papier oder im Kopf —
erfasst, verstanden und eigentlich auch schon gel6st hat. Die formale Schreib-
weise ist demnach fiir den Anfinger keine gute Strategie. Wenn mit den
Schreibweisen einmal sicherer umgegangen werden kann, wenn man also den
so genannten formalen Kalksil/ beherrscht, dann kann es schon niitzlich sein, eine
Idee knapp und formal aufzuschreiben und vielleicht auch formal weiterzuent-
wickeln.

Ubung 2.7: Ein deutscher Gast im italienischen Restaurant erkundigt sich
(hoflich, aber verunsichert): , Kénnte ich auch einige Ginge tberspringen?
Was hei3t das fir das Zdhlproblem? Suchen Sie eine Lésung und wenden Sie
dabei, wenn moglich, eine der genannten Strategien an.

2.3 Kombinationen zahlen

Gertistet mit den Erfahrungen des vorigen Abschnittes, kénnen Sie sich nun
daranmachen, ganz verschiedene Zihlprobleme anzugehen. Sie werden dabei
feststellen, dass es trotz der immer wechselnden Situationen viele Ahnlichkeiten
in der Struktur gibt — und genau solche wiederkehrenden Strukturen zu erfas-
sen, ist besonders die Stirke der Mathematik. Der Zweig der Mathematik, der
sich mit der ,,Zdhlkunst® befasst, wird auch Kombinatorik genannt.

Erkundung 2.8: Sandy, Lucy, Vanessa, Nadja und Jessica
haben ihre Band aufgeldst. Fortan probieren sie sich in ver-
schiedenen Formationen aus, als Duos, Trios, in Einzelauf-
tritten usw. Wie viele Moglichkeiten gibt es theoretisch? Lo-
sen Sie nicht nur das Problem, sondern stellen Sie anschlie-
Bend mdbglichst viele mathematische Fragen.

Sicher haben Sie sich dem Problem aus der Popindustrie systematisch genihert,
indem Sie — ganz entsprechend der weiter oben erarbeiteten Strategien — erst
einmal eine einfache Schreibweise gewihlt haben. Die Namen der jungen Da-
men koénnten beispielsweise einfach durch Ziffern ersetzt werden. Dann sieht
eine systematische Ubersicht etwa so aus:

Anzahl der Kombination Anzahl der
Mitglieder Kombinationen
1 (Solo) 1,2,3,4,5 5
2 (Duo) 12,13,14,15,23,24,25,34,35,45 10
3 (Terzett) 123,124,125,134,135,145,234,235,245,345 10
4 (Quartett) 1234,1235,1245,1345,2345 5
5 (ganze Band) 12345 1

Insgesamt: 31
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Wenn es nur darum ginge, die Anzahl herauszufinden, wiren Sie jetzt fertig.

Aber je mehr Sie Thre Lust am mathematischen Denken entwickelt haben, des-

to mehr dringt sich Thnen in so einer Situation eine Fille neuer Fragen auf, wie

etwa diese:

1. Wieso sind die Anzahlen so unsymmetrisch? Warum fehlt die 1 auf der
anderen Seite?

2. Woher kommt ansonsten die Symmetrie? Eigentlich sollte man doch im-
mer mehr Méglichkeiten haben. Stattdessen ist die Zahl der Viererkombi-
nationen wieder genauso grof3, wie die der Einerkombinationen. Woran
liegt das?

3. Kann man die Anzahlen auch berechnen, ohne alle Beispiele aufzuschrei-
ben?

4. Istes Zufall, dass 31 herauskommt?

Die Frage 1 nach der mangelnden Symmetrie wegen der fehlenden 1 ist aus
praktischer Sicht eigentlich uninteressant, einen Mathematiker stért so etwas
jedoch. Zum Gliick kann man es beheben: Alles wire wieder im Lot, wenn
noch eine Zeile hinzukdme:

Zahl der Kombination Anzahl der
Mitglieder Kombinationen
0 (keine) & (bedeutet: ,leere Menge*) 1

Das passt allerdings gut in die Struktur, denn es gibt tatsichlich genau ezne Mog-
lichkeit fiir die Auswahl von keinern Bandmitglied.

Das bringt einen auch schon auf die Frage 2 nach der Symmetrie: Alle zu wih-
len oder keine zu wihlen, bedeutet gewissermallen dasselbe und jeweils auch
nur auf eine Weise. Genau vier zu wihlen wiederum ist ganz dasselbe wie ene
auszuwahlen, die 7icht dabei ist. Nun ist aber auch klar, warum 2 aus 5 auszu-
wihlen gleich viele Moglichkeiten produziert, wie 3 aus 5 auszuwihlen: Zu
jeder Kombination von dreien gehért genau eine Kombination von zweien, die
jeweils nicht ausgewihlt wurden. Fir diejenigen, die Castings in der Musik-
oder Modelbranche kennen: Mitunter ldsst die Jury einen Teil der Bewerber
hervortreten und gibt, um die Spannung zu erhéhen, erst nach einer Kunstpau-
se bekannt, ob die Vorgetretenen oder die Stehengebliebenen weiterkommen.

Frage 3 ist die nach einer allgemeinen Berechnungsvorschrift. Wenn man aus
den konkreten Zahlen noch nichts erkennen kann, hilft oft die folgende Strate-

gile:

Strategie: Formuliere ein allgemeineres Problem und versuche, dieses 3u losen.

Diese Strategie ist gleichermalen das Gegenteil des Beispielsuchens. Das Motto
lautet ,,Verallgemeinern statt Spezialisieren®. Manchmal verstellt ein allzu eng
gewihltes Beispiel den Blick fiir das Wesentliche. In diesem Fall wiirde man
also nicht fragen: ,,Kann man ausrechnen, wie viele Kombinationen es fir die
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Auswahl von 3 aus 5 gibt?*, sondern vielmehr: ,,Kann man die Anzahl der
Kombinationen von m aus n ausrechnen?*. Die systematische Ubersicht kénnte
so ausschen:

0]1]2]3]4]5]
aus1 | 1 | 1
aus2 | 1 | 2 | 1
aus3 | 1 | 3|3 |1
aus4 | 1 | 4 | 6 1
aus5| 1 | 5 [1w0]10] 5] 1]

Will man wieder die Symmetrie dieses Zahlenmusters besser zur Geltung
kommen lassen, stellt man es grafisch in einer etwas anderen Form dar und fiigt
auch noch eine erste Zeile hinzu, die auch in ihrer Interpretation gut passt: Es
gibt 1 Méglichkeit, 0 aus 0 auszuwihlen.

aus 0 = 1 o 2 auswahlen

aus 1 = 1 1 74 3 auswihlen
faus 2 oo 1. 2.1 v 4 auswiahlen

aus 3 = 1 2373 1 7 usw.

aus 4 = 1 - 4 6 4 1

ww. 1510 10 5 1

Dieses berthmte Dreieck wird nach dem franzésischen Mathematiker Blaise
Pascal (1623—1662) auch ,,Pascal‘sches Dreieck” genannt. Es versammelt of-
fensichtlich die Anzahl aller Kombinationen fiir eine Auswahl von m Elemen-
ten aus einer Menge mit n Elementen. Es stecken aber noch viel mehr Zusam-
menhinge in diesem Zahlenmuster. Bevor Sie weiterlesen, probieren Sie es
einmal selbst:

Ubung 2.9: Suchen Sie im Pascal‘schen Dreieck nach méglichst vielen Mus-
tern, Strukturen, RegelmiBigkeiten und Zusammenhingen zwischen den Zah-
len. Versuchen Sie anschlieBend, einige dieser Zusammenhinge zu begriinden.

Vielleicht haben Sie auch diese hier gefunden, vielleicht noch weitere:
Vermutung 1: Jede Zahl ist die Summe der beiden Zahlen schrig tber ihr,
also z.B. 10 = 6+4
Vermutung 2: In den Zeilen findet man die Vorfaktoren fir die Potenzen des
Ausdrucks (x+y), also z.B. die 1, 3, 3, 1 aus
(x+y)3=1x3+3x2y+3xy2+ 1y?
Vermutung 3: Die Summe in jeder Zeile ist immer eine Zweierpotenz:
1+1 =2, 1+2+1 =4,
1+3+3+1 =8, 1+4+6+4+1 =16,
1+5+10+10+5+1 = 32
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