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17.1 Matrizen und Vektoren

Durch eine Funktion wird dem Wert einer (oder den Werten mehrerer) unabhingiger Va-
riablen eindeutig ein Wert der abhingigen Variablen zugeordnet (vgl. dazu die Kapitel 6
und 7 in Band 1). In den Wirtschaftswissenschaften benutzt man diese Eigenschaft von
Funktionen, um durch sie Zusammenhange zwischen 6konomischen Grollen zu beschreiben.
Manchmal hat man es in den Wirtschaftswissenschaften und in der betriebs- und volkswirt-
schaftlichen Praxis jedoch mit mehrfachen Zusammenhiangen oder Beziehungen zu tun, die
sich nicht durch Funktionen darstellen lassen, sondern die eher durch eine rechteckige, ta-
bellendhnliche Anordnung von Zahlen beschrieben werden kdnnen. Dazu werden zunichst
einige Beispiele betrachtet.

B 17.1.1 a) Die AuBenhandelsbeziehungen von 4 Lindern wahrend eines Zeitraums lassen
sich iibersichtlich wie folgt darstellen:

Land

Land
| [ T I | T I Y,
I 0 28 19 37
Il 14 0 25 46
{45 9 0 50
IVv| 5 17 80 0

Zu jedem Land gehért eine Zeile und eine Spal-
te: In der Zeile eines Landes stehen die Exporte
in die jeweils anderen Linder. In der zu einem
Land gehérigen Spalte stehen die Importe von
den jeweils anderen Lindern.

b) Entfernungen zwischen Orten werden (z. B. in Autoatlanten) in Entfernungstabellen der
folgenden Art zusammengestellt:

Ort

Ort
A B C D E
A 0 12 24 6 18
B |12 0 5 29 40
C |24 5 0 36 7
D 6 29 36 0 3
E |18 40 7 3 0

c) Ein Warenhaus, das 4 Lagerhduser und 7 Filialen besitzt, kann die Kosten fiir den Trans-
port einer Tonne Ware von den Lagerhdusern zu den Filialen wie folgt zusammenstellen:

Lagerhaus

Filiale
1 2 3 4 5 6 7
1112 6 5 4 1 9 18
21 7 12 9 7 4 8 14
3/ 4 3 6 2 3 1 3
4| 9 17 5 2 9 4 2
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d) In einem Betrieb gibt es die Abteilungen A, B und C. Jede Abteilung gibt an die beiden
anderen Leistungen ab. Die Leistungsbeziehungen kénnen grafisch oder tabellarisch wie in
F 17.1.2 dargestellt werden.

F 17.1.2

@ A B C

30 20
Al 0 20 30
B30 0 40

ooe Cl10 20 0

Charakterisiert man die Zusammengehorigkeit der rechteckigen Anordnung von Zahlen da-
durch, dass man sie in Klammern setzt, dann spricht man von einer Matrix.

D 17.1.3 Matrix
Das rechteckige Zahlenschema
a11 a12 ... a1 ... dln
da21 @2 ... azj ... aA2n
a1 a2 ... @jj ... din
dm1dm2--- dmj--- dmn

heift Matrix mit m Zeilen und n Spalten oder mxn-Matrix. Die aj
(i=1,...,m;j=1,...,n) heiBen Elemente der Matrix.

Bei den Elementen gibt der erste Index (hdufig mit i bezeichnet) die Zeile und der zweite
Index (haufig mit j bezeichnet) die Spalte an, in der das Element steht. m und n geben
die Ordnung der Matrix an.

B 17.1.4 Zu B 17.1.1a) und c) gehdren folgende Matrizen

0 28 19 37 12 6 5 4 1 9 18

a) 14 0 25 46 0) 7 12 9 7 4 8 14
45 9 0 50 4 3 6 2 31 3

5 17 80 O 9 17 5 2 9 4 2

Anmerkung: In der linearen Algebra werden Matrizen als spezielle Abbildungen bzw. Funktionen
aufgefasst. Darauf wird in Abschnitt 17.8 eingegangen.

In den folgenden Ausfiihrungen werden Matrizen mit halbfetten GroRbuchstaben des latei-
nischen Alphabets bezeichnet (A, B usw.). Elemente von Matrizen werden mit Kleinbuch-
staben des lateinischen Alphabets bezeichnet (vgl. D 17.1.3).

AuBer der in D 17.1.3 gegebenen Form sind folgende Schreibweisen einer m x n-Matrix
gebrauchlich:

(@) i Amni (a5); Al
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17.1 Matrizen und Vektoren

Auf die Angabe der Ordnung der Matrix wird meistens verzichtet, da sie aus dem Zusam-
menhang hervorgeht.

D 17.1.5 Vektor

Eine Matrix, die nur aus einer einzigen Spalte besteht, also eine m x 1-Matrix
ai

, heillt Spaltenvektor.

am
Eine Matrix, die nur aus einer einzigen Zeile besteht, also eine 1 x n-Matrix
(a1, az,...,an), heilt Zeilenvektor.

Vektoren sind Sonderfille von Matrizen. Sie kénnen als geordnete m- bzw. n-Tupel von
Zahlen aufgefasst werden. Die Elemente von Vektoren heien auch Komponenten.

Spaltenvektoren werden durch halbfette Kleinbuchstaben des lateinischen Alphabets (a, b
usw.) oder mit (a;), (b;) usw. bezeichnet und Zeilenvektoren zusitzlich mit einem hochge-
stellten Strich (') oder T versehen: a’, a', (a;)’ oder (a;)T. Die Elemente von Zeilenvektoren
werden durch Kommata oder Semikola getrennt.

B 17.1.6 Eine Unternehmung, die 6 Giiter herstellt, kann die in einem Monat produzierten
Mengen der Giiter (x; = 5; xo = 9; x3 = 2; x4 = 28; x5 = 0; x¢ = 17) als Vektor schreiben:
x' = (Xl7 X2, X3, X4, X5, X6) = (57 9, 2, 28, 07 17)

AuBer diesem Mengenvektor gibt es auch einen Preisvektor fiir die Preise der Giiter:

P/ = (plv P2, P3, P4, Ps, P6) = (80, 507 90; 107 200; 70)
In beiden Fallen kénnen auch Spaltenvektoren verwendet werden.

Ein spezieller Sonderfall von Matrizen ist die 1 x 1-Matrix. Es ergibt sich dafiir eine reelle
Zahl, die im Rahmen der Matrizenrechnung auch als Skalar bezeichnet wird.

Das folgende Beispiel zeigt eine wirtschaftswissenschaftliche Anwendung von Matrizen, und
zwar aus der Input-Output-Analyse.

B 17.1.7 Es wird eine Volkswirtschaft mit nur drei Industriezweigen betrachtet. In jedem
Industriezweig werden eigene Produkte und Produkte aus den anderen Industriezweigen
im Produktionsprozess als Input eingesetzt. Alle End-Produkte (Output), die nicht wieder
fiir die Produktion verwendet werden, gehen an Endnachfrager bzw. Konsumenten (Staat,
private Haushalte, Export).

Werden Input und Output als WertgréBen aufgefasst, dann kénnen die Beziehungen zwi-
schen Input und Output in einer so genannten Input-Output-Matrix zusammengestellt wer-
den:
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Kapitel 17: Grundlagen der Matrizenrechnung

Industriezweig Endnach-  Gesamt-
A B C frage output
A 1 2 1 4 8
Industriezweig B 3 1 0 2 6
C 1 2 1 3 7

Die Elemente der Matrix geben den Output an, der von dem zu der betreffenden Zeile
gehorenden Industriezweig zu dem der jeweilige Spalte zugehdrigen Industriezweig bzw.
der Endnachfrage geht. Den Spaltenvektor fiir den Gesamtoutput erhdlt man durch Sum-
mation aller in einer Zeile stehenden Elemente. Dividiert man unter Vernachlissigung der
Endnachfrage die Elemente jeder Spalte der Matrix durch den zu der betreffenden Spalte
gehérenden gesamten Output, also die Elemente der 1. Spalte durch 8, die der 2. Spalte
durch 6 und die der 3. Spalte durch 7, so erhilt man folgende Matrix:

A B C
1101
8 3 7
3 1
Bl2 L o
c\s 3 7

Die Elemente dieser Matrix geben an, welchen Anteil seines Outputs der zu der betreffenden
Spalte gehdrende Industriezweig von dem zu der Zeile gehérenden Industriezweig erhilt.
Die Zahl % in der 2. Spalte der 1. Zeile besagt also, dass Industriezweig B ein Drittel seines
gesamten Qutputs von Industriezweig A als Input empfingt.

Aufgaben
U 17.1.1 Gegeben ist die Matrix:

a) Wie lauten die Elemente a1s, a4, as3, asz, as1?

5 5
b) Bestimmen Sie Y aip und 3 aj;.

=1 j=1

U 17.1.2 Die Matrix B, = (bjj) sei folgendermalen definiert:
bj=i+j—1firi=1,....mundj=1,...,n.

a) Schreiben Sie die Matrix B3, auf.

3
b) Bestimmen Sie > by fir j=1,...,4.
i=1

3 4
c) Bestimmen Sie ) Y bj.

i=1j=1
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