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Kapitel 20: Grundziige der linearen Optimierung

20 Grundziige der linearen Optimierung

20.1 Vorbemerkung

Ein Teilgebiet der Wirtschaftswissenschaften ist die Unternehmensforschung (Operations
Research). Darunter versteht man die Anwendung mathematischer Methoden auf die L&-
sung von Planungs- und Entscheidungsproblemen. Viele der in den vorhergehenden Ab-
schnitten behandelten Ansitze und Verfahren werden innerhalb des Operations Research
verwendet.

Zur Behandlung wirtschaftlicher Entscheidungsaufgaben wurden auch spezielle mathema-
tische Verfahren entwickelt. Das bekannteste ist die lineare Optimierung, hiufig auch
lineare Programmierung genannt. Sie wird auf die Lésung von Problemen angewendet,
bei denen Extremwerte einer linearen Funktion gesucht werden, unter Beachtung von Be-
schrankungen oder Nebenbedingungen in Form linearer Ungleichungen oder Gleichungen.

In diesem und dem nichsten Kapitel werden die Grundziige der linearen Optimierung be-
handelt. Da dazu lineare Ungleichungen in mehreren Variablen und die grafische Darstellung
von Ungleichungen in zwei Variablen ben6tigt werden, wird darauf zunichst eingegangen.

20.2 Lineare Ungleichungen mit mehreren Variablen

Bei linearen Ungleichungen mit mehreren Variablen* treten, wie bei linearen Gleichungen,
die Variablen nur in der ersten Potenz auf, und es kommen keine Produkte der Variablen
vor.

D 20.2.1 |Lineare Ungleichungen mit n Variablen
Eine Beziehung der Form

n
aixp +axxa + ...+ anx, <b bzw. > ax <b
i=1

oder
n

aix; +axxa + ...+ anx, > b bzw. > ax >b
i=1

heiBt lineare Ungleichung mit n Variablen.

Unter Verwendung der Vektoren a’ = (a1, az,...,a,) und x’ = (x1,x2,...,%,) kann man
auch schreiben: a’x < b oder a’x > b.

Anstelle von < bzw. > kann auch < oder > gelten.

Das folgende Beispiel zeigt eine wirtschaftliche Anwendung von linearen Ungleichungen mit
mehreren Variablen, wie sie auch bei der linearen Optimierung vorkommt.

4 Zu Ungleichungen mit einer Variablen vgl. Kapitel 10 von SCHWARZE, J.: Elementare Grundlagen der
Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, NWB Verlag.
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20.2 Lineare Ungleichungen mit mehreren Variablen

B 20.2.2 Eine Unternehmung hat eine Maschine, die bei normaler Arbeitszeit 2.100 Minuten
in der Woche fiir die Produktion zur Verfiigung steht. Mit Hilfe der Maschine werden zwei
Giiter Gy und Gy produziert. Die Herstellung von einem Stiick des Gutes Gy auf der
Maschine dauert 6 Minuten und von einem Stiick des Gutes G, 10 Minuten. Die wéchent-
lichen Produktionsmengen der beiden Giiter seien mit x; und x, bezeichnet.

Produziert die Unternehmung nur das Gut G, so kénnen offensichtlich in einer Woche ma-
ximal 350 Stiick (2.100 : 6) hergestellt werden. Es gilt dann 0 < x; < 350. Der Bereich
der méglichen Produktionsmengen kann also durch eine doppelte Ungleichung beschrieben
werden. Wird nur das zweite Gut hergestellt, so folgt 0 < x, < 210.

Werden beide Giiter produziert, so wird die Maschine 6x; Minuten in der Woche fiir die
Produktion des ersten Gutes und 10x, Minuten in der Woche fiir die Produktion des zwei-
ten Gutes beansprucht. Insgesamt wird also die Maschine in 6x; + 10xy Minuten fiir die
Produktion genutzt. Diese produktive Zeit kann héchstens 2.100 Minuten betragen, d. h.
es gilt: 6x; + 10x, < 2.100.

Lésungen dieser Ungleichung sind alle Wertepaare (x1,x2), fiir die die Ungleichung erfiillt
ist. Also beispielsweise x; = 10, x, = 200, da 6-10+ 10-200 < 2.100 ist. Diese einfa-
che Ungleichung mit zwei Variablen (x1 und xp) driickt die Beschrdnkung der Produkti-
onsmengen durch die begrenzte Maschinenzeit aus. Man spricht von einer so genannten
Kapazititsbedingung oder Kapazititsbeschrankung.

Sollen alle zuldssigen bzw. mdglichen Mengenkombinationen beschrieben werden, dann
sind dazu noch die beiden Ungleichungen x1 > 0 und x; > 0 erforderlich. Diese Unglei-
chungen, die angeben, dass beide Variablen nicht negativ werden kénnen, bezeichnet man
als Nichtnegativitdtsbedingungen. Alle Kombinationen von Produktionsmengen (x1,%2),
die die Ungleichungen 6x; + 10x; < 2.100, x; > 0 und xp > 0 erfiillen, kénnen von der
Unternehmung in einer Woche produziert werden.

Ungleichungen mit zwei Variablen kdnnen grafisch veranschaulicht werden. Wahrend sich
bei einer Ungleichung mit einer Variablen ein Intervall auf der Zahlengeraden ergibt®, be-
schreiben lineare Ungleichungen mit zwei Variablen einen durch eine Gerade begrenzten
Teil der Ebene.

R 20.2.3 |Losungsmenge einer Ungleichung mit 2 Variablen

Die Losungsmenge der Ungleichung ajx; + axxp < b ist grafisch in ei-
nem rechtwinkligen (xi,x2)-Koordinatensystem ein durch die Gerade
a;xy + axxp = b begrenzter Teil der Ebene.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer so genannten Halbebene. Jede
Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen.

Um festzustellen, welches Zeichen (< oder >) in einer der beiden durch die (Begrenzungs-)
Gerade erhaltenen Halbebene gilt, wihle man einen beliebigen Punkt aus der Halbebene
und priife, welches Zeichen fiir diesen Punkt gilt. Fiir alle anderen Punkte dieser Halbebene
gilt dann dasselbe Zeichen.

5 Vgl. SCHWARZE, J.: Elementare Grundlagen der Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, NWB
Verlag, F 10.5.2 und F 10.5.3.
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Kapitel 20: Grundziige der linearen Optimierung

20.2.4 Um die méglichen Produktionsmengen aus B 20.2.2 zu zeichnen, ist zunichst die
zu 6x3 + 10x, = 2.100 gehdrige Gerade darzustellen. Das geschieht am einfachsten da-
durch, dass man die Achsenschnittpunkte bestimmt, diese verbindet und die Verbindungs-
linie verlingert. Fiir x; = 0 ergibt sich xo = 210 und fiir x, =0 erhilt man x; = 350
(vgl. F 20.2.5a)). Der schraffierte Bereich ist dann der durch die Ungleichung
6x1 + 10x, < 2.100 beschriebene.

Um nun alle zuldssigen Kombinationen der Produktionsmengen grafisch darzustellen, miis-
sen noch die beiden Nichtnegativititsbedingungen x1 > 0 und xa > 0 beriicksichtigt wer-
den. Zu x3 > 0 gehért die xa-Achse und die Fliche rechts davon und zu x, >0 die
x1-Achse und die Fliche dariiber. Fiir die méglichen Produktmengenkombinationen ergibt
sich dann die in F 20.2.5b) schraffierte Fliche.

a) b)

X2 X2
300 6x1 + 10x2 > 2100

200 %\

6x1 + 10x2 = 2100

100
6x1 4 10x2 < 2100 -
100 200 300 "¥8Q_ 500 X1 350 x1
20.2.5
Aufgaben

U 20.2.1 Eine Unternehmung produziert zwei Giiter in den Mengen x; und x,. Die Herstel-
lung erfolgt so, dass jedes Stiick auf den beiden Maschinen A und B bearbeitet wird. Fiir
die Bearbeitungszeiten je Stiick ergeben sich folgende Werte:

1. Gut 2. Gut
Bearbeitungszeit A | 2 Minuten | 5 Minuten
auf der Maschine g | 6 Minuten | 3 Minuten

Die wéchentliche Arbeitszeit betrdgt 40 Stunden oder 2.400 Minuten. Beschreiben Sie die
in einer Woche produzierbaren Mengen durch Ungleichungen. Stellen Sie die produzierbaren
Mengen grafisch dar.

U 20.2.2 Gegeben ist folgendes System von Ungleichungen in zwei Variablen:

() xg+x>9 (M) —x1 +x2 <3 (M) —=2x; +xo > —8 (IV) 2x1 +x2 <20
Stellen Sie die Menge der Kombinationen von x1 und Xz, die das System der Ungleichungen
erfiillen, grafisch dar.

U 20.2.3 Ein Gefliigelfarmer verfiittert zwei Sorten von Futter. Jedes kg der Sorte A enthalt
0,1 kg Eiweil, 0,2 kg Fett und 0,1 kg Kohlehydrate. In Sorte B sind 0,2 kg Eiwei, 0,1 kg
Fett und 0,6 kg Kohlehydrate enthalten. Der Rest jeder Sorte besteht aus unverdaulichen
Ballaststoffen. Der Farmer méchte nun aus den Futtermitteln A und B eine Mischung C
herstellen, die insgesamt mindestens 1 kg Eiweil3, 0,8 kg Fett und 1,8 kg Kohlehydrate
enthilt.
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20.3 Grafische Einfiihrung in die lineare Optimierung

Beschreiben Sie die zur Mischung eines Futters mit den verlangten Mindestmengen an
EiweiB, Fett und Kohlehydraten zuldssigen Mengen der Futtermittel A und B durch ein
System von Ungleichungen. Stellen Sie die zuldssigen Mengenkombinationen der beiden
Futtermittel grafisch dar.

U 20.2.4 In einer Mébelfabrik werden in einem gegebenen Zeitraum Tische und Stiihle in
den Mengen x; und x, hergestellt. Beide Produkte werden auf Sdgemaschinen, Hobelma-
schinen und anschlieBend in der Lackiererei bearbeitet. Die Kapazitaten der Maschinen und
der Lackiererei werden durch die Zeit, in der sie wihrend des betrachteten Zeitraums zur
Verfiigung stehen, angegeben. Die verfiigbaren Kapazititen sowie die Bearbeitungszeiten
Je Stuhl bzw. Tisch auf den beiden Maschinen und in der Lackiererei sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt:

Bearbeitungszeit fiir | verfiigbare

1 Stuhl | 1 Tisch Kapazitat
Sdgemaschinen | 2 Std. | 5 Std. 1.000 Std.
Hobelmaschinen | 5 Std. | 4 Std. 1.000 Std.
Lackiererei 2 Std. | 1 Std. 320 Std.

a) Beschreiben Sie alle Mengenkombinationen von Tischen und Stiihlen, die von der M6-
belfabrik innerhalb des Zeitraumes hergestellt werden kénnen, durch ein System von Un-
gleichungen.

b) Stellen Sie den Bereich der realisierbaren Mengenkombinationen grafisch dar.

c) Gibt es eine (oder mehrere) Mengenkombination(en), bei der alle Kapazititen voll aus-
gelastet sind?

d) Die Bedingungen der Aufgabe lassen eine gleichzeitige, vollstindige Auslastung aller
Kapazitaten nicht zu. Durch welche MaBnahme kann man eine Vollauslastung aller Kapa-
zitdten herbeifiihren?

20.3 Grafische Einfiihrung in die lineare Optimierung

Es wird ein Betrieb betrachtet, in dem die Produkte X; und X, wahrend des Fertigungs-
prozesses die Maschinentypen A, B und C passieren miissen. Die wochentliche Arbeitszeit
des Betriebs betrdgt 40 Stunden. Fiir die Bearbeitung einer Produkteinheit auf den Ma-
schinen ergeben sich die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Werte, aus der auch
die Anzahl der vorhandenen Maschinen jedes Typs zu entnehmen ist:

Produkt Anzahl der Maschinen-
vorhandenen kapazitat
X1 Xo Maschinen
A | 2 h/Stiick | 1 h/Stiick 5 200 h/Woche
t“)",SSCh'”e”‘ B | 1 h/Stiick | 1 h/Stiick 3 120 h/Woche
1 h/Stiick | 3 h/Stiick 6 240 h/Woche
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Kapitel 20: Grundziige der linearen Optimierung

Den Angaben der Tabelle ist zu entnehmen, dass bei Vollauslastung der Maschinen A, B
bzw. C in einer Woche auf den einzelnen Maschinen z. B. die folgenden Mengenkombina-
tionen hergestellt werden kénnen:

auf A auf B auf C
Stiick X;  Stiick X, | Stiick X;  Stiick X, | Stiick X;  Stiick X,
100 0 120 0 240 0
80 40 100 20 180 20
50 100 60 60 120 40
20 160 20 100 60 60
0 200 0 120 0 80

Natiirlich ist es auch méglich, solche Mengenkombinationen zu bearbeiten, die unterhalb
der Kapazititsgrenze liegen.

Die Angaben in den Tabellen gelten fiir die isolierte Betrachtung eines Maschinentyps.
Fiir den Gesamtbetrieb kommen jedoch nur solche Mengenkombinationen in Frage, die
gleichzeitig auf allen drei Maschinen durchgefiihrt werden kdnnen. Dabei wird unterstellt,
dass keine halbfertigen Fabrikate gelagert werden miissen, sondern dass alle Produkte auf
allen 3 Maschinen vollstindig bearbeitet werden.

Die in einer Woche gleichzeitig realisierbaren Mengenkombinationen sollen grafisch darge-
stellt werden. Dazu werden die wochentlichen Stiickzahlen von X; mit x; und die von X,
mit xo bezeichnet.

Maschinentyp A wird in einer Woche 2x; Stunden fiir die Produktion des ersten und x;
Stunden fiir die Produktion des zweiten Gutes eingesetzt. Insgesamt wird sie dann 2x; + xo
Stunden in Anspruch genommen. Die bei Vollauslastung auf Maschinentyp A mdglichen
Produktionsmengenkombinationen werden dann durch die folgende Gleichung gegeben:

20.3.1 2x1 4+ xo = 200

Dabei sind nur solche Werte fiir x; und x, zugelassen, die groBer als 0 sind, d. h. es muss
gelten x; >0 und x; > 0.

Maschinentyp A muss nun aber nicht voll ausgelastet sein, sondern es sind auch Produkti-
onsmengenkombinationen (xi,xz) zuldssig, deren bendtigte Maschinenzeit unter der ver-
fligbaren Zeit von 200 Stunden liegt, wobei die Nichtnegativitatsbedingungen x; > Ound
x2 > 0 zu beachten sind. Man erhdlt somit alle zuldssigen Kombinationen (xi,xp) fiir
Maschinentyp A durch die Ungleichungen:

20.3.2 2x1 + %2 <200, x; >0 und xo >0

In F 20.3.3 sind in einem (x1, x2)-Koordinatensystem die zuldssigen Mengenkombinationen
grafisch dargestellt. Die maximal auf Maschinentyp A in einer Woche herstellbaren Men-
gen liegen auf der Strecke P1P2, die der Gleichung 20.3.1 entspricht. So bedeutet z. B. der
Punkt Q; auf dieser Strecke mit den Koordinaten x; = 20 und x, = 160 die Bearbeitung
von 20 Stiick des Produktes X; und 160 Stiick des Produktes Xs.
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