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Ein-Perioden-Wertpapiermérkte

Die Aktienkurse zum aktuellen Zeitpunkt sind bekannt, nicht aber diejenigen
in einem Jahr. Damit ist auch ungewiss, was ein Derivat, etwa eine Call-
Option, in einem Jahr wert sein wird. Eine Call-Option beinhaltet das Recht,
eine bestimmte Aktie zu einem bereits heute festgelegten Preis K zu einem zu-
kiinftigen Zeitpunkt T kaufen zu diirfen. Es liegt im Ermessen des Figentiimers
der Call-Option, sein Kaufrecht auszuiiben oder nicht. Wird das Optionsrecht
nicht ausgeiibt, so verfillt die Option und wird wertlos. Besitzt die Aktie zum
Zeitpunkt T' einen Marktwert von S > K, so kann der Inhaber der Option sie
mit Hilfe seines Optionsrechts zum Preis K kaufen und anschlieend an der
Borse zum Preis S wieder verduflern. Auf diese Weise erzielt er einen Gewinn
von S — K > 0. Liegt der Marktwert der Aktie zum Zeitpunkt 7" dagegen
unterhalb von K, gilt also S < K, so kann er das Optionsrecht nicht sinnvoll
nutzen, und die Option ist in diesem Fall wertlos. In jedem Fall héingt der
Wert der Option zum Zeitpunkt 7" vom Aktienkurs zu diesem Zeitpunkt ab
und ist daher ebenfalls ungewiss.

Nun kénnen zwei extreme Positionen eingenommen werden. Die erste lau-
tet, dass niemand verlisslich in die Zukunft schauen kann, dass nicht einmal
eine genaue Vorhersage des Wetters der nichsten zwei Wochen moglich ist,
und dass daher jede Prognose iiber die Aktienkurse in einem Jahr ausge-
schlossen ist. Unter diesen Voraussetzungen erscheint die Entwicklung einer
sinnvollen Optionspreistheorie aussichtslos. Fine zweite, entgegengesetzte Po-
sition lautet, dass es mit einem ausgefeilten 6konomischen Modell moglich sein
sollte, genaue Voraussagen iiber die Kurse der Zukunft zu machen. Werden
nur alle wirtschaftlich und psychologisch relevanten Faktoren in einem ent-
sprechend komplexen Modell richtig verarbeitet, so sind Zukunftsprognosen
fiir Aktienkurse zuverlidssig moglich. Damit wiederum wird die Bewertung von
Optionen zur Trivialitét.

Die moderne Finanzmathematik ordnet sich zwischen diesen beiden Alles-
oder-nichts-Positionen ein. Die grundlegende Annahme besteht darin, dass
zwar die Entwicklung eines betrachteten Finanzmarktes in der Zukunft nicht
vorausgesagt werden kann, dass aber die Menge aller moglichen zukiinftigen
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4 1 Ein-Perioden-Wertpapiermérkte

Szenarien dieses Marktes bekannt ist und dass genau eines dieser Szenarien
eintreten wird. In diesem Kontext lassen sich Modelle so formulieren, dass die
moglichen Markt-Szenarien fiir zukiinftige Zeitpunkte ¢ > 0 zu Zustandsriu-
men (2; zusammengefasst werden. Das einfachste nichttriviale Modell besteht
darin, neben dem aktuellen Zeitpunkt 0 einen einzigen weiteren zukiinftigen
Zeitpunkt 1 zuzulassen, an dem der Markt genau einen Zustand w aus einer
endlichen Menge (2 von Zustidnden annehmen wird. Zum aktuellen Zeitpunkt
0 wird der Finanzmarkt als vollsténdig bekannt vorausgesetzt. So einfach die-
ses Modell auch erscheinen mag, es ist in der Analyse — wie wir sehen werden
— erstaunlich reichhaltig, lésst sich zu komplexeren und realistischeren Model-
len ausbauen und zeigt bereits viele wesentliche Eigenschaften der allgemeinen
zeitstetigen Modelle.

Die Darstellung der Ein-Perioden-Modelle und der Bewertung zustands-
abhingiger Auszahlungsprofile in diesem Kapitel wurde durch Duffie [15] mo-
tiviert. Siehe auch Pliska [45], Dothan [14], Follmer/Schied [16] und Koch
Medina/Merino [35].

1.1 Ein-Perioden-Modelle

Das grundlegende Modell wird Ein-Perioden-Modell genannt und ist durch
folgende Daten gekennzeichnet:

e Es gibt genau zwei Zeitpunkte, den Anfangszeitpunkt 0 und den Endzeit-
punkt 1.

e Wir nehmen an, dass der Zustand des Finanzmarktes zum Zeitpunkt 0 be-
kannt ist und dass der Markt zum Zeitpunkt 1 in genau einen Zustand aus
einer endlichen Menge von K Zustinden wy, . ..,wk iibergehen wird. Zum
Zeitpunkt 0 sind alle diese moglichen zukiinftigen Zustédnde bekannt, nicht
aber, welcher Zustand realisiert werden wird. Die Menge der moglichen
Szenarien wird zu einem endlichen Zustandsraum 2 zusammengefasst,

2 =Aw,...,wk}.

e [Es wird die Existenz einer endlichen Anzahl N von Wertpapieren S, ..., SV
vorausgesetzt. Es gibt zu diesen Wertpapieren einen Preisprozess S =
{S; = (S},...,SN)|t =0,1}. Dieser Prozess beschreibt die Preise der N
Wertpapiere S*, ..., SN zu den beiden moglichen Zeitpunkten 0 und 1.
Die Preise S} der Wertpapiere zum Zeitpunkt 0 sind Zahlen. Die Preise S}
héngen dagegen vom eintretenden Zustand ab, sind also Funktionen auf
2,

Si:i 2 —R.
Dabei bezeichnet Si(w) den Kurs des i-ten Wertpapiers zum Zeitpunkt
1 im Zustand w € 2.! Sowohl die Preise S§ als auch die Werte St (w),

! Offensichtlich ist die Menge aller Funktionen X : 2 — R isomorph zum R,
wobei der Isomorphismus gegeben ist durch
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w € §2, sind den Investoren bekannt. Aber erst zum Zeitpunkt 1 entschei-
det sich, welche Kurse S% (w) zu diesem Zeitpunkt tatsichlich realisiert
werden, denn erst dann stellt sich heraus, in welchen Zustand w € {2 der
Finanzmarkt iibergegangen ist.

Zum Zeitpunkt 0 sind also die K Zusténde der Menge 2 = {w1,...,wk} als
Endzustinde zum Zeitpunkt 1 moglich, und zum Zeitpunkt 1 wird genau einer
dieser Zusténde als Endzustand realisiert.

Abb. 1.1. Veranschaulichung des Strukturgeriists eines Ein-Perioden-Modells mit
K Zustdnden

Dieses Aufspalten der Menge 2 in die Elementarzustéinde w; bis wx bildet ein
Strukturgeriist, das durch das Hinzufiigen von Preisen ergéinzt wird. Zur Kom-
plettierung des Marktmodells sind fiir die N Finanzinstrumente S*,..., SV
des Modells zum Zeitpunkt 0 und fiir jeden Zustand w € {2 zum Zeitpunkt 1
Kursdaten vorzugeben, sieche Abb. 1.2 und das nachfolgende Beispiel 1.1.

Beispiel 1.1. Wir betrachten folgendes Ein-Perioden-Modell mit den beiden
Zustinden w; und ws zum Zeitpunkt 1:

Sy (ws) = (1.82)

t=20 t=1

In dieses Strukturgeriist wurden die Daten fiir zwei Finanzinstrumente S!
und S? eingefiigt. Das erste Finanzinstrument S* besitzt zum Zeitpunkt 0 den
X (X(wi),...,X (wk)).

Damit ist der Preisprozess S1 = (S%, ey S{V) isomorph zum RXV .
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St (w1)
S1(w1) = :
SN (w1)
/
S
So = :
(S'év)
N\
St (wk)
S1(wk) = :
SN (wr)
t=0 t=1

Abb. 1.2. Veranschaulichung der zu den Zeitpunkten ¢ = 0 und t = 1 zu spezifi-
zierenden Kursdaten in einem Ein-Perioden-Modell

Wert S§ = 1. Zum Zeitpunkt 1 besitzt S* die Werte S (w1) = ST (w2) = 1.02.
Da hier die Kurse in beiden Zustinden iibereinstimmen, entspricht dieses
Finanzinstrument einer festverzinslichen Kapitalanlage. Im Beispiel betrigt
der Zinssatz 2%. Das zweite Finanzinstrument S? besitzt zum Zeitpunkt 0
den Wert S} = 10. Zum Zeitpunkt 1 besitzt S? die Werte S? (w;) = 12 und
S? (w2) = 9. Damit konnte dieses Wertpapier als Aktie interpretiert werden,
deren Kurs im ersten Szenario w; vom Anfangskurs 10 auf den Wert 12 steigt
und im zweiten Szenario wse von 10 auf den Wert 9 sinkt. A

Anmerkung 1.2. In der Praxis koénnen Ein-Perioden-Modelle beispielsweise
mit Hilfe historischer Zeitreihen fiir jedes der interessierenden Finanzinstru-
mente S',..., SV gebildet werden. Ublich sind Zeitreihen, die fiir jedes Finan-
zinstrument S?, i = 1,..., N, aus den Tageskursen der letzten K Handelstage
bestehen. Als Ausgangsdaten steht dann fiir jedes der N Finanzinstrumente
eine Zeitreihe (5§, S1,..., 9% ) mit je K+1 Eintrégen zur Verfiigung, wobei 5§

fir ¢ = 1,..., N den aktuellen Kurs des i-ten Finanzinstruments bezeichnet.
Mit Hilfe dieser Daten werden nun fiir jedes Instrument ¢ die Tagesrenditen
R; =5 ’éfsj ,j=1,..., K, der Vergangenheit berechnet, so dass pro Finan-

Zinstrumelit K Renditewerte erhalten werden. Eine Modellierung kénnte dann
darin bestehen, jede der K Tagesrenditen der Vergangenheit als ein mogliches
Rendite-Szenario fiir den zukiinftigen Tag zu definieren. Das auf diese Weise
entstehende Ein-Perioden-Modell beinhaltet damit folgende Daten:

e Die aktuellen Preise der N Finanzinstrumente,
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So
So :

S5
e Die modellierten Szenarien fiir den nichsten Handelstag,

Se(1+ le)
S1 (wj) = :

)

SN - (1+RY)
j=1,... K.

Jede Tagesrendite Rj der letzten K Handelstage wird also durch die Definition
Si(wy) = Si- (1+ R;) in ein Kurs-Szenario fiir das i-te Finanzinstrument
zum Zeitpunkt 1, d.h. fiir den kommenden Handelstag, umgesetzt.

1.2 Portfolios

Definition 1.3. Ein Portfolio ist eine Zusammenfassung von hy Finanzin-
strumenten S, ho Finanzinstrumenten S2%, ... und hy Finanzinstrumenten
SN 2u einer Gesamtheit. Formal wird ein Portfolio definiert als ein Vektor

hy
h=| : | eR",
hn

wobei eine Komponente h; als Stiickzahl interpretiert wird, mit der das i-te
Finanzinstrument S* in der Gesamtheit vertreten ist.

Das Produkt h;S* wird als Position des i-ten Finanzinstruments S* im
Portfolio h bezeichnet.

Der Wert Vg (h) des Portfolios h zum Zeitpunkt 0 lautet

Vo (h) := hiS§ 4 -+~ + hnSY (1.1)
=h-Sp.

Der Wert des Portfolios Vi (k) zum Zeitpunkt 1 hiingt dagegen vom eintre-
tenden Zustand w; € {2 ab. Daher gilt

h . Sl (wl)
Vi(h):=h-8; = : c R¥. (1.2)

h- Sl.(wK)
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[ Vi (h) (w1) = h- S (w1) |

Vo (h) =h-So

Abb. 1.3. Veranschaulichung der Werte Vo(h) und Vi (h) eines Portfolios h

Alternativ kann V; (h) als Abbildung von {2 nach R aufgefasst werden, wobei
Vi (h) (w) := h-S1(w) fir w € 2. Betrachten wir ein beliebiges Portfolio
h € RY | so lassen sich die Werte V; (k) und V; (h) des Portfolios gem&fl Abb.
1.3 veranschaulichen. Im folgenden wird gelegentlich die Angabe des Portfolios
hin Vg (h) oder V; (h) (w) weggelassen und einfach V) oder V; (w) geschrieben.

Anmerkung 1.4. Mit den Definitionen (1.1) und (1.2) gilt
Vi(h) =Vy(h)+ h-AS,
wobei AS := S; — Sp. Die Differenz

G(h) := Vi (h) = Vo (h) (1.3)
=h-AS

kennzeichnet den Gewinn, der mit der Portfoliostrategie h erzielt wird. An
(1.3) wird deutlich, dass der Gewinn eines Portfolios ausschliefllich auf die
Anderungen AS der Wertpapierpreise zuriickzufiihren ist.

Anmerkung 1.5. Bei der Definition der Stiickzahlen h; werden sowohl nicht-
ganzzahlige als auch negative Werte zugelassen. Wahrend die Zulassung nicht-
ganzzahliger Werte vorwiegend technische Griinde hat, die spéter erliutert
werden, haben negative Werte eine 6konomische Bedeutung. Enthélt ein Port-
folio etwa eine negative Anzahl h; an Aktien, so bedeutet dies, dass |h;| Ak-
tien von einer Finanzinstitution geliehen und diese anschlieBend am Markt
verkauft wurden. Damit bestehen bei dem Verleiher der Aktien Schulden der
Hohe |h;|. Eine negative Stiickzahl an Finanzinstrumenten in einem Portfo-
lio entspricht also Schulden in diesem Finanzinstrument. Dies ist analog zu
Schulden in einer Wihrung. Um Schulden zu machen, wird Kapital bei ei-
ner finanziellen Institution geliehen und dieses Kapital wird dann ,verkauft“,
also gegen ein anderes Gut eingetauscht. Entsprechend werden Kapitalschul-
den in einem Portfolio durch eine negative Zahl an geschuldeten Einheiten
des Kapitals, also z.B. in Euro, ausgedriickt. Wéahrend die Verschuldung an
Kapital jedem Privatanleger iiber einen Bankkredit zugéinglich ist, sind Leihe-
geschiifte fiir Aktien Privatanlegern in der Regel verwehrt. Der Grund ist das
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hohe, mit diesen Leihegeschiften verbundene Risiko. Theoretisch sind die mit
Leihegeschiften verbundenen Verlustrisiken nach oben unbeschrinkt. Denn
um die Leiheschulden zuriickzahlen zu kénnen, muss der Leihende die gelie-
henen Aktien am Markt zuriickkaufen. Da der Kurs der Aktien theoretisch
beliebig hoch steigen kann, ist entsprechend das potentielle, fiir den Riickkauf
aufzuwendende Kapital nicht begrenzt.

Beispiel 1.6. Wir legen das Modell in Beispiel 1.1 zugrunde und betrachten

ein Portfolio
—-10
h= ( ! ) |

Dies bedeutet, dass vom ersten Finanzinstrument S' Schulden in Hohe von
10 Stiick bestehen und vom zweiten Finanzinstrument S? 1 Stiick im Port-
folio enthalten ist. Wird S! mit einer festverzinslichen Kapitalanlage in Euro
identifiziert, so entsprechen die Schulden von 10 Stiick einer Kreditaufnahme
von 10 Euro. Wird das zweite Finanzinstrument S? als Aktie interpretiert, so
beinhaltet das Portfolio A neben einem Kredit von 10 Euro den Bestand von
einer Aktie. Mit diesen Daten gilt

v (). (3)
Vi (i) =h- S (w1) = (‘110> : <1ng> — 1.8,

Vi (ws) = h- Sy (ws) = (‘110) . (1'§2> _ 1.2

Zum Zeitpunkt 0 besitzt das Portfolio den Wert Vj = 0, d.h. die Schulden iiber
10 Euro entsprechen gerade dem Wert der einen Aktie S? zum Zeitpunkt 0.
Zum Zeitpunkt 1 fiihrt das Steigen des Aktienkurses im Szenario w; zu
einem positiven Wert des Portfolios von V; (wy) = 1.8, withrend das Sinken
des Aktienkurses im Szenario wsy zu einem negativen Wert V; (wg) = —1.2
fithrt, sieche Abb. 1.4. Im Zustand ws reicht der Wert der Aktie von 9 Euro
nicht aus, um den Kreditbetrag plus Kreditzinsen in Hohe von 10.20 Eu-
ro zuriickzuzahlen, sondern es besteht nach Liquidierung des Portfolios eine
Zahlungsverpflichtung iiber den Betrag von 1.20 Euro. A

und

sowie

1.3 Optionen und Forward-Kontrakte

Auf der Basis der Instrumente, die in einem Marktmodell enthalten sind,
lassen sich weitere Finanzinstrumente definieren, deren FEigenschaften von
denjenigen des Marktmodells abhéingen. Solche, von anderen Finanzproduk-
ten abgeleitete Instrumente, heiflen Derivate. Zu diesen zihlen Optionen und
Forward-Kontrakte.
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‘/1(0\)1):1.8
/
Vo=0
N\
Vl(wg):—l 2
t=20 t=1

Abb. 1.4. Eine Investition in das Portfolio h ist zum Zeitpunkt 0 mit einem
Kapitaleinsatz von 0 moglich und fiithrt zum Zeitpunkt 1 in dem einem Zustand zu
einem Gewinn und im dem anderen zu einem Verlust.

1.3.1 Optionen

Definition 1.7. Fine Call-Option beinhaltet das Recht,

o ein bestimmtes Wertpapier, das Underlying,
e zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt, dem Fdlligkeitszeitpunkt,
e zu einem heute schon festgesetzten Preis, dem Strike- oder Basispreis,

zu kaufen. Eine Call-Option heifit daher auch Kaufoption.

Es besteht das Recht, nicht jedoch die Pflicht, das Underlying zu erwerben.
Sollte also der aktuelle Marktpreis des Underlyings zum Félligkeitszeitpunkt
unterhalb des Basispreises liegen, so ist es nicht sinnvoll, das Optionsrecht
auszuiiben, da in diesem Fall fiir das Underlying mehr als notwendig bezahlt
werden miisste. Ist umgekehrt der Marktpreis des Underlyings zum Fillig-
keitszeitpunkt hoher als der Basispreis, so ist es sinnvoll, das Optionsrecht
der Call-Option auszuiiben, da sich durch den Kauf des Underlyings zum Ba-
sispreis und den sofortigen Verkauf zum — hoheren — Marktpreis ein Gewinn
erzielen ldsst.

Bezeichnen wir den Kurs des Underlyings zum Filligkeitszeitpunkt mit S
und den Basispreis mit K, so lautet der Wert der Option bei Filligkeit somit

max(S — K,0) =: (S — K)*.

Da wir unterstellen, dass der Investor rational handelt, wird er nur im Falle
von S (w) > K von seinem Optionsrecht Gebrauch machen, und aus diesem
Grund ist der Wert einer Option niemals negativ.
Betrachten wir eine Call-Option in einem Ein-Perioden-Modell, so lassen
sich die Werte
¢j = (81 (w;) — K)*

fir alle j = 1,..., K als Vektor des RX oder als Funktion ¢ : 2 — R in-
terpretieren. ¢ wird als Auszahlungsprofil oder als zustandsabhingige
Auszahlung bezeichnet.
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Definition 1.8. Eine Put-Option beinhaltet das Recht,

o ¢in bestimmtes Wertpapier, das Underlying,
o zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt, dem Fdlligkeitszeitpunkt,
o zu einem heute schon festgesetzten Preis, dem Strike- oder Basispreis,

zu verkaufen. Eine Put-Option heifit daher auch Verkaufsoption.

Das Auszahlungsprofil einer Put-Option bei Félligkeit lautet dementspre-
chend
max(K — S,0) =: (K — S)*.

Analog gilt fiir das Auszahlungsprofil ¢ € R¥ in einem Ein-Perioden-Modell
¢j = (K = S1(w;))"

firallej=1,..., K.

Kann ein Optionsrecht wie oben definiert nur zu einem zuvor festgeleg-
ten zukiinftigen Zeitpunkt, dem Félligkeitszeitpunkt, ausgeiibt werden, so
heifit die Option europdisch. Kann es dagegen zu einem beliebigen Zeitpunkt
wiahrend der Laufzeit bis zum Filligkeitszeitpunkt ausgeiibt werden, so heif3t
die Option amerikanisch. Offenbar kénnen im Rahmen unseres Ein-Perioden-
Modells europiische und amerikanische Optionen nicht voneinander unter-
schieden werden.

Warum konnte es sinnvoll sein, Optionen zu erwerben? Angenommen, ein
Investor mochte in der Zukunft ein Wertpapier kaufen. Mit einer Call-Option,
das dieses Wertpapier als Underlying besitzt, kann er sich heute gegen einen
unerwarteten Preisanstieg versichern. Denn steigt der Preis des betrachteten
Wertpapiers am Markt an, so muss der Investor dennoch nur den vereinbarten
Basispreis zahlen. Sinkt dagegen der Kurs unter den Basispreis, so ldsst der
Investor sein Optionsrecht verfallen und kauft das Wertpapier giinstiger am
Markt. Sei weiter angenommen, ein Investor verfiigt heute iiber einen Wert-
papierbestand. Mit einer Reihe von Put-Optionen auf diesen Bestand kann
er sich gegen einen unerwarteten Preisverfall versichern. Sollte ndmlich der
Kurs eines Wertpapiers einbrechen, so garantiert ihm die Option dennoch die
Moglichkeit des Verkaufs zum vereinbarten Basispreis. Damit wirkt eine Put-
Option wie eine Versicherung gegeniiber negativen Kursentwicklungen. Dieses
Optionsrecht hat einen Preis, so wie Versicherungen ihren Preis besitzen. Ein
zentrales Thema dieses Buches ist die Entwicklung und Analyse einer sinn-
vollen Strategie zur Preisfindung fiir Optionen und andere Derivate.

Beispiel 1.9. Wir wihlen wieder das Ein-Perioden-Zwei-Zustands-Modell aus
Beispiel 1.1 und betrachten eine Call-Option auf das Finanzinstrument S? mit
Ausiibungspreis K = 10.5 Euro und Fiilligkeitszeitpunkt 1.

Zum Zeitpunkt 1 besitzt die Option je nach eintretendem Zustand die
Werte
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¢(wi) = (5% (w1) - K)" = (12-10.5)" = 1.5 und
¢(we) = (57 (wa) — K) " = (9—-105)" = 0.

Die zustandsabhéingige Auszahlung ¢ der Call-Option betriigt damit zusam-

mengefasst
(15
c={y9 |

Betrachten wir in diesem Beispiel dagegen eine Put-Option mit Ausiibungs-
preis K = 11, so ergeben sich je nach Zustand die Auszahlungen
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Der Kéufer einer Option hat also bei t = 1 niemals eine Zahlungsverpflich-
tung gegeniiber dem Verkiiufer. Aus Sicht des Kéufers verfillt die Option im
ungiinstigsten Fall wertlos oder aber er besitzt gegeniiber dem Verkiiufer einen
Zahlungsanspruch.

Bevor wir der Frage nachgehen, wie sinnvolle Preise fiir Optionen bestimmt
werden konnen, stellen wir zunéchst noch ein weiteres wichtiges Finanzinstru-
ment vor.

1.3.2 Forward-Kontrakte

Definition 1.10. Fin Forward-Kontrakt ist eine zum Zeitpunkt 0 einge-
gangene Verpflichtung,

o cin bestimmtes Wertpapier, das Underlying,
e zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt, dem Fdlligkeitszeitpunkt,
o zu einem heute, bei t = 0, festgesetzten Preis F', dem Forward-Preis,

zu kaufen. Dabei wird der Forward-Preis F' so bestimmt, dass das Fingehen
der Kauf- bzw. Verkaufs- Verpflichtung zum Zeitpunkt 0 kostenlos ist.

Auch bei Forward-Kontrakten wird zum Zeitpunkt O der Preis vereinbart,
der fiir das Underlying zum Zeitpunkt 1 zu bezahlen ist. Aber im Gegensatz
zur Situation bei Optionen ist der Kauf des Wertpapiers, auf das sich der
Kontrakt bezieht, verbindlich. Wihrend der Kaufer einer Option entscheiden
kann, ob er von seinem Optionsrecht Gebrauch macht oder nicht, hat sich der
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Kaufer eines Forward-Kontrakts verpflichtet, das Wertpapier zum Filligkeits-
zeitpunkt zu erwerben. Er ist also auch dann verpflichtet, es zum vereinbarten
Preis F' zu kaufen, wenn er das betreffende Wertpapier an der Borse billiger
erhalten konnte. Andererseits ist das Eingehen eines Forward-Kontraktes ko-
stenfrei, wihrend der K&dufer einer Option eine Optionspriamie zu bezahlen
hat.

Der Wert eines Forward-Kontraktes bei ¢ = 1 lautet einfach

S —F.

Also ist das zugehorige Auszahlungsprofil ¢ € RX in einem Ein-Perioden-
Modell gegeben durch
Cj = Sl (Wj) - F.

Forward-Kontrakte werden haufig nicht auf Aktien, sondern auf Wechselkur-
sen gehandelt und kénnen, wie Optionen, dazu dienen, Risiken zu kontrollie-
ren. Wenn ein Unternehmen in einem halben Jahr beispielsweise Maschinen in
einer Fremdwéihrung erwerben mochte, so kann durch einen Forward-Kontrakt
auf die Fremdwihrung das Wechselkursrisiko ausgeschlossen werden. Das Un-
ternehmen gewinnt damit Planungssicherheit.

Beispiel 1.11. Im Marktmodell des Beispiels 1.1 betrachten wir einen Forward-
Kontrakt auf die Aktie S? mit Forward-Preis F. Damit gilt fir die zugehorige
Auszahlung

clw)=8(w)-F=12-F

und
c(wg) =5%(wy) —F=9—F.

Der Forward-Preis F' ist nun so anzupassen, dass der Wert des Kontraktes
zum Zeitpunkt 0 gerade Null betrigt.

Legen wir den Forward-Preis beispielsweise auf einen willkiirlichen Wert,
etwa F' = 10, fest, so ergeben sich als Auszahlung ¢ des Forward-Kontraktes
die Werte

cw)=8f(w)-F=12-10=2

und
c(wy) =% (we) —F=9—-10= —1,

o (2)

Aber welchen Wert besitzt die Auszahlung ¢ zum Zeitpunkt 07 Und wie kann
der Forward-Preis so angepasst werden, dass der Wert der auf diese Weise
entstehenden Auszahlung gleich Null ist? A

also
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Eine Besonderheit des Forward-Kontraktes besteht also darin, dass hier
der Preis zum Zeitpunkt 0 auf Null festgelegt wird und dass der Forward-
Preis F' so bestimmt werden muss, dass der Kontrakt bei ¢ = 0 tatséchlich
kostenfrei ist.

Fiir Forward-Kontrakte gibt es — im Gegensatz zu Optionen — eine sehr
einfache Strategie, um den Forward-Preis F' festzulegen. Angenommen, ein
Kontrahent kauft von uns einen Forward-Kontrakt auf eine Aktie S mit Fal-
ligkeit ¢ = 1. Die Aktie habe heute, zum Zeitpunkt 0, einen Wert Sy. Wir
sind nun verpflichtet, zum Zeitpunkt 1 eine Aktie S an den Kontrahenten zu
einem Preis F' auszuliefern. Um dies garantieren zu konnen, kaufen wir die
Aktie bereits heute, zum Zeitpunkt 0, und finanzieren sie durch einen Kredit
in Hohe von Sy Euro. Dieses Portfolio, Leihe von Sy Euro und Kauf einer
Aktie S, ist zum Zeitpunkt 0 kostenfrei.

Zum Zeitpunkt 1 verkaufen wir dem Kontrahenten die Aktie S zum
Forward-Preis F'. Wihlen wir F' so, dass mit diesem Betrag die entstandenen
Verpflichtungen tiber Sy (1 + r), d.h. Kreditbetrag Sy plus Zinskosten 7Sy, aus
dem Kredit beglichen werden kénnen, so ldsst sich der Kontrakt ohne Gewinn
oder Verlust erfiillen. Daher sollte F' = Sp (1 + ) gewihlt werden.

Bemerkenswert ist, dass der Forward-Preis lediglich vom risikolosen Zins-
satz r abhingt und nicht, wie zunichst vermutet werden konnte, von den
modellierten Wertentwicklungen der Aktie zum Zeitpunkt 1.

Beispiel 1.12. Fiir den Forward-Kontrakt aus Beispiel 1.11 ergibt sich wegen
r = 2% somit ein Forward-Preis von F = Sy (14 r) = 10- (1 +0.02) = 10.2
Euro. A

1.4 Die Bewertung von Auszahlungsprofilen

Allen Beispielen des vorigen Abschnitts ist gemeinsam, dass der Wert des je-
weiligen Finanzkontraktes zum Endzeitpunkt 1 leicht zu ermitteln und damit
fiir jedes mogliche Szenario bekannt ist. In allen Féllen ergibt sich eine zu-
standsabhiingige Auszahlung ¢ € R zum Zeitpunkt 1, wobei K die Anzahl
der Zustinde zum Endzeitpunkt bezeichnet. Das zu losende Problem besteht
darin, fiir eine moglichst grofie Klasse von Auszahlungsprofilen ¢ € R¥ einen
sinnvollen Preis zum Zeitpunkt 0 anzugeben.

Wir werden im folgenden das Problem der Bewertung von Auszahlungspro-
filen ganz allgemein behandeln. Es wird sich zeigen, dass es nicht erforderlich
ist, Call- und Put-Optionen sowie Forward-Kontrakte getrennt zu behandeln,
obwohl fiir Forward-Kontrakte die im letzten Abschnitt vorgestellte, verbliif-
fend einfache Bewertungsstrategie existiert, fiir Optionen dagegen nicht. Bei
der Entwicklung eines Verfahrens zur Preisbestimmung lassen wir uns von
einem vertrauten deterministischen Beispiel leiten.
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1.4.1 Die zeitliche Transformation deterministischer
Zahlungsstréme

Angenommen, eine Bank hat zu einem zukiinftigen Zeitpunkt 1 die Zahlungs-
verpflichtung iiber einen Kapitalbetrag ¢ > 0. Dies bedeutet, dass die Bank
zum Zeitpunkt 1 einen Zahlungsstrom von —c erfahren wird.

I T

Diese zukiinftige Zahlungsverpflichtung kann wie folgt in eine dquivalente Zah-
lungsverpflichtung zum aktuellen Zeitpunkt 0 umgewandelt werden.

e Zum Zeitpunkt 0 kauft die Bank eine Anleihe mit der Auszahlung ¢ zum
Zeitpunkt 1.

e Fiir diese Anleihe bezahlt die Bank heute, zum Zeitpunkt 0, den Betrag
co := dc, wobei d den Diskontfaktor zwischen t = 0 und ¢t = 1 bezeichnet.

e Zum Zeitpunkt 1 erhilt die Bank den Betrag c als Riickzahlung aus der
Anleihe.

e Mit dieser Auszahlung begleicht die Bank die Zahlungsverpflichtung ¢ zum
Zeitpunkt 1, so dass netto zu diesem Zeitpunkt kein Kapital flief3t.

’l—coz—d0| ’Ic—c:o

t=20 t=1

Insgesamt wurde auf diese Weise eine zukiinftige Zahlungsverpflichtung c in ei-
ne dquivalente Zahlungsverpflichtung iiber den Betrag cy = dc zum Zeitpunkt
0 transformiert.

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Bank zu einem zukiinftigen Zeitpunkt
1 einen Kapitalbetrag c¢ erhalten wird. Auch dieser Betrag ldsst sich in einen
Kapitalbetrag ¢y zum Zeitpunkt 0 transformieren.

e Dazu verkauft die Bank zum Zeitpunkt 0 eine Anleihe, die zum Zeitpunkt
1 mit dem Wert ¢ zuriickgezahlt werden muss.

e Die Bank nimmt auf diese Weise zum Zeitpunkt 0 den Kapitalbetrag ¢y =
dc ein, wobei d den Diskontfaktor zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1 bezeichnet.

e Zum Zeitpunkt 1 erhilt die Bank den angenommenen Kapitalbetrag ¢, mit
dem nun die Schuld aus der Anleihe beglichen wird.

Auch hier flielt zum Zeitpunkt 1 netto kein Kapital, und der zukiinftige Zah-
lungsstrom ¢ wird in einen dquivalenten Zahlungsstrom cg zum Zeitpunkt 0
umgewandelt.
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In jedem Fall lisst sich also ein beliebiger Betrag ¢, der zum Zeitpunkt 1
flieft, mit Hilfe von Handelsaktivitéiten in eine dquivalente Zahlung ¢y = dc
zum Zeitpunkt 0 transformieren.

1.4.2 Die zeitliche Transformation zustandsabhiingiger
Zahlungsstréome

Die Idee, Zahlungsstrome durch Handelsaktivitéten in der Zeit zu verschieben,
iibertragen wir nun auf zustandsabhéngige Auszahlungen.

Zunichst betrachten wir erneut die bereits angesprochene Bewertungsstra-
tegie fiir einen Forward-Kontrakt. Bezeichnet sg den Kurs einer Aktie s zum
Zeitpunkt 0, r den risikolosen Zinssatz und F' = so (1 + ) den Forward-Preis,
so besitzt der Forward-Kontrakt das Auszahlungsprofil

c; =s1(wj)—so(l+7) (1.4)

fiir j =1,..., K zum Zeitpunkt 1. Wir betrachten nun ein Marktmodell, das
aus den beiden Finanzinstrumenten S! und S? besteht, wobei

e S eine festverzinsliche Kapitalanlage der Hohe 1 zum Zinssatz r und
e 52 die Aktie s

bezeichnet. Damit gilt S§ = 1 und S} = 1+, sowie S? = 5. Die Bewertungs-
strategie fiir die Auszahlung ¢ € R¥ des Forward-Kontrakts kann damit wie
folgt formuliert werden:

Investiere zum Zeitpunkt 0 in das Portfolio h = (—sgp, 1), bestehend aus
einem Kredit in Hohe von sy Euro und aus einer Aktie s. Dieses Portfolio
besitzt zum Zeitpunkt 1 in einem beliebigen Szenario w; den Wert

Vi (h) (wj) = h- S (w;)

:Cj.

Die Auszahlungen ¢; des Forward-Kontrakts aus (1.4) werden durch das Port-
folio h = (—sp,1) also exakt nachgebildet. Der Wert des Portfolios h zum
Zeitpunkt 0 betrigt
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Vo (h) = h-So
-(2) (3)
-(7) ()

=—50-1+1-5g
=0.

Damit entstehen fiir das Portfolio h, genau wie fiir den Forward-Kontrakt,
zum Zeitpunkt 0 keine Kosten. Das Portfolio und der Forward-Kontrakt sind
beziiglich Preis und Auszahlung also vollkommen identisch.

In Verallgemeinerung dieses Beispiels nehmen wir nun an, dass eine Bank
die Verpflichtung hat, mit einem Kontrahenten je nach eintretendem Zustand
w; einen von diesem Zustand abhingigen Betrag ¢ (w;) = ¢; € R zum Zeit-
punkt 1 auszutauschen. Ist ¢(w;) > 0, so muss die Bank dem Kontrahenten
¢(wj) auszahlen, ist ¢ (w;) < 0, so hat der Kontrahent die Verpflichtung, der
Bank den Betrag |c (w;)| zu zahlen:

| —c(w)
| —c(w2)
— :
i —C(UJKA)
T —c(wgk)
t=20 t=1

Eine derartige Verpflichtung konnte beispielsweise dadurch entstehen, dass
die Bank einem Kunden eine Option, einen Forward-Kontrakt oder ein ande-
res Finanzprodukt verkauft hat. Um fiir die betrachtete Auszahlung c einen
Preis ¢y zum Zeitpunkt 0 zu finden, versuchen wir, ein Portfolio h € RY so
zu bestimmen, dass der Wert des Portfolios mit der Auszahlung ¢ zum Zeit-
punkt 1 in jedem Zustand exakt iibereinstimmt. Das Portfolio h soll also die
Bedingungen

c(wl) =h- Sl (wl)

c(wK) = ]’L . Sl (wK)

erfiillen. Kann ein derartiges Portfolio gefunden werden, dann lisst sich der
Wert ¢y dieses Portfolios zum Zeitpunkt 0 sofort angeben, denn die Preise S,
aller Finanzinstrumente zum Zeitpunkt 0 sind bekannt. Es gilt
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Co = h - SO.

Damit erhalten wir folgende Strategie, um die zustandsabhiingige Zahlung ¢ €
RE zum Zeitpunkt 1 in die Zahlung ¢y € R zum Zeitpunkt 0 zu transformieren:

e Bestimme das Portfolio h, welches zum Zeitpunkt 1 die Auszahlung ¢ be-
sitzt und
kaufe dieses Portfolio zum Zeitpunkt O fiir den Preis von ¢y = h - Sy.
Zum Zeitpunkt 1 wird je nach eintretendem Zustand w der Betrag ¢ (w) =
h - Sy (w) aus dem Portfolio erhalten, wenn ¢ (w) > 0 ist, oder es wird der
Betrag ¢ (w) geschuldet, falls ¢ (w) < 0 ist.

e In jedem Fall ist h - S; (w) gerade der Betrag, der dem Kontrahenten ge-
schuldet oder von diesem erhalten wird, so dass netto zum Zeitpunkt 1
kein Kapital fliefit.

Verkauft eine Bank also zum Zeitpunkt 0 ein Finanzprodukt, das beinhaltet,
zum Zeitpunkt 1 je nach eintretendem Zustand w die Zahlung ¢ (w) zu leisten,
so kann sich die Bank gegen die mit dem Verkauf des Finanzprodukts verbun-
denen Risiken vollstidndig absichern, wenn sie als Preis den Wert ¢ = h - Sy
verlangt und mit diesem Kapital das Portfolio & zum Zeitpunkt 0 kauft.

T h-Si(w1)—c(wr)
I hSl (OJQ)—C(wg)

0
0

h- 51 (wK,'l) — C(wK,1) =0
h'Sl (OJK) —C(WK) =0

—

>

t=20 t=1

1.4.3 Die Bewertung von Auszahlungsprofilen mit Hilfe von
Replikation

Wir betrachten eine zukiinftige zustandsabhéngige Zahlung ¢ = (¢1,...,cx) €

K
R,
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Die Idee der Transformation von ¢ € R¥ in einen #quivalenten Betrag ¢y € R
zum Zeitpunkt 0 besteht zusammengefasst aus den beiden Schritten:

1. Suche ein Portfolio h € RY mit den Eigenschaften

C1 = ‘/1 (h) (wl) = h . Sl (wl)

CK = V1 (h) (wK) = h Sl ((JJK).

Wir veranschaulichen dies wie folgt:

’clzh-Sl(wl)‘

’CK = hSl (wK)‘

t=20 t=1.

2. Definiere den Wert ¢y := Vj (h) = h - Sy dieses Portfolios als Preis von ¢
zum Zeitpunkt 0:

’01:h~51(w1)‘

co=h-Sy| —

t=20 t=1.

Wir untersuchen nun, ob und wie zu gegebenem ¢ € RX ein derartiges Portfo-
lio h € RN gefunden werden kann. Dazu ist folgender einfache Zusammenhang
hilfreich.

Lemma 1.13. Fiir jedes h € RN gilt
h-Sy=DTh, (1.5)
wobei N
St (w1) -+ ST (w1)
DT = : :
St (wk) -+ S (wrk)
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die Transponierte der Matrix

St (wi1) -+ St (wk)
D= :

SN (wr) - SN (wr)

bezeichnet, die spaltenweise aus den Preisen aller Finanzinstrumente in je-
weils einem Zustand besteht.

Beweis. Offenbar gilt

h . Sl (wl)

h . Sl (wK)

hy ST (wy) + -+ hn SN (w1)

hlSll (wK) R hNS{V (wK)
=D"h.

Definition 1.14. Die N x K-Matriz

St (wi) -+ S (wk)
D= (8 (w1),...,5 (wk)) = :

ST (w1) -+ ST (wk)
wird Auszahlungsmatriz oder Payoffmatrix genannt.

Die Auszahlungsmatrix D wurde so definiert, dass jede ihrer Spalten die-
selbe Struktur besitzt wie der Preisvektor Sy. Wir definieren also die Kompo-
nenten von D durch D;; := S} (w;) firi=1,...,Nund j=1,..., K.

Wir sehen, dass Schritt 1. der Bewertungsstrategie fiir Auszahlungsprofile
¢ € RX auf ein Standardproblem der Linearen Algebra fiihrt, nimlich auf das
Losen eines linearen Gleichungssystems

c=D"h. (1.7)
Ist h € RY eine Losung von (1.7), so sagen wir, h repliziert c.

Definition 1.15. Ein Auszahlungsprofil c € RX heifit replizierbar oder er-
reichbar, wenn ¢ im Bild von DT liegt, also wenn

ceImDT.



1.4 Die Bewertung von Auszahlungsprofilen 21

Definition 1.16. Ein Tupel (So,S1) = (b,D) € RN x Myyx (R) heifit
Marktmodell mit Preisvektor

und Auszahlungsmatrix

St (w1) -+ St (wk)
D::(Sl(wl),...,Sl(wK))z EMNXK(R).
ST (w1) -+ S (wk)

Dabei bezeichnet My« (R) die Menge aller reellen N x K -Matrizen.

Die Schreibweise (Sp,S1) = (b,D) bedeutet, dass sich ein Marktmo-
dell (Sp,51) € RN x {X |X : 2 — RY } auf dquivalente Weise auch durch
(b,D) € RN x My (R) beschreiben lisst. Aus einem vorgegebenen Tupel
(b, D) € RN x My« x (R) lassen sich alle charakterisierenden Bestandteile ei-
nes Ein-Perioden-Modells ableiten. Die gemeinsame Anzahl der Zeilen von b
und D entspricht der Anzahl der Finanzinstrumente des Modells, und die An-
zahl der Spalten von D entspricht der Anzahl der Zustéinde des Modells. Der
Vektor b wird als Preisvektor Sy interpretiert, der die Preise aller N Finanz-
instrumente zum Zeitpunkt 0 zusammenfasst, withrend die j-te Spalte von D
als Preisvektor Sy (w;) = (S1 (wj),..., 57" (o.;j))—r interpretiert wird, der die
Preise aller Finanzinstrumente zum Zeitpunkt 1 im Zustand w; enthiélt.

Definition 1.17. Ein Marktmodell (b, D) heifit vollstindig, wenn DT sur-
jektiv ist, wenn also gilt
ImD" =R¥,

Wenn (b, D) vollstéindig ist, dann ist jedes Auszahlungsprofil ¢ replizierbar,
d.h. in diesem Fall gibt es zu jedem ¢ € R¥ ein h € RY mit ¢ = DTh.

Anmerkung 1.18. Beachten Sie, dass etwaige Wahrscheinlichkeiten p;, mit de-
nen die jeweiligen Zustéinde w; € {2 zum Zeitpunkt 1 eintreten, bei der oben
vorgestellten Preisfindung nirgends auftreten. Diese auf den ersten Blick iiber-
raschende Tatsache erkldrt sich durch die Bewertungsstrategie. Ein vorgege-
benes Auszahlungsprofil ¢ wird durch ein Portfolio h repliziert. Da jede Kom-
ponente c; repliziert wird, spielen die Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir die
verschiedenen Zusténde keine Rolle.

Anmerkung 1.19. Die dargestellte Strategie verwendet entscheidend Argu-
mente aus der Linearen Algebra. Dies setzt jedoch voraus, dass die Port-
foliovektoren als Elemente aus RY — und nicht aus ZV — interpretiert werden.
Tatséichlich kénnen jedoch keine Bruchteile von Aktien gehandelt werden. An-
dererseits sind in der Praxis Transaktionen iiber eine einzige Aktie auch selten.
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Ublicherweise werden Vielfache, wie etwa 50 oder 100 Stiicke, gehandelt. Da-
her wird mit reellwertigen Stiickzahlen gerechnet, die fiir die Umsetzung in
die Praxis auf die niichste ganze Zahl gerundet werden.

Beispiel 1.20. Das zu Beispiel 1.1 gehorende Marktmodell lautet

o= ((8) (28

Der Preisvektor b und die Payoffmatrix D enthalten jeweils 2 Zeilen. Also be-
steht das Marktmodell aus zwei Finanzinstrumenten. Ferner besitzt D auch
2 Spalten, also werden hier zwei Szenarien zum Zeitpunkt 1 modelliert. Die
Payoffmatrix D ist regulir, also ist das zugehorige Marktmodell (b, D) voll-
standig. A

Beispiel 1.21. Ein Marktmodell (b, D) sei durch folgende Daten gegeben:

1 1.2 1.2
(b, D)= || 120 ], 110130
24 2 23

Es enthilt drei Finanzinstrumente und zwei Zustinde wi und wy bei t = 1,
so dass

1 1.2 1.2
S() = 120 5 Sl (wl) = 110 5 Sl (LUQ) = 130
24 26 23

Der Rang von DT hat den Wert 2. Also ist DT : R? — R? surjektiv, und das
Markmodell ist vollstindig. A

Beispiel 1.22. Wir betrachten die Daten des Beispiels 1.20 und versuchen, mit
der beschriebenen Strategie den Preis einer Call-Option auf Finanzinstrument
52 mit Austibungspreis K = 10.5 zu ermitteln. Das Auszahlungsprofil dieser

Option lautet
(15
c={y9 |

Da D regulir ist, besitzt das Gleichungssytem ¢ = DT h, gegeben durch

(7)=(os ) (),

die eindeutig bestimmte Losung

—4.412
n=(Ths)

Fiir den Preis ¢y := h- Sy der Call-Option zum Zeitpunkt 0 erhalten wir daher
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—4.412 1
co = < 05 > . <10> = (.588.

Analog lisst sich der Preis der Put-Option auf Finanzinstrument S? mit Aus-
iibungspreis K = 10 berechnen. Hier lautet das Auszahlungsprofil

(%)

und das Gleichungssystem ¢ = DTh

(2)= (i s ) (i)

besitzt die eindeutig bestimmte Losung

7.843
h= (—0.667) ’

7.843 1
“©= (—0.667) ' (10) = L1760

fiir die Put-Option zum Zeitpunkt 0 ergibt. A

so dass sich der Preis

Beispiel 1.23. Wieder basierend auf Beispiel 1.20 wird der Wert eines Forward-
Kontrakts auf S? mit Forward-Preis F' berechnet. Fiir das Auszahlungsprofil
¢ des Forward-Kontrakts gilt
_(12—-F
c=\g_p |

Das replizierende Portfolio h 16st das Gleichungssystem
12—-F\ [(1.0212 hy
9—-F ) \1.029 ha )’
_1F
_ 1.02
h= ( 1 ) |

Der Preis ¢g := h - Sy von h zum Zeitpunkt 0 betréigt daher

-1 F 1 1
— 1.02 . — _
o < 1 ) (10) 0= 15t

Wir bestimmen schliefflich F' so, dass ¢g = 0 wird, also ' = 10 -1.02 =
So (1 + 7) und erhalten genau den Wert, den wir bereits im Rahmen der Dis-
kussion im Anschluss an Beispiel 1.11 ermittelt hatten. Das Portfolio h besteht

d.h., es gilt
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aus einer Anleihe von 10 Einheiten des festverzinslichen Finanzinstruments S?,
also aus einem Kredit von 10 Euro, und aus dem Bestand einer Aktie S2. Der
Gesamtwert des Portfolios betriigt somit gerade 0. Zum Zeitpunkt 1 besitzt
das Portfolio in jedem Zustand genau den Gegenwert der Verpflichtung, die
durch den Verkauf des Forward-Kontrakts entstanden ist. A

Das vorangegangene Beispiel zeigt auch, wie Forward-Kontrakte bewertet
werden, wenn F' # Sy (14 r) gilt. In der Praxis tritt dieser Fall z.B. dann
auf, wenn ein Forward-Kontrakt abgeschlossen wurde und zu einem spiite-
ren Zeitpunkt, aber vor dem Filligkeitszeitpunkt, erneut bewertet wird. Im
Handelsgeschiift beispielsweise werden sdmtliche Handelspositionen am Ende
jedes Handelstages bewertet, und im Rahmen dessen muss der Wert jedes
gehandelten Finanzinstruments téiglich neu ermittelt werden.

Beispiel 1.24. Es sei (b, D) ein Ein-Perioden-Zwei-Zustands-Modell, wobei das
erste Finanzinstrument eine festverzinsliche Kapitalanlage zum Zinssatz r ist.

Also gilt
1 1+r 14r
(SO> o <81 (w1) S (w2)> !

Ferner setzen wir Sy (w1) # S1 (w2) voraus. Sei

= ()

ein beliebiges Auszahlungsprofil. Dann betrachten wir mit s; := S7 (w1) und
s9 := 57 (w2) das Gleichungssystem
hi (1+7)+ hasy 1
h-S=D"h= = .
! <h1 (1+7) + hasy 2
Durch Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung folgt
hy = a-¢%
S1 — S2
Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit s; = S; (w2) und die zweite
mit s; = 57 (w1) so erhalten wir nach Subtraktion

1 c981 —c182

h =
! 1+7r 81— 59

Damit lautet der Wert ¢o := V; (h) des replizierenden Portfolios

C():h'S():h1+hQS() (18)
1 _ _
_ €281 — C152 + C1 — C2 So
1+7r 51— 89 81 — 82
1 1+7r)Sy— -1 S
B <( T P ol G 002)
1+7r S1 — So 51— 82

1
= —_— 1—
1+r(qcl+< q)CQ)a
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wobei
(14+7)So— s2

S1 — S92
Speziell fiir Forward-Kontrakte mit Forward-Preis F' gilt

()= (30,

und (1.8) liefert

. 1 (1—|—’I”)So—82 81—(1+7")So
0=y (0 e P 2 R )
1
=50~ 147

Dies ist genau dann 0, falls F' = (1 + r) Sp, und fiir das replizierende Portfolio

erhalten wir
1 cos81—cC189 __F -9
= (T )= (1) - ()
c1—¢C2 1 1 .
81—S82

1.5 Replikation und das ,,Law of One Price*

Der im letzten Abschnitt entwickelte Ansatz zur Bewertung zustandsabhiin-
giger Auszahlungen c € R¥ lautet:

e Lose das Gleichungssystem ¢ = h-S; = D" h und
e definiere den Preis ¢y von ¢ zum Zeitpunkt 0 als ¢ = h - Sy.

Mit Hilfe dieser Strategie kann das zum Zeitpunkt 1 fliefende zustands-
abhingige Auszahlungsprofil ¢ € R in eine Zahlung ¢y € R transformiert
werden, die zum Zeitpunkt 0 erfolgt. Bei der Umsetzung der Bewertungsstrate-
gie konnen zwei grundsétzliche Probleme auftreten. Sei dazu (Sy, S1) = (b, D)
ein Marktmodell und sei ¢ € R ein Auszahlungsprofil. Folgende Situationen
sind denkbar:

e Die Replikation ist nicht moéglich: Es gibt kein Portfolio A mit der
Eigenschaft ¢ = DTh, also c ¢ Im DT,

e Die Replikation ist nicht eindeutig bestimmt: Es gibt verschiedene
Portfolios h und k' mit ¢ = DTh = DTH' . Dies ist gleichbedeutend mit
ce€ImDT und ker DT # {0}, wobei ker DT den Kern von DT bezeichnet.
In diesem Fall stimmen moglicherweise die Preise h - b und A’ - b nicht
iiberein, so dass kein eindeutig bestimmter Preis fiir ¢ angegeben werden
kann.

Wir betrachten die beiden Félle nun genauer.
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Die Replikation ist nicht moéglich

Wenn eine Auszahlung ¢ € R¥ nicht replizierbar ist, dann kann ¢ nicht mit
Hilfe eines replizierenden Portfolios in einen #quivalenten Zahlungsstrom zum
Zeitpunkt 0 transformiert werden. Wir betrachten nun einige mogliche Be-
wertungsstrategien fiir diesen Fall, d.h. fiir die Situation ¢ ¢ ImD .

Superhedging.

Sei ¢ > 0. Wir setzen voraus, dass es wenigstens ein Instrument S* fiir ein
1 < k < N gibt, mit S5 > 0 und S¥ (w) > 0 fiir alle w € §2, etwa eine
festverzinsliche Kapitalanlage mit Zinssatz r > —1. Wir betrachten die Menge
C. (c) der replizierbaren Auszahlungsprofile ¢/ mit ¢’ > ¢, also

Ci(c)={d eR¥|d>c, /emD"}.

Die Menge C, (c) ist nicht leer, denn es gibt zu jedem ¢ € R¥ ein A € R mit
ASE > ¢, und es gilt AS¥ = DT (\ex). Damit definieren wir

xq(@::hgg{hwﬂDThzc}

Wir haben nun ein typisches Problem der linearen Optimierung vor uns. Zu
16sen ist
infh-b

unter der Nebenbedingung
D'h>ec.

Eine Losung v* dieses Optimierungsproblems kann als der kleinste Preis in-
terpretiert werden, zu dem ein Verkidufer die Auszahlung ¢ ohne Verlustrisiko
verkaufen kann.

Analog definieren wir

C_(c):={c eRE ‘O <d<e¢ deImD"}

und
V_(c):= sup{h-b |DTh <c}.
heRN

Auch C_ (c) ist nicht leer, denn es gibt zu jedem ¢ € RX ein A € R mit
0< )\S{€ < c¢. Wieder erhalten wir ein Problem der linearen Optimierung; es
lautet:

suph-b
unter der Nebenbedingung

D'h<ec.

Fine Losung v, dieses Optimierungsproblems kann entsprechend als hochster
Preis interpretiert werden, zu dem ein Kéufer fiir die Auszahlung ¢ in keinem
Zustand zuviel bezahlt?.

2 Zunichst ist nicht klar, ob v* oder v. beschrénkt sind. Tatséchlich werden wir in
Abschnitt 1.5 sehen, dass es zu jeder replizierbaren Auszahlung ¢ € R¥ und zu



1.5 Replikation und das ,,Law of One Price“ 27

Projektionsansatz.

Fiir ¢ ¢ Im DT besteht ein weiterer Ansatz zur Preisfindung darin, ein Port-
folio h zu suchen, dessen Auszahlung D' h moglichst nahe bei ¢ liegt. Die
Aufgabe besteht also darin, die Funktion

K 2
IDTh =] =3 ((PTh), ~ ) (1.9)

=1

fir h € RY zu minimieren. Dies entspricht der Bestimmung der Projektion
von ¢ auf den Bildraum Im DT und lisst sich numerisch beispielsweise durch
das Losen der Normalengleichung DD T h = De finden.

Minimale mittlere quadratische Abweichung.

Ein weiterer Ansatz lautet: Minimiere die mittlere quadratische Abweichung
von DT h und ¢,

E[(DTh-c)"] = ZK:P (w;) ((DTh), - cj)2 :

iiber alle Handelsstrategien h € RY. Die Idee besteht hier darin, eine Zahlung
¢j, die in einem Szenario wj fillig wird, um so stérker zu berticksichtigen, je
hoher die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir diesen Zustand ist.

Dieser Ansatz erfordert jedoch, dass das Marktmodell um die Modellierung
der Wahrscheinlichkeiten ergénzt wird, mit denen die jeweiligen Zustéinde zum
Zeitpunkt 1 eintreten werden. Bei der bisherigen Bewertungsstrategie spielten
diese Wahrscheinlichkeiten keine Rolle.

Wir nehmen also fiir diesen Ansatz an, dass Wahrscheinlichkeiten P(w;) =:
p; fur 1 < j < K vorgegeben sind, mit denen die zukiinftigen Szenarien w;
des betrachteten Finanzmarktes eintreten werden. Auf diese Weise wird ein
Wabhrscheinlichkeitsmaf3 P auf {2 definiert.

Der Ansatz, die mittlere quadratische Abweichung zu minimieren, kann
auf den Projektionsansatz zuriickgefiihrt werden. Dazu wird

N/ ZRERE \/171511 (wy) -~ \/1715{\/ (w1)
A= 1 .1 D= : :
0 - PK VPEST (W) -+ \/PEST (W)

jedem vorgegebenen Preis w € R ein Portfolio hyw € RY gibt mit DT Ay = ¢ und
hw +b = w, falls im zugrundeliegenden Marktmodell (b, D) nicht das Law of One
Price gilt. In diesem Fall erhalten wir v* = —oo und v. = oo. Ist das Marktmodell
(b, D) aber sogar arbitragefrei, sieche Abschnitt 1.6, so folgt aus Lemma 1.51, dass
v* und v, reellwertig sind und dafl

vy < 0T

gilt. Ist ¢ selbst replizierbar, dann folgt v, = v™.
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definiert. Mit
VP 0 N
s r o e= |
0 - VPK VPECK
gilt dann
E [(DTh—C)Z] — ||AR — 2|2,

und wir erhalten ein Problem vom Typ (1.9).
Erwartungswert-Ansatz

Sind Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir jeden Zustand gegeben, so ist eine wei-
tere mogliche Strategie fiir die Bewertung einer zustandsabhéingigen Auszah-
lung ¢ € R gegeben durch

K
co:=dE][c] = dejcj. (1.10)
j=1

Der Preis ¢y wird in diesem Fall also definiert als diskontierter Erwartungswert
der zukiinftigen Auszahlung c.

Untersuchungen von Absicherungsstrategien in unvollstéindigen Mérkten
finden Sie in Follmer/Schied [16] und in Pliska [45]. Wir werden uns in diesem
Buch auf den Fall ¢ € Im DT konzentrieren.

Die Replikation ist nicht eindeutig bestimmt

Wir betrachten nun den Fall, dass eine Auszahlung c zwar replizierbar ist,
jedoch nicht auf eindeutig bestimmte Weise. Wir nehmen also an, dass es
zwei Portfolios h und b’ gibt mit A # A’ und mit ¢ = D"h = DTA’. Dann
gilt B/ = h+ f fir ein f €ker D", und es gilt h-b # b/ - b genau dann, wenn
f - b # 0. Definieren wir fiir ein beliebiges A € R das Portfolio hy := h + Af,
so gilt DThy =cund ¢y := hy-b=h-b+ \f-b. Durch geeignete Wahl von
A ldsst sich im Falle von f - b # 0 jeder beliebige Wert ¢y € R realisieren und
die Replikationsstrategie fiihrt nicht zu einer sinnvollen Preisfindung.

Wenn jedoch h-b = k' - b gilt, dann sind die beiden Portfolios h und A’
okonomisch gleichwertig; sie kosten dasselbe und liefern dieselbe Auszahlung.
Satz 1.25 charakterisiert diese Situation. Im Beweis wird verwendet, dass

ker D" L Im D (1.11)

und
RY =kerD" @ Im D (1.12)
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gilt?.

Aufgabe 1.1. Konstruieren Sie ein Beispiel eines Marktmodells mit zwei
Finanzinstrumenten und zwei Zustéinden, wobei das erste ein Vielfaches des
zweiten ist. Machen Sie sich klar, dass hier fiir ein replizierbares Auszah-
lungsprofil unendlich viele replizierende Portfolios mit gleichem Anfangspreis
existieren.

Im folgenden werden Skalarprodukte, bei denen iiber Finanzinstrumente
summiert wird, wie bisher mit einem Punkt - gekennzeichnet, wihrend fiir
Skalarprodukte, bei denen iiber Zustéinde summiert wird, die Klammer (-, -)
verwendet wird.

Satz 1.25. (Law of Omne Price) Sei (b,D) ein Marktmodell. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gilt das ,Law of One Price“: Sei c=D"h € Im DT ein beliebiges re-
plizierbares Auszahlungsprofil. Dann ist der mit Hilfe einer Replikations-
strategie definierte Preis co = h - b von ¢ eindeutig bestimmt, also unab-
hingig vom replizierenden Portfolio h.

2.bLkerDT.

3.bcImD, d.h. es gilt b= D fiir ein ¢ € RE.

4. Es gibt ein ¢ € R, so dass fiir jede replizierbare Auszahlung ¢ = DTh €
ImDT gilt h-b= (1,c).

Beweis. 1. <= 2. Sei h eine spezielle Losung von ¢ = DT h. Die allgemeine
Losung lautet dann k' = h+ f fiir ein beliebiges f € ker DT. Nun gilt h/-b = h-b
genau dann, wenn f -b = 0. Da f beliebig gew#hlt werden kann, ist dies
gleichbedeutend mit b L ker DT .

3 Qeien f € ker DT und w € Im D beliebig. Nach Definition gilt w = Duv fiir ein
v € R¥. Damit erhalten wir

fw=f-(Dv)

f
(P71
0

da DT f = 0. Also folgt ker DT L Im D. Nach Definition ist ker DT & Im D ein
Untervektorraum des RY. Aus dem Dimensionssatz folgt weiter

N =dimker D" +dimImD".

Da bei Matrizen der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang ist, gilt dimIm DT =
dimIm D. Also erhalten wir

dim (kerDT @ Im D) =N,

woraus ker DT @ Im D = R" folgt.
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2. <= 3. Diese Aquivalenz folgt unmittelbar aus (1.11) und (1.12).

3. = 4. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € RX mit b = D1. Mit
c=DThgilth-b=h-Dy= (D h )= (c,¢).

4. = 3. Sei h € R ein beliebiges Portfolio und sei ¢ := DTh. Nach
Voraussetzung gilt &b = (c,v) = (D" h,v) = h- Di. Da h beliebig gewshlt
wurde, folgt b = D1. O

Wenn DT injektiv ist, also wenn ker DT = {0}, dann gilt nach Punkt 2.
des letzten Satzes das Law of One Price.

Folgerung 1.26. Sei (b, D) ein Marktmodell, in dem das Law of One Price
nicht gilt. Dann ist DT nicht injektiv. O

Die Aussage 4. von Satz 1.32 besagt, dass es in Marktmodellen, in denen die
Preise cg = h-b replizierbarer Auszahlungsprofile ¢ = DT h vom replizierenden
Portfolio h unabhéingig sind, moéglich ist, diese Preise ohne Kenntnis von h
durch

co = (P, ¢) (1.13)
zu berechnen.
Folgerung 1.27. Sei (b, D) = (Sp, S1) ein Marktmodell, in dem das Law of

One Price gilt. Dann gibt es eine Losung 1 der Gleichung D = b, und fiir
allei=1,...,N gilt

Sh = (1,51) . (1.19)
Beweis. Das Gleichungssystem Dy = b kann geschrieben werden als
So=b=D¢ =951 (w1) + -+ Y51 (WK) . (1.15)
Mit S} := (S} (w1),..., 5% (wk)) lasst sich (1.15) schreiben als
So = (¥, 51)
firi=1,...,N. O

Gleichung (1.15) ldsst sich so formulieren, dass in einem Marktmodell das
Law of One Price genau dann gilt, wenn die Preise Sy zum Zeitpunkt 0 eine
Linearkombination der Preisszenarien Sy (w;), 7 = 1,..., K, zum Zeitpunkt 1
sind. Wegen der Bilinearitét des Skalarprodukts ist Gleichung (1.14) dquiva-
lent zu

Vo (h) = (, Vi (h)) (1.16)

fiir beliebige h € RY, wobei Vj (h) = h - b, V; (h) = DT h verwendet wurde.

Die Zusammenhéinge (1.14) und (1.16) konnen als eine auf zustandsab-
hiingige Auszahlungsprofile verallgemeinerte Diskontierung zukiinftiger Zah-
lungsstrome ¢ = V; (h) auf den Zeitpunkt 0 interpretiert werden. Definieren
wir d := ¢, + - + Y, so folgt fiir replizierbare deterministische Auszahlun-
gen, d.h., im Fall von ¢ (w) = ¢ fiir alle w € {2, die Darstellung
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Co = <¢7C> = dc, (117)

und wir erhalten die elementare deterministische Diskontierungsformel. Die
Komponentensumme d von v ist offenbar der Diskontfaktor des zugrundelie-
genden Marktmodells. Unter der Voraussetzung, dass im betrachteten Markt-
modell das Law of One Price gilt, kann jedoch nicht geschlossen werden, dass
der Diskontfaktor d positiv ist. Er konnte null oder sogar negativ sein. Wir
werden aber spéter sehen, dass Diskontfaktoren in arbitragefreien Mérkten
stets positiv sind. Gleichung (1.14) besagt im Rahmen dieser Interpretation
jedenfalls, dass der abdiskontierte Wert der zustandsabhiingigen zukiinftigen
Auszahlung eines Finanzinstruments S gerade S{ betrigt.

Wenn konstante Auszahlungen ¢ (w) = ¢ replizierbar sind, dann folgt aus
Satz 1.25, dass ¢y = dc unabhingig vom replizierenden Portfolio ist. Dies
bedeutet auch, dass die Komponentensumme d = 1, + - -- + 1, nicht von
der Auswahl einer Losung von Dy = b abhingt. Es gilt also ker D 1 1,
wobei 1: = (1,...,1). Dies ist ein Spezialfall des nachfolgenden Satzes 1.28.
Vorbereitend halten wir fest, dass fiir die lineare Abbildung D : RK — RN
analog zu (1.11) und (1.12) gilt

ker D L Im DT (1.18)

und
RX =ker D@ Im DT. (1.19)

Satz 1.28. Sei (b, D) ein Marktmodell, in dem das ,,Law of One Price* gilt,
und sei ¢ € RE ein Auszahlungsprofil. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

1. c st replizierbar.

2.ceImDT.

3. clkerD.

4. Fiir jede Losung v von D = b besitzt (1, c) denselben Wert.

Beweis. 1. <= 2. Dies ist gerade die Definition von Replizierbarkeit.

2. <= 3. Die Aquivalenz folgt unmittelbar aus (1.18) und (1.19).

3. <= 4. Nach Satz 1.25 existiert wenigstens eine Lésung v von D = b.
Fiir jede weitere Losung 1" von Dvy' = b gilt ¢’ = 4 + f fiir ein f € ker D.
Dann folgt <7j/,c> = (¢, ¢) genau dann, wenn ¢ L f. Da f beliebig gewihlt
werden kann, ist dies gleichbedeutend mit ¢ 1 ker D. O

Satz 1.29. Sei (b, D) ein Marktmodell, in dem das ,,Law of One Price* gilt.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Das Marktmodell (b, D) ist vollstindig.

2. Im DT = RK,

3. ker D = {0}.

4. Die Lésung 1 von D = b ist eindeutig bestimmd.
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Beweis. 1. <= 2. Dies gilt nach Definition.

2. <= 3. Dies folgt unmittelbar aus (1.18) und (1.19).

3. <= 4. Da im betrachteten Marktmodell das ,Law of One Price“ gilt,
existieren nach Satz 1.25 Losungen 1) von Dt = b. Daraus folgt die Aquivalenz
von 3. und 4. unmittelbar. (]

Beispiel 1.30. Sei (b, D) ein Marktmodell, in dem das ,Law of One Price*
gilt, und sei ¢ eine Losung von D1 = b. Sei weiter S := 7,1 < j < N,
ein Finanzinstrument des Modells. Ein Forward-Kontrakt auf .S mit Forward-
Preis F' besitzt die Auszahlung ¢ = S; — F. Sind konstante Auszahlungen
replizierbar, so besitzt (i, F) = dF nach Satz 1.28 fiir jede Losung ¢ von
Dy = b denselben Wert. Damit gilt fiir den Preis ¢y des Forward-Kontrakts

co = (¥,¢) = (P, 51) — (¥, F) = So — dF.

1.6 Arbitrage

Wir betrachten nun ein Marktmodell (b, D), in dem das Law of One Price
nicht gilt. Dies ist nach Satz 1.25 gleichbedeutend mit b £ ker DT. In diesem
Fall existieren f € ker DT mit f -b < 0. Dies bedeutet aber, dass der Erwerb
von f zum Zeitpunkt 0 mit einer Kapitaleinnahme von — f - b > 0 verbunden
ist. Die Einnahme beinhaltet keinerlei Risiko, denn das Portfolio ist zum Zeit-
punkt 1 wertlos, DT f = 0, insbesondere bestehen zu diesem Zeitpunkt keine
Zahlungsverpflichtungen. Eine Moglichkeit, risikolos Gewinne ohne eigenen
Kapitaleinsatz erzielen zu konnen, wird Arbitragegelegenheit genannt.

Definition 1.31. Eine Handelsstrategie h heifit Arbitragegelegenheit, falls*
h-b<0und D"h>0 (1.20)
oder
h-b<0 und D"h>0. (1.21)
Ezistieren in einem Marktmodell (b, D) keine Arbitragegelegenheiten, so heifst

das Marktmodell arbitragefresi.

Gilt Vo(h) = h-b > 0, so ist das der Betrag, der fiir den Kauf des Port-
folios aufzuwenden ist. Ist V; (k) < 0, so wird bei der Zusammenstellung des
Portfolios h zum Zeitpunkt 0 das Kapital —V; (k) > 0 entnommen.

4 Dabei bedeutet DTh > 0, dass (DTh)j > 0 fiir alle 7 = 1,..., K und dass

(DTh),c > 0 fiir wenigstens ein k. Fiir x € R" schreiben wir allgemein = > 0,
falls z; > 0 fiir alle s = 1,...,n und zx > 0 fiir wenigstens ein k. Wir schreiben
x > 0, falls x strikt positiv ist, d.h., falls z; > 0 fiir alle i = 1,...,n.
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Der Betrag Vi (h) stellt den zustandsabhiéingigen Wert des Portfolios zum
Zeitpunkt 1 dar. Gilt V4 (h) (w;) = h-S1 (w;) = (DTh)j > 0, so bezeichnet dies
den Gewinn, der beim Verkauf des Portfolios erzielt wird, falls zum Zeitpunkt
1 der Zustand w; realisiert wird. Gilt V3 (h) (w;) < 0, so bedeutet dies eine
Zahlungsverpflichtung fiir den Besitzer des Portfolios im Zustand w;.

In (1.20) kostet das Portfolio also anfangs nichts oder es bringt sogar et-
was ein, Vy(h) < 0. Zum Zeitpunkt 1 bestehen dagegen in keinem Zustand
Zahlungsverpflichtungen, aber es gibt die Chance auf einen positiven Gewinn,
Vi(h) > 0. In (1.21) wird sofort ein Gewinn realisiert, Vy(h) < 0, und spéter
bestehen keinerlei Zahlungsverpflichtungen, eventuell kann sogar ein Gewinn
realisiert werden, Vi (h) > 0.

Wir haben gesehen, dass in einem Marktmodell Arbitragegelegenheiten
existieren, wenn das Law of One Price nicht gilt. Dies formulieren wir wie
folgt:

Satz 1.32. In einem arbitragefreien Marktmodell (b, D) gilt das ,,Law of One
Price“. Der Preis jeder replizierbaren Auszahlung ¢ = DT h ist also eindeutig
bestimmt durch h-b und es gilt

blkerD'

oder dquivalent
beImD.

O

Gilt umgekehrt das ,,Law of One Price“ so kann daraus nicht geschlossen
werden, dass das Marktmodell (b, D) arbitragefrei ist, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 1.33. Betrachten Sie das Marktmodell
0.99 1.11.1

(b,D) = 70 |, 10 9
2.1 9 6
.. T 1 1 10 9 3 2 . T .
Fir D' = 1196)" R®> — R* gilt Rang D' = 2, das Modell ist also
19.091
vollstéindig. Ferner gilt dimker DT = 1 und f := -3.0 lost das Glei-
1
chungssystem DT f = 0. Damit ist ker DT = {\f|\ € R}. Wegen

fb=0

gilt ker DT 1Lb. Mit Satz 1.25 folgt daraus, dass in (b, D) das ,,Law of One Pri-
ce “ gilt. Dennoch ist sofort zu sehen, dass das Marktmodell nicht arbitragefrei
ist, denn eine Verschuldung im ersten Finanzinstrument und eine Investition
in das dritte fithrt in jedem Szenario zu einem positiven Gewinn. A
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Lemma 1.34. In einem arbitragefreien Marktmodell (b, D) beinhaltet jede
zum Zeitpunkt O getitigte kostenlose Investition in ein Portfolio h mit DT h #
0 ein Verlustrisiko.

Beweis. Sei h eine kostenlose Investition mit DTh # 0. Dann gilt DTh % 0,
denn sonst wiire h eine Arbitragegelegenheit. Wegen D"h # 0 muss daher
wenigstens eine Komponente von DT h negativ sein, und dies kennzeichnet
einen Verlust. ]

Dass im vorangegangenen Lemma eine zum Zeitpunkt 0 kostenlose Inve-
stition h betrachtet wurde, ist wesentlich. Denn das risikolose Erzielen von
Gewinnen ist mit einem positiven Kapitaleinsatz bei jeder festverzinslichen
Geldanlage mit positivem Zinssatz moglich. Bei der Anlage eines Kapitalbe-
trags K, der sich bis zum Zeitpunkt ¢ mit einem Zinssatz r > 0 verzinst,
betrigt das Endkapital K (1 + 7). Also wurde hier der Gewinn rK erzielt, der
unabhéngig vom Zustand ist, der zum Zeitpunkt ¢ eintritt. Ist ein Marktmodell
arbitragefrei und ist h ein replizierendes Portfolio fiir das Auszahlungsprofil c,
so ist der Wert h - b mit ¢ = DT h nach Satz 1.32 eindeutig durch ¢ bestimmt.

Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell. Den Wert % - b als Preis fiir
das Auszahlungsprofil ¢ zu interpretieren, wobei ¢ = DT h ein replizierendes
Portfolio ist, ist nicht nur naheliegend, sondern zwingend. Jeder von h - b
abweichende Preis ermoglicht eine Arbitragestrategie, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 1.35. Sei ¢ = D" h ein replizierbares Auszahlungsprofil in einem arbi-
tragefreien Marktmodell (b, D). Dann ist h-b der einzig mdgliche arbitragefreie
Preis fir c.

Beweis. Wird etwa das Auszahlungsprofil ¢ fiir einen Preis s < h-b angeboten,
so kaufe ¢ zum Preis von s und verkaufe das Portfolio h zum Preis von h - b.
Auf diese Weise wird zum Zeitpunkt 0 der Gewinn h-b— s > 0 realisiert. Zum
Zeitpunkt 1 miinden die getétigten Transaktionen in das Auszahlungsprofil
DTh —c=0. Also bestehen zum Zeitpunkt 1 keine Zahlungsverpflichtungen,
aber zum Zeitpunkt 0 wurde ein positiver Gewinn realisiert. Im Falle s > h-b
kaufe das Portfolio A und verkaufe das Auszahlungsprofil zum Preis s. O

Fiir die Bewertung von Auszahlungsprofilen wird die Arbitragefreiheit des
zugrundeliegenden Marktmodells in der Praxis iiblicherweise vorausgesetzt.
Denn Héndler und Computerprogramme suchen weltweit nach derartigen Pro-
fitmoglichkeiten und nutzen sie aus. Dies hat aber eine Verschiebung der Prei-
se, und damit eine Anderung des Modells, zur Folge, bis die Arbitragegele-
genheiten wieder verschwunden ist.

Aquivalent zu Definition 1.31 kann eine Arbitragegelegenheit auch als ein
Portfolio h € R definiert werden, fiir das gilt

(=h-b, DTh) > 0. (1.22)
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Dabei werden das Negative des Anfangswertes h - b des Portfolios h und die
zustandsabhingige Auszahlung D' h des Portfolios zu einem Vektor (—h -
b, D" h) € R x R = RE+! zusammengefasst.

Definition 1.36. Die lineare Abbildung
L:RY - R x RE >~ RE+L
gegeben durch

L(h) := (—h-b, D"h)
= (~h-So,h-S1),

wird Entnahmeprozess genannt. Dabei kennzeichnet
Lo(h):=—=h-b=—h-Sy=-Vy (h) (1.23)

die zum Erwerb des Portfolios h erforderliche Abbuchung des Betrags h - Sy
vom Konto des Portfolioinhabers zum Zeitpunkt 0, und

Li(h):=D"h="h-S =V (h) (1.24)

ist der Wert des Portfolios bei t = 1. Dieser Betrag kann dem Portfolio durch
Auflosung zum Zeitpunkt 1 entnommen werden.

Ein Portfolio h ist also genau dann eine Arbitragegelegenheit, wenn h nie-
mals Kapital zugefithrt werden muss und wenn dem Portfolio zum Zeitpunkt
0 oder zum Zeitpunkt 1 Kapital entnommen werden kann.

Satz 1.37. Sei (b, D) ein Marktmodell. Angenommen, es gibt ein Portfolio 6
mit0-b > 0 und DO > 0. Dann existieren genau dann Arbitragegelegenheiten,
wenn es ein Portfolio h gibt mit h-b=0 und D"h > 0.

Beweis. Jedes Portfolio h mit h-b = 0 und D'h > 0 ist offenbar eine
Arbitragegelegenheit. Sei h umgekehrt eine Arbitragegelegenheit. Dann gilt
(—=h - b, DTh) > 0. Nach Voraussetzung besitzt das Portfolio  in unserem
Marktmodell die Eigenschaften #-b > 0 und D0 > 0. Wir withlen nun A > 0
so, dass (h + A@) - b= 0 gilt. Wegen h -b < 0 folgt daraus A\ = — 22 >0,

Nun ist A = 0 genau dann, wenn h - b = 0. Dann aber folgt Dl%h > 0, da
h nach Voraussetzung eine Arbitragegelegenheit ist.

Gilt dagegen A > 0, so folgt h-b < 0, also DT h > 0, und wir betrachten

DT (h+ M) =D"h+AD"6.

Wegen DTh > 0 und ADT6 > 0 folgt DT (h+ A0) > 0. In jedem Fall gilt
daher
DT (h+ X)) > 0.

Ist also (b, D) nicht arbitragefrei, so gibt es insbesondere Arbitragegelegenhei-
ten b mit h-b=0und DTh > 0. (]
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Folgerung 1.38. Sei (b, D) ein Marktmodell. Angenommen, es gibt ein Fi-
nanzinstrument S* mit S§ > 0 und S} > 0. Das Marktmodell beinhaltet genau
dann Arbitragegelegenheiten, wenn es ein Portfolio h gibt, mit h - b = 0 und
DTh > 0.

Beweis. Das Portfolio e; = (0,...,0,1,0,... ,O)T besitzt in unserem Markt-
modell nach Voraussetzung die Eigenschaften e; -b = b; = Si > 0 und
DTe; =e;-S; = Si > 0. Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.37. O

Die Voraussetzungen von Folgerung 1.38 sind beispielsweise dann erfiillt,
wenn das betrachtete Marktmodell eine festverzinsliche Kapitalanlage .S5* mit
S¢ > 0 und Zinssatz r > —1 enthiilt, denn in diesem Fall gilt St = S§ (1 +7r) >
0.

Folgerung 1.39. Sei (b, D) ein Marktmodell. Angenommen, es gibt ein Port-
folio @ mit 6 -b >0 und D"0 > 0. Dann ist (b, D) genau dann arbitragefrei,
wenn jedes zum Zeitpunkt 0 kostenfreie Portfolio h mit DT h # 0 das Risiko
eines Verlustes birgt, wenn also gilt

(DTh)j < 0 fiir wenigstens ein j.

Beweis. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell. Aus Lemma 1.34 folgt,
dass jedes zum Zeitpunkt 0 kostenfreie Portfolio A mit DT h # 0 in wenigstens
einem Zustand einen negativen Wert besitzt.

Angenommen, es gilt fiir jedes Portfolio A mit h-b =0 und D"k # 0 die
Eigenschaft (DTh)j < 0 fiir wenigstens ein j. Dann gibt es kein Portfolio h

mit A -b=0und D"h > 0. Nach Satz 1.37 folgt daraus die Arbitragefreiheit
des Marktmodells. O

1.6.1 Der Fundamentalsatz der Preistheorie

Nach Satz 1.32 gilt in einem arbitragefreien Marktmodell (b, D) das Gesetz des
eindeutig bestimmten Preises - das Law of One Price. In diesem Fall gibt es
ein ¢» € RX mit Dy = b, und der Preis co = h-b eines beliebigen replizierbaren
Auszahlungsprofils ¢ = D Th ist eindeutig bestimmt und kann ohne Kenntnis
des replizierenden Portfolios h durch ¢y = (¥, ¢) berechnet werden.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass ein Marktmodell (b, D) genau dann
arbitragefrei ist, wenn es eine Losung ¢ € RX von D1 = b gibt mit ¢ > 0.

Definition 1.40. Eine Lisung ¢ € RX wvon Dy = b mit ¢ > 0 heifit Zu-
standsvektor.

Satz 1.41. Gibt es in einem Marktmodell (b, D) einen Zustandsvektor, so
folgt daraus die Arbitragefreiheit des Modells.
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Beweis. Aus Dy = b folgt h-b = h- Dy = gDTh w Ist nun DTh > 0,
so folgt h-b > 0 wegen ¢ > 0. Ist dagegen D' h > 0, so folgt entsprechend
h-b > 0. Damit ist h aber keine Arbitragegelegenheit. Da h beliebig war, folgt
die Behauptung. O

Beispiel 1.42. Wir betrachten das Marktmodell

(b, D) = ((110> 7 (132 1.82>>

des Beispiels 1.1 und untersuchen das Gleichungssystem D1 = b, also

1.02 1.02 vy (1
12 9 vy ) \10)°
Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung
0.392
v= (0.588> '
Da ¢ > 0, ist das Marktmodell (b, D) arbitragefrei. VAN

Satz 1.43. Sei (b, D) ein arbitragefreies und vollstindiges Marktmodell. Dann
gibt es in (b, D) einen Zustandsvektor.

Beweis. Sei 1) € RX mit Dy = b und sei e; € R¥ der i-te Standardbasisvek-
tor. Aufgrund der Vollstindigkeit des Marktmodells gibt es ein h; € RY mit
= DTh;. Damit gilt

Wiire ¢; = h; - b < 0, so wire h; wegen D' h; = e¢; > 0 eine Arbitragege-
legenheit. Da das Marktmodell (b, D) aber nach Voraussetzung arbitragefrei
ist, folgt ¢, > 0 fur allei =1,..., K. O

Im folgenden wird gezeigt, wie aus der Arbitragefreiheit eines Marktmo-
dells ganz allgemein, also ohne die Voraussetzung der Vollstédndigkeit, die Exi-
stenz eines Zustandsvektors abgeleitet werden kann. Dazu werden zunichst
zwei Trennungssdtze bewiesen.

Satz 1.44 (Erster Trennungssatz). Sei C C R" eine abgeschlossene, kon-
vexe Menge, die den Ursprung nicht enthdlt. Dann gibt es ein xg € R™ und
ein a >0, so dass

(x0,z) > « fir alle x € C.

Insbesondere schneidet C nicht die Hyperebene (xg,x) = 0.

Beweis. Sei X\ > 0 so gewiihlt, dass A := C'N B, (0) # @), wobei By(0) = {z €
R™ ||lz]| < A} die abgeschlossene Kugel um 0 vom Radius A ist. Sei zg € C der
Punkt, an dem die stetige Abbildung z — ||z|| auf der kompakten Menge A
ihr Minimum annimmt. Dann folgt sofort
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Abb. 1.5. Erster Trennungssatz

lz|| > ||zo|| fiir alle z € C.
Fiir beliebiges x € C gilt fiir alle ¢ € [0,1]
xo+t(z—x0) €C,
da C konvex ist. Definieren wir f : R — R durch
F (@) = llzo +t (@ = z0)||* = [laol|* + 2t (w0, — o) + 1> ||(z — wo)||”,

so ist f differenzierbar und es gilt ||zo]|> = f(0) < f(¢) fiir alle t € [0,1].
Daher ist f'(0) = limtlow > 0. Wegen f'(0) = 2(zg,x — zg9) =
2 (<(E0,IL‘> - ||:1c0||2) folgt (o, ) > ||zo||> > 0 fiir jedes € C. Mit a := ||zo]|®
folgt die Behauptung. O

Aufgabe 1.2. Machen Sie sich klar, dass die Schnittmenge C N B»(0) im
Beweis von Satz 1.44 gebildet wurde, um die Tatsache zu verwenden, dass
stetige Funktionen auf kompakten Mengen ein Minimum annehmen.

Wegen 0 < (zq, z) = ||zo]| ||| cos £ (x0, z) besitzen alle z € C in Satz 1.44
einen spitzen Winkel mit x(. Dies bedeutet, dass C in einer Hilfte des durch
die Hyperebene xg := {z € R" |(zg, ) = 0} getrennten Raumes liegt.

Satz 1.45 (Zweiter Trennungssatz). Sei K eine kompakte und konveze
Teilmenge des R™ und sei V' ein Untervektorraum des R™. Wenn V und K
disjunkt sind, so gibt es ein xg € R™ mit folgenden Figenschaften:

1. (xg,z) > 0 fir alle x € K.

2. (xo,z) =0 fiir allex € V.
Daher ist der Unterraum V in einer Hyperebene enthalten, die K nicht schnei-
det.
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(zo,z) =0

Abb. 1.6. Zweiter Trennungssatz

Beweis. Die Menge
C=K-V={zeR"3(kv)e KxV,e=k—v}

ist konvex, da V als Untervektorraum und K nach Voraussetzung konvex
sind. Ferner ist C' abgeschlossen, da V' abgeschlossen und da K kompakt ist.
Weiter enthiilt C' nicht den Ursprung, da K und V disjunkt sind. Auf Grund
des letzten Satzes existieren ein xg € R™ und ein a > 0 mit

(o, ) > « fiir alle z € C.
Dabher gilt fiir alle £ € K und fiir alle v € V
(o, k) — (x0,v) > a.
Fiir festes k € K gilt daher fiir jedes v € V und fiir alle A € R die Ungleichung
Mz, v) < {z0,k) — a.
Dies ist aber nur méglich, wenn (zg,v) = 0. Wir erhalten also
(x0,v) =0 fiir alle v € V.

Daraus folgt dann
(o, k) > a >0 fiir alle k € K.
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Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den vorangegangenen Satz und
seinen Beweis.

Aufgabe 1.3. Weisen Sie die Konvexitdt von C' nach.
Aufgabe 1.4. Zeigen Sie, dass Untervektorriume des R™ abgeschlossen sind.

Aufgabe 1.5. Zeigen Sie, dass C' abgeschlossen ist.

Satz 1.46 (Fundamentalsatz der Preistheorie). In einem Marktmodell
(b, D) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. (b, D) ist arbitragefrei.
2. Es gibt ein ¢ € REFL ¢ > 0, mit

(¢, L (h)) =0

fiir alle h € RN,
3. Es gibt einen Zustandsvektor 1 € RE 1) > 0, mit

Dt = b.

RK

ImL é

Abb. 1.7. Der Fundamentalsatz der Preistheorie

Beweis. 1. = 2. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell. Dann gibt es
nach (1.22) kein h € RN mit
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L(h) = (=h-b,D"h) > 0.

Ferner ist L : RY — RX*! linear, so dass Im L ein Untervektorraum des
RE+L ist, der den positiven Quadranten {z € RX+! |2z > 0} nicht schneidet.
Insbesondere schneidet Im L nicht die kompakte und konvexe Menge M =
{x € REF |2 >0, 29+ +xx =1}, sieche Abb. 1.7. Also folgt aus Satz
1.45 die Existenz eines ¢ € RE*! mit (¢,2) = 0 fiir alle 2 € Im L und
(¢, z) > 0 fiir alle z € M.

Aus (z,¢) > 0 fiir alle z € M folgt ¢ > 0, wie fiir j =0,..., K die Wahl
x = e; zeigt, wobei e; den j-ten Standardbasisvektor bezeichnet.

2. = 3. Sei ¢ € REHL ¢ > 0, mit (¢, L (h)) = 0. Wir schreiben ¢ =
(dg, 1) mit ¢y € R und ¢; € RE. Wegen ¢ > 0 folgt ¢, > 0 und ¢; > 0.
Damit erhalten wir

0= (¢, L(h))
= <(¢O’ ¢1) ) (7}1 ' ba DTh)>
= —¢o (h-b)+ (¢, D" h),

1 T>
h-b=(—,D h).
G

Mit der Definition v := %; gilt ¢ € RE | ¢ > 0 und

also

h-b=Dy-h

fiir alle h € RY. Daraus folgt aber b = Dq.
3. = 1. Dies ist gerade die Aussage von Satz 1.41. U

Aufgabe 1.6. Begriinden Sie im Detail, warum die Menge
M={zeRE | 2>0,20+ - +ax =1}
aus dem vorangehenden Beweis kompakt und konvex ist.

Definition 1.47. Ein Tupel ¢ = (¢g,¢;) € R x R, ¢ > 0, mit (¢, L (h)) =
0 fiir alle h € RN wird Zustandsprozess genannt.

Anmerkung 1.48. Ein Zustandsprozess ¢ ist niemals eindeutig bestimmt. Je-
des positive Vielfache A¢, A > 0, definiert ebenfalls einen Zustandsprozess.
Jedoch gilt

1

¢O(¢1a"'a¢K)T

1 T _
)\TSO(N%---,MK) =

fiir jedes A € R\ {0}.
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Satz 1.49. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell. Ist ¢ = (¢g,¢1) €
R x RE ein Zustandsprozess, so definiert

[ K
= R
V=g €

einen Zustandsvektor. Ist umgekehrt ¢ € RX ein Zustandsvektor, so definiert
¢:=(1,9) e Rx R¥
einen Zustandsprozess.

Beweis. Ist ¢ = (¢, $,) ein Zustandsprozess, so folgt aus dem Beweisteil
2. = 3. des Satzes 1.46, dass ¢ := % ein Zustandsvektor ist.

Ist umgekehrt ¢ € RX, 4 > 0, ein Zustandsvektor, so folgt aus b = D1
der Zusammenhang

:—h~b+<1/1,DT>
=((1.9). (=h-b,D"h))
= (¢, ()>

mit ¢ := (1,9) € R x RE. Wegen ¢ > 0 ist ¢ ein Zustandsprozess. O

Ist (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell und ist ¢ ein Zustandsvektor, so
gilt das Law of One Price, und nach (1.13) ldsst sich der Preis ¢q jedes repli-
zierbaren Auszahlungsprofils ¢ ohne Kenntnis eines replizierenden Portfolios
durch die verallgemeinerte Diskontierung ¢y = (1, ¢) berechnen.

Der Fundamentalsatz 1.46 besagt, dass ein Marktmodell genau dann ar-
bitragefrei ist, wenn eine strikt positive Losung ¢ von D = b existiert. Er
sagt nicht, dass in arbitragefreien Mirkten jede Losung von D1y = b strikt
positiv ist. Wenn ker D # {0}, so gibt es ein f € ker D mit f # 0. Ist ¢
ein Zustandsvektor, so kann durch geeignete Wahl von A € R stets erreicht
werden, dass 9’ := 1 + Af 3% 0 gilt. Aber es gilt natiirlich Dy’ = b.

Definition 1.50. Fine lineare Abbildung
A:R" =R
wird Linearform genannt. A wird als positiv bezeichnet, wenn gilt
A(c) >0
fiir ¢ > 0.

Lemma 1.51. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell, und sei ¥ ein Zu-
standsvektor. Die Zuordnung

c— (¥,¢), ceRY,
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definiert eine positive Linearform. Angenommen, fiir zwei zustandsabhingige
Auszahlungen c, ¢’ € RE gilt ¢ > ¢’ im Sinne von ¢ — ¢’ > 0. Dann ist

(¥,¢) > (¥, ).

Ist also eine replizierbare Auszahlung ¢ zum Zeitpunkt 1 in jedem Zustand
mindestens so viel wert wie eine replizierbare Auszahlung ¢’ und sei weiter
angenommen, dass c > ¢ fir wenigstens einen Zustand k, so ist der Preis
von ¢ zum Zeitpunkt 0 hoher als der von c'.

Beweis. Dies folgt sofort aus v > 0. O

1.6.2 Der Nachweis der Arbitragefreiheit

Der Fundamentalsatz bietet einen Ansatz, um ein beliebiges Marktmodell
(b, D) auf Arbitragefreiheit zu iiberpriifen. Es ist dazu das Gleichungssystem

Dy =b, v >0, (1.25)

auf Losbarkeit mit einem strikt positiven Vektor 1 € RX zu untersuchen.
Existiert ein solcher Vektor, so ist das Marktmodell arbitragefrei. Besitzt das
Gleichungssystem (1.25) dagegen keine Losung oder nur Losungen, bei denen
die Bedingung 1 >> 0 nicht zutrifft, so existieren Arbitragegelegenheiten.

Wenn D : RX — RY injektiv ist, dann existiert hochstens eine Losung
des Gleichungssystems (1.25), und das Marktmodell (b, D) kann in diesem
Fall etwa mit Hilfe des Gauf-Algorithmus auf Arbitragefreiheit untersucht
werden. Ist D dagegen nicht injektiv, so besitzt (1.25) entweder keine Lsung
oder aber die unendlich vielen Losungen

Y+ f, fekerD,

wobei 1) eine beliebige spezielle Losung von b = D1 ist. Wenn keine Losung
existiert, dann kann dies wieder mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus nachgewiesen
werden. Existieren aber unendlich viele Losungen, so ist eine beliebige spezielle
Losung 1 nicht notwendigerweise strikt positiv. Im allgemeinen ist nun aber
die Beantwortung der Frage, ob es ein f € ker D gibt mit ¢+ f > 0 schwierig.

Zur Losung von (1.25) kann die Aufgabenstellung in diesem Fall jedoch
als Lineares Optimierungsproblem umformuliert werden. Dazu setzen wir 6 :=
0 € R¥ und betrachten die Optimierungsaufgabe

max (0, 1) (1.26)
unter den Nebenbedingungen

Dy =b
P> 0.
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Die Zielfunktion max (f, ) besitzt fiir jedes ¢ stets den Wert 0. Entschei-
dend ist daher nicht die Optimierung der Zielfunktion, sondern die Erfiillung
der Nebenbedingungen. Der Standard-Simplex-Algorithmus lost das Lineare
Optimierungsproblem genau dann, wenn das Gleichungssystem (1.25) strikt
positive Losungen besitzt.

1.6.3 Replizierbarkeit und Vollstindigkeit

Die beiden folgenden Ergebnisse iibertragen die Aussagen der Sétze 1.28 und
1.29 auf arbitragefreie Marktmodelle.

Satz 1.52. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell und sei ¢ € RE ein
Auszahlungsprofil. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. c ist replizierbar.

2.ccImDT.

3. clkerD.

4. Fir jeden Zustandsvektor v besitzt (1, c) denselben Wert.

Beweis. Die Aquivalenzen 1. <= 2. <= 3. stimmen mit denen aus Satz 1.28
tiberein.

3. = 4. Zum Beweis der zweiten Behauptung sei v ein Zustandsvektor,
also eine strikt positive Losung von D1 = b. Diese existiert nach dem Funda-
mentalsatz 1.46. Ist ¢’ ein weiterer Zustandsvektor, so folgt ¢’ = ¢ + f fiir
ein f € ker D. Nach Voraussetzung ist ker D Lc. Daher gilt <1Z/,c> = (Y, c),
und (¢, ¢) ist unabhingig von der Auswahl des Zustandsvektors.

4. = 3. Sei umgekehrt angenommen, dass (¢, c) fiir jeden Zustands-
vektor denselben Wert besitzt, und sei f € ker D beliebig. Fiir ¢, :=
min{¢; [i =1,..., K} gilt ¢y > 0. Mit

o g
Il K]

folgt A > 0, und wir erhalten fiir alle j = 1,..., K die Abschéitzung

L+[fil 4+ (S F) + -+ | x|
L+ [fil+ -+ | x|

wj+)\fj2¢o >0,

so dass ¥+ Af > 0. Damit ist aber 1) + Af ein Zustandsvektor. Nach Voraus-
setzung gilt nun (¢, c) = (¥ + Af, ¢), woraus (f,c) = 0 folgt. Da f beliebig
war, erhalten wir ker D 1 c. O

Satz 1.53. In einem arbitragefreien Marktmodell (b, D) sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

1. Das Marktmodell (b, D) ist vollstindig.
2. ImDT =RK,
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3. ker D = {0}.
4. Der Zustandsvektor 1 ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Aquivalenzen 1. <= 2. <= 3. stimmen mit denen aus Satz 1.29
iiberein.

3. = 4. Da das Marktmodell arbitragefrei ist, existiert ein Zustandsvektor
1, also eine strikt positive Losung der Gleichung Dy = b. Gilt ker D = {0},
so ist diese Losung, und damit der Zustandsvektor, eindeutig bestimmt.

4. = 3. Es sei ¢ ein Zustandsvektor in (b, D). Angenommen, ker D # {0}.
Dann existiert ein f € ker D mit f # 0, und der Beweis von Satz 1.52 zeigt,
dass es ein A > 0 gibt, so dass ¢+ Af ebenfalls ein Zustandsvektor ist. Damit
ist aber der Zustandsvektor nicht eindeutig bestimmt. U

Folgerung 1.54. Sei (b, D) ein Marktmodell. Dann ist die Vollstindigkeit des
Modells dquivalent zu In DT = RX. Aus N = dimker D" + dimIm DT folgt
damit die Beziehung N > K. Daher muss in einem vollstindigen Marktmo-
dell die Zahl der im Modell spezifizierten Finanzinstrumente stets grofier oder
gleich der Anzahl der Zustande sein.

Folgerung 1.55. Liegt in einem vollstindigen, arbitragefreien Modell spezi-
ell die Situation K = N wor, existieren also genau so viele Zustinde, wie es
Finanzinstrumente im Marktmodell gibt, so ist DT : RN — RE ein Isomor-
phismus.

1.6.4 Interpretation von 9 und d =, + -+ Vg

Fiir den Fall, dass es Portfolios 6; mit der Eigenschaft DT6; = 0, - S; = e;
gibt, gilt
0 So=(1,D"0;) = (,e;) = 0.

Daraus erklért sich der alternative Name Zustandspreisvektor fiir 1, denn 1;
sind die Kosten fiir ein Portfolio, das im Zustand w; den Wert 1 auszahlt und
in allen anderen Zustdnden den Wert 0. ¢; wird daher auch als Zustandspreis
des j-ten Zustands bezeichnet.

Der Preis eines Portfolios h,

K

h-So=(¥,h-81) = (¥, D h) =Y (Dh) 4, (1.27)

Jj=1

kann weiter als Summe der Auszahlungen des Portfolios in den verschiede-
nen Zustéinden (DTh)j7 gewichtet mit den Zustandspreisen ¢;, interpretiert
werden.

Insbesondere aber kann (1.27) als verallgemeinerte Diskontierung der zu-
standsabhiingigen zukiinftigen Auszahlung h - S; auf den Zeitpunkt O inter-
pretiert werden, wie in Folgerung 1.27 und der anschlieBenden Bemerkung
bereits ausgefiihrt wurde. Insbesondere wurde dort dargestellt, dass sich die
Komponentensumme eines Zustandsvektors als Diskontfaktor interpretieren
léisst.
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Lemma 1.56. Sei (Sp, S1) = (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell, und sei
0 € RN ein Portfolio mit der Eigenschaft

DTo=0-5 =1,
dh.1:=(1,...,1) €Im D". Wir definieren
d:=6-5.

Dann gilt
d=vy+o+ g

Die Summe ¥y + -+ + ¥ ist genau dann von der Auswahl eines Zustands-
vektors ¢ unabhingig, wenn 1 € In DT,

Beweis. Fiir das Portfolio 0 gilt offenbar
d=(y,1) = (,D'0) =Dy -9 =6 Sp.

Seien ¢ und ¢’ Zustandsvektoren. Dann gilt
K
dowi= (1) = (1) =d
j=1

nach Satz 1.52 genau dann, wenn 1 € Im DT . O

In Lemma 1.56 ist d = 8-Sy der Preis des Portfolios  zum Zeitpunkt 0. Es
gilt d > 0, denn andernfalls wire 6 eine Arbitragegelegenheit. Die Eigenschaft
d > 0 folgt auch aus d = 1 + - -+ + ¥ und ¢ > 0. Wir wissen bereits, dass
d als Diskontfaktor interpretiert werden kann, da zum Zeitpunkt 0 gerade d
investiert werden muss, um zum Zeitpunkt 1 in jedem Zustand die Auszahlung
1 zu erzielen. Das Portfolio 6 ist festverzinslich mit Zinssatz

r=-—1, (1.28)

denn der Wert d von 6 zum Zeitpunkt 0 hat zum Zeitpunkt 1 in jedem Zustand
den Wert
d(l1+7r)=1.

Daraus folgt die vertraute Darstellung

fiir den Diskontfaktor d. Der mit Hilfe von (1.28) definierte Zinssatz r :=
é — 1 wird auch risikoloser Zinssatz oder risikolose Rendite genannt. Die
Bezeichnung risikolos bedeutet in diesem Zusammenhang, dass zum Zeitpunkt
0 keine Unsicherheiten iiber die Rendite zum Zeitpunkt 1 bestehen.
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Folgerung 1.57. Sei (Sp, S1) = (b, D) ein arbitragefreies und vollstindiges
Marktmodell. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmter Zustandsvektor v, die
konstante Auszahlung (1,...,1) ist replizierbar und d = Z]K=1 v ist daher
der eindeutig bestimmte Diskontfaktor des Modells.

Lemma 1.58. Angenommen, eines der Finanzinstrumente, etwa S', ist selbst
festverzinslich, d.h. es gibt ein v > —1 mit der Eigenschaft S} = 1 und
SHw;) =1+ firalle j=1,...,K. Dann gilt

Beweis. Wird in Lemma 1.56 6 = (ﬁ,o, ...,0) gewihlt, so gilt D70 = 6 -
S = ﬁ(sll(wl), .., SH(wk)) = (1,...,1). SchlieBlich folgt d = 0- Sy = ﬁlr,
und das Lemma ist bewiesen. O

1.6.5 Preise als diskontierte Erwartungswerte

Die Wahrscheinlichkeitstheorie spielt in der modernen Finanzmathematik ei-
ne iiberragende Rolle. Dennoch wurde in diesem Kapitel bislang kein Wahr-
scheinlichkeitsmafl verwendet. Insbesondere ist es fiir die hier vorgestellte Be-
wertungsstrategie unerheblich, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Zustand
w € 2 zum Zeitpunkt 1 eintritt.

Wir werden jedoch gleich sehen, dass sich die Preise beliebiger replizier-
barer Auszahlungsprofile ¢ € RX bis auf einen Faktor als Erwartungswerte
formulieren lassen. Allerdings wird der Erwartungswert beziiglich eines aus
dem Zustandsvektor konstruierten formalen Wahrscheinlichkeitsmafles @ ge-
bildet — und nicht mit Hilfe eines sub jektiven Wahrscheinlichkeitsmafies P,
das das Eintreten der Szenarien w € {2 bewertet.

Definition 1.59. Sei 2 eine endliche Menge und sei P (£2) die Potenzmenge
von §2, also die Menge aller Teilmengen von §2. Ein endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum ist ein Tupel (12, P), wobei

P:P(2)—10,1]
Wahrscheinlichkeitsmaf3 genannt wird und folgende Eigenschaften erfillt:
P(2)=1,
P(AUB)=P(A)+ P(B), falls ANB =g.

Endliche Wahrscheinlichkeitsraume werden hdufig auch einfach Wahrschein-
lichkeitsraume genannt.

Aus der Definition folgt P (&) = 0, denn es gilt 2UZ = 2 und NG = &,
also P(2)=P(RUG)=P(N2)+ P(2).
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Die angegebene Definition eines Wahrscheinlichkeitsmafles ldsst zu, dass
es Zustéinde w € 2 geben kann, mit P (w) = 0. Da dies bedeutet, dass w unter
keinen Umstédnden eintreten wird, werden Ereignisse mit Eintrittswahrschein-
lichkeit Null in der Praxis in die Modellierung, also in die Menge {2, garnicht
erst aufgenommen. Wir werden bei endlichen Wahrscheinlichkeitsriumen da-
her stets voraussetzen, dass P (w) > 0 gilt fiir alle w € 2.

Sei @ : 2 — R eine Funktion mit @ (w) > 0 fiir alle w € 2 und mit
ZJK:1 Q (w;j) = 1. Dann induziert @ ein Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf 2
durch die Definition @ (A) := Y 4 Q (w) fiir alle A C 2. Mit Hilfe eines
Zustandsvektors ¢ lidsst sich auf diese Weise ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(2 wie folgt definieren.

Definition 1.60. Setzen wir d := ¥, + -+ g > 0, so induziert

w .
Qwy) = —
fir 3 =1,..., K ein Wahrscheinlichkeitsmafs Q auf 2. Q wird risikoloses

Wahrscheinlichkeitsmajf$ oder auch Preismafl genannt.

Der Name risikoloses Wahrscheinlichkeitsmafl wird spéter begriindet. Wie
bereits angemerkt haben die Wahrscheinlichkeiten ) (w;) nichts mit den
Wahrscheinlichkeiten zu tun, mit denen die Zustdnde w; im Ein-Perioden-
Modell eintreten werden, sondern sie werden abstrakt aus den Komponenten
eines Zustandsvektors i gewonnen. Wir erinnern daran, dass der Diskontfak-
tor d =1, +- - -+ nach Satz 1.52 genau dann unabhéngig von der Auswahl
eines Zustandsvektors v ist, wenn konstante Auszahlungen replizierbar sind.

Definition 1.61. Sei (£2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X :
2 — R heifst Zufallsvariable auf (12, P).

Héufig spricht man auch von einer Zufallsvariablen X auf (2.

Definition 1.62. Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, P). Dann ist der Erwartungswert EF [X] von
X beziiglich P definiert durch

E”[X]:= ) X(w)P(w).

wes?

Der Erwartungswert von X ist also die Summe der mit den Wahrschein-
lichkeiten P (w) gewichteten Ausprigungen X (w) von X.

5 Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsriumen kann dies anders sein. So ist bei-
spielsweise das Lebesgue-Ma A auf den Borelmengen des Intervalls [0, 1] ein
Wahrscheinlichkeitsmaf8 mit der Eigenschaft A (w) = 0 fiir alle w € [0,1], sie-
he Bauer [5].
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Lemma 1.63. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell und sei v ein Zu-

standsvektor. Dann gilt fiir den Preis ¢y jedes replizierbaren Auszahlungsprofils
ceIlmDT

co = dE®|d], (1.29)
wobei d =1y + -+ + Y und
Q="

firg=1,...,K.
Beweis. Sei ¢ € Im DT. Dann gilt ¢ = (1, ¢) und daher

Co = <¢7 C>

= (Y o)

K
= dZCjQ (w]')
j=1

= dEY[],
wobei der Erwartungswert E€ mit Hilfe des PreismaBes @ gebildet wird. O

Angenommen, im Marktmodell (b, D) sind konstante Auszahlungen repli-
zierbar. Dann ist d nach Lemma 1.56 der eindeutig bestimmte Diskontfaktor
des Modells, so dass der Preis ¢y = dE?[c] eines replizierbaren Auszahlungs-
profils ¢ € Im DT als abdiskontierter Erwartungswert von ¢ unter dem Preis-
maf} () interpretiert werden kann.

Die Darstellung ¢y = dE®[c] fiir den Wert einer replizierbaren Auszah-
lung ¢ zum Zeitpunkt 0 kann andererseits auch als Schreibweise interpretiert
werden, bei der die Analogie zur Diskontierung deterministischer Zahlungen
gegeniiber dem Ausdruck ¢y = (¢, ¢) noch deutlicher wird. Ist insbesondere ¢
selbst deterministisch, gilt also ¢ = c¢- 1, so erhalten wir

co = dcE®[1] = de,

und ¢y = dc ist gerade der diskontierte Wert der zukiinftigen deterministischen
Zahlung ¢ € R. In diesem Sinne wird der Ausdruck dE®|[c] als verallgemeinerte
Diskontierung der Auszahlung ¢ € R¥ interpretiert, und die Komponenten
@ (w;) werden als Gewichte der Zusténde, nicht aber als Wahrscheinlichkeiten
aufgefasst.

Sei h ein Portfolio, das c repliziert. Dann gilt c = DTh = h- Sy, und (1.29)
lautet mit (1.24) und (1.16)

Vo (h) = dEO[V; (1)) (1.30)
— dEQ[L, (h)].

Der Wert Vy (h) von h zum Zeitpunkt 0 ist also gerade der auf den Zeitpunkt
0 abdiskontierte Wert V; (h) oder die auf den Zeitpunkt 0 abdiskontierte Ent-
nahme L; (h) von h zum Zeitpunkt 1.
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Interpretation von Q als Martingalmafl

Wir betrachten nun die speziellen Portfolios e;, ¢ = 1,..., N, wobei e; den
i-ten Standardbasisvektor bezeichnet. Dann gilt

Sé =€; SQ = D'l,[) e = <'l)/J, DT6i> (131)

Si(w1)
()
Si(wrk)

St(wr)

= dE© :
Si(wk)
= dE® [5]].

Diese Rechnung zeigt, dass die bisherigen Uberlegungen auch in dem Sinne
konsistent sind, dass sich der Preis S} des i-ten Wertpapiers zum Zeitpunkt
0 als abdiskontierter Erwartungswert der zustandsabhiingigen Preise Si zum
Zeitpunkt 1 beziiglich des Mafles ) darstellen lisst.

Damit bildet der diskontierte Preisprozess (So,dS1) ein Martingal unter
dem Wahrscheinlichkeitsmafl ). Aus diesem Grunde wird @ auch Martingal-
mafl genannt. Der Begriff des Martingals spielt im Zusammenhang mit den
Mehr-Perioden-Modellen und im Rahmen der stochastischen Finanzmathe-
matik eine wichtige Rolle und wird spéter ausfiihrlich erldutert.

Aus (1.31) folgt mit d = 141-r weiter

Die Grofle Sigisé wird als Rendite von S* bezeichnet, und wir erhalten das
0

Ergebnis, dass unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl @) die erwartete Rendite

jedes Finanzinstruments im Marktmodell mit der risikolosen Rendite r iiber-

einstimmt. Dies begriindet den Namen risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaf fiir

Q.

Satz 1.64. Bildet der diskontierte Preisprozess (Sg,dS1) in einem arbitrage-
freien Marktmodell (b, D) ein Martingal beziiglich eines Wahrscheinlichkeits-
mafes Q, gilt also Sj = dE® [Sﬂ fir alle i = 1,...,N, so gilt fiir jedes
Portfolio h € RN

h- Sy = dEP[h- 5]

Beweis. Zum Beweis rechnen wir nach:
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N
heSo=>_ hiS

i=1

N
=d» hE?[S]]
i=1

=dE?[h-S].
O

Satz 1.65. Fin Marktmodell (b, D) ist genau dann arbitragefrei, wenn es ein
Wahrscheinlichkeitsmafs Q mit Q (w) > 0 fir alle w € 2 und eine Zahld > 0
gibt, so dass

So = dE®[S)]. (1.32)

Beweis. Ist (b, D) arbitragefrei, so gibt es einen Zustandsvektor ¢ > 0. Dann
folgt (1.32) aus (1.31) mit d := ¢; + --- + g und Q (w;) := % fiir j =
1,..., K.

Fiir die Umkehrung definiere 1) > 0 durch ¢; 1= dQ (w;) fir j = 1,..., K.
Dann folgt aus Satz 1.64 h- Sy = dE? [h-Si] = dE? [DTh| = (¢, DTh) =
D - h. Da die letzte Gleichung fiir beliebiges h gilt, folgt Dy = b. 1 ist also
ein Zustandsvektor, und das Marktmodell ist somit arbitragefrei.

Erwartungswert versus Diskontierung

Sollte die Darstellung (1.29) zur Bestimmung des Preises einer Auszahlung c,
also cg = dE@][c], eher

e wahrscheinlichkeitstheoretisch als abdiskontierter Erwartungswert in einer
,risikoneutralen Welt ¢
e oder als verallgemeinerte Diskontierung zukiinftiger Zahlungsstrome

interpretiert werden?

Wir wissen, dass die grundlegende Idee, zustandsabhiingige Auszahlungs-
profile ¢ € RX in einem Marktmodell (b, D) zu bewerten, darin besteht, diese
durch Portfolios A € RY nachzubilden, d.h. h so zu wihlen, dass ¢ = DTh
gilt. Der Preis ¢g = h - b von h zum Zeitpunkt 0 wird dann als Preis von ¢
definiert. Dies ist ein algebraischer und kein wahrscheinlichkeitstheoretischer
Ansatz.

Ist (b, D) arbitragefrei, so existiert ein Zustandsvektor ¢ > 0 mit b = D1.
Wegen h-b=h-Dy = (D"h,¢) = (c,7) gilt dann auch ¢y = (1, c), so dass
der Preis ¢y von ¢ mit Hilfe von 1 ohne Kenntnis des replizierenden Portfolios
h berechnet werden kann. Jede zum Zeitpunkt 1 erfolgende zustandsabhingige
replizierbare Auszahlung ¢ € R wird also durch (1, ¢) in einen #quivalenten
Wert zum Zeitpunkt 0 transformiert, und dies entspricht einer Diskontierung
von ¢ auf den Zeitpunkt 0.
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Mit d := Zjil Y, sowie mit Q := % gilt co = (1, ¢) = dE?[c], und fiir den
Fall, dass ¢ selbst deterministisch ist, d.h. dass ¢ (w) = ¢ fiir alle w € 2 gilt,
erhalten wir ¢ = dE?[c] = dc, also die klassische Formel fiir die Diskontierung
eines in der Zukunft flieBenden Kapitalbetrags. Daher erinnert die Darstellung
co = dE®[c] noch eher an die Diskontierung deterministischer Auszahlungen
als die Darstellung ¢y = (¢, ¢).

Es erscheint naheliegend, die @ (w) als Gewichte zu interpretieren, mit de-
nen die einzelnen Zustidnde in die Bewertung eingehen, nicht aber als Wahr-
scheinlichkeiten. Denn die Replikationsstrategie besitzt die Eigenschaft, dass
jede in einem Zustand w benstigte Auszahlung c(w) durch das replizieren-
de Portfolio h exakt nachgebildet wird, dass also ¢(w) = h - S7 (w) fiir alle
w € {2 gilt. Es ist daher unerheblich, welcher Zustand w realisiert wird oder
mit welcher Wahrscheinlichkeit er eintritt. Es gibt keine vorteilhaften oder
unvorteilhaften Zustidnde, und die Auszahlung ¢ wird nicht nur im Mittel bei
vielen Transaktionen realisiert, sondern ¢ (w) wird in jedem Zustand w € (2
bei jedem Erwerb eines Replikationsportfolios erzielt. Insofern besitzt die Re-
plikationsstrategie deterministische Ziige. Wie sollte also eine Preisformel fiir
¢ von — wie auch immer konstruierten — Wahrscheinlichkeiten @ (w) fiir die
eintretenden Zustinde abhingen?

Andererseits ist eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der
Darstellung (1.29) aufgrund folgender Analogie verfiihrerisch. Die hier vorge-
stellte Replikationsstrategie ist ndmlich zunéchst nicht die einzig naheliegende
Idee zur Bewertung von Auszahlungsprofilen. Angenommen, es gibt K Szena-
rien wy, .. .,wg fir den Zeitpunkt 1 und angenommen, diese Szenarien treten
mit den Wahrscheinlichkeiten P (w1),..., P (wk) ein. Welchen Wert besitzt
dann eine vom Zustand abhingige Auszahlung ¢ = (¢(wq),...,¢(wk))? Na-
heliegend ist der Ansatz, hierfiir den Erwartungswert der verschiedenen Zah-
lungen ¢ (wy) P (wy) + - + c(wk) P (wr) = EF[¢] anzusetzen. Wird dieser
zukiinftige Wert E’[c] nun auf den Zeitpunkt 0 abdiskontiert, so erhalten wir

co = dE[¢]. (1.33)

Wird der Betrag ¢y in (1.33) risikolos angelegt, so erhalten wir zum Zeit-
punkt 1 einen Wert, der im Mittel mit der gewiinschten Auszahlung c (w)
iibereinstimmt. In diesem Fall gibt es Zustéinde, die vorteilhaft und solche,
die unvorteilhaft sind. Gleichung (1.33) stimmt nun mit (1.29) iiberein, wenn
das Maf3 P durch das Preismafl ) ersetzt wird. Da beziiglich ) die erwartete
Rendite jedes Finanzinstruments gleich der risikolosen Rendite r = é — 1 ist,
wird (1.29) auch als ,abdiskontierter Erwartungswert in einer risikoneutralen
Welt“ bezeichnet. Trotz ihrer formalen Ahnlichkeit sind die beiden Bewer-
tungsstrategien (1.29) und (1.33) inhaltlich vollkommen verschieden.
Beachten Sie schliellich, dass fiir replizierbare Auszahlungsprofile ¢ der
okonomisch richtige Preis interpretationsunabhéngig durch ¢y = (¥,c) =
dE®[c] gegeben ist, weil jeder andere Wert eine Arbitragegelegenheit bietet.
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Damit ist die Bewertung von ¢ durch dE[c] — von zufilligen Ubereinstim-
mungen abgesehen — nicht nur keine Alternative, sondern falsch.

Wird aber ein Marktmodell (b, D) um ein subjektives Wahrscheinlichkeits-
maf} P erweitert, so sollte sich diese Zusatzinformation nutzen lassen. Wie dies
geschehen konnte, wird in Abschnitt 1.8 vorgestellt.

Den Ansatz, die Replikationsstrategie als verallgemeinerte Diskontierung
zu interpretieren, werden wir in Kapitel 3 aufgreifen und auf Mehr-Perioden-
Modelle ausdehnen.

Das Auffinden von Arbitragegelegenheiten

Ein Portfolio h € RY ist nach Definition genau dann eine Arbitragegelegen-
heit, wenn

L(h)=(=b-h,D"h) > 0.
Definieren wir die erweiterte Payoffmatrix D, durch
—b1 D11 -+ Dig
Dy :=(-b|D) := : : : ;
—bn Dn1 -+ Dyk

so gilt
L(h) = D] h.

Zum Auffinden von Arbitragegelegenheiten betrachten wir das lineare Opti-
mierungsproblem

minb - h
Dy h>0.

Auf diese Weise wird eine Losung gesucht, fiir die die Entnahme —b- h bei der
Zusammenstellung von h zum Zeitpunkt 0 moglichst grof} ist.

Der Fundamentalsatz der Preistheorie, Satz 1.46, bietet alternative Mog-
lichkeiten, um ein Marktmodell (b, D) auf Arbitragefreiheit zu priifen. Dazu
ist das Gleichungssystem

b= Dy

auf strikt positive Losungen v > 0 zu untersuchen. Nach (1.26) kann auch
diese Aufgabe auf die Losung eines linearen Optimierungsproblems zuriickge-
fithrt werden.

Lemma 1.66. Sei (b, D) ein Marktmodell mit der Figenschaft
b Im D.

Dann ist
h:= —b;c

eine Arbitragegelegenheit, wobei by, die Projektion von b aufker DT bezeichnet.



54 1 Ein-Perioden-Wertpapiermérkte

Beweis. Sei
b=by+b;ckerD" & ImD.

Wegen b & Im D folgt b, # 0. Damit gilt
h-b=—b; b, <0

und
D'h=-D"b, =0,

da by € ker DT nach Voraussetzung. O

Folgerung 1.67. Ist also insbesondere b € ker DT mit b # 0, so ist h := —b
eine Arbitragegelegenheit.

Lemma 1.68. Sei (b, D) ein vollstindiges Marktmodell mit der Eigenschaft
belmD.

Sei ¢ € RE die eindeutig bestimmte Losung von b = Di). Angenommen, es
gilt

Y % 0.
Definiere eine Auszahlung ¢ € R durch
. J O falls4; >0
¢ = { 1 falls 4, <0 - (1.34)

Dann gilt ¢ > 0. Da (b, D) vollstindig ist, existiert ein Portfolio h € RN mit
c=D"h.
Dann ist h eine Arbitragegelegenheit.

Beweis. Wegen b € Im D existiert ein ¢ € RX mit b = Dy. Da (b, D) nach
Voraussetzung vollstindig ist, ist DT : RN — R¥ surjektiv. Aus der Zerlegung
RE = ker D&Im D" folgt ker D = {0}, also ist D injektiv, und 1 ist eindeutig
bestimmt.

Nach Voraussetzung ist 1 % 0. Also gilt ¢; < 0 fiir wenigstens ein j €
{0,..., K}. Daraus folgt aber nach (1.34) ¢ > 0. Sei h € R ein Portfolio, das
c repliziert. Dann gilt

b-h={(,c) <0
und
D'h=c>0.
Also ist h eine Arbitragegelegenheit. O

Wird (b, D) in Lemma 1.68 nicht als vollsténdig vorausgesetzt, dann exi-
stieren zwar Auszahlungsprofile ¢ > 0 mit (¢,¢) < 0, jedoch ist iiber die
Replizierbarkeit derartiger c, also iiber die Eigenschaft ¢ € Im DT, zuniichst
nichts bekannt.
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Anmerkung 1.69. Sei (b, D) ein Marktmodell mit N = K und sei D' ein
Isomorphismus. Dann enthélt (b, D) genau dann Arbitragegelegenheiten, wenn
fiir die eindeutig bestimmte Losung 1 € RX von b = Dy gilt

¥ % 0.

1.7 Das Ein-Perioden-Zwei-Zustands-Modell

Wir betrachten nun das allgemeine Ein-Perioden-Zwei-Zustands-Modell und
werden sehen, dass die Frage der Arbitragefreiheit des zugehorigen Marktmo-
dells mit Hilfe der Begriffsbildung des Zustandsvektors leicht und tibersichtlich
beantwortet werden kann.

Beispiel 1.70. Sei B eine Wiahrungseinheit, also etwa 1 Euro, oder ein belie-
biges anderes Anfangskapital zum Zeitpunkt 0, und sei S eine Aktie. Wir
betrachten ein Ein-Perioden-Zwei-Zustands-Modell

b= (éi) P= <%El(:1§) 1?9(11(::2;)>

und untersuchen dies auf Arbitragefreiheit. Dazu betrachten wir das Glei-
chungssytem b = D1p,also

(2)= (S5 ) o
_ (B(l—&-r)z/}l-l—B(l—s-r)%).
Sy (w1) g + 81 (w2) sy

Daraus folgen mit s1 := S1 (w1) und so := 57 (w2) die beiden Gleichungen

s1—(L+7)So=(1+7)(s1 — 82) ¥y (1.36)
(L+7)S0—s2=(L+7)(s1—s2) 9.
Wir nehmen nun folgende Fallunterscheidung vor:
1. Angenommen, es gilt s; = sy =: s > 0, dann ist das Gleichungssystem

genau dann lésbar, wenn

s=(1+1)5
gilt. In diesem Fall hat die Auszahlungsmatrix D die Gestalt

D:(1+r)<§0§)>.

Damit ist der Rang von D gleich 1 und wir kénnen ein ¢ > 0 mit Dy = b
beispielsweise wiihlen als
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vemo- (1)),

Damit ist die Menge aller Losungen v von Dv' = b gegeben durch

V= (1) ()

X € R beliebig. Sei nun ¢ = DTh ein replizierbares Auszahlungsprofil, so gilt

c=aen (53 (1)

~ Bhy + Sohs
= (147) (Bh1 +Soh2>

I
- b E}R7
(u> :

und daher ¢ L ker D. Ein Auszahlungsprofil ¢ ist genau dann nicht re-

Ferner gilt
ker D = {)\v

plizierbar, wenn ¢ = (Z 1) mit py # po. In diesem Fall gilt offenbar
2

(). (2) =m0

Das Marktmodell ist also arbitragefrei, aber nicht vollstindig. Offenbar

gilt
wor - {0 () (- () )
((Des)

Seic= A\ (}) ein replizierbares Auszahlungsprofil. Dann ist der Preis ¢y von

c zum Zeitpunkt 0 gegeben durch

A

00:<¢ac>: 1+7,

Damit ist ¢y gerade der auf den Zeitpunkt 0 abdiskontierte Wert von .
2. Angenommen, es gilt s; — s9 > 0. Dann ist

_ 1 (1+T)So—82
_1—|—T’ 81 — So

(o (1.37)

und
1 s1—(1+7)5

:1—|—r S1 — So

Vo

(1.38)
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also
Py >0<= (1+7)Sp> 52
Py > 0= 351> (1+71)5%.
Das Marktmodell ist also im Falle s; — so > 0 genau dann arbitragefrei, wenn
s1> (147r)Sy > sa.

Analog folgt, dass das Marktmodell im Falle s; < so genau dann arbitragefrei
ist, wenn
s1 < (1+T)SO < S9.

In jedem Fall folgt aus s; # s die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssy-
stems D1 = b. Also ist D dann injektiv und damit ein Isomorphismus. Dies
ist aber gleichbedeutend mit der Vollstédndigkeit des Marktmodells. A

Beispiel 1.71. Wir betrachten erneut das Beispiel 1.70, definieren aber hier
zwei Konstanten v und d mit v > d > 0, so dass

Sl (wl) = ’LLSO

und

SQ ((JJQ) = dSO
Dann lautet das Gleichungssystem (1.35)

()= (7”77 ()

und ist nach Division durch B bzw. durch Sy identisch mit
1\ (147147 (N
O-()E) o

L= (147) (%1 + 1)

Daraus folgt

L=upy +dipy
mit den Lésungen
W, = ﬁiﬂ Zi)d_ d (1.40)
und
V2= 1<1H“u_u(i—cii_r)' (141)

Wir sehen also, dass die Komponenten des Zustandsvektors 1) nun nicht mehr
von den Anfangskursen B und Sy, sondern nur noch von den Renditefakto-
ren u, d und 1 4 r abhéngen. Diese Tatsache wird bei der Erweiterung des
Binomial-Modells auf mehrere Perioden verwendet werden.
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Offenbar ist das Marktmodell genau dann arbitragefrei, wenn
u>1+r>d. (1.42)

Der Zustandsvektor i kann auch geschrieben werden als

_ 1 q \ _
z/}_1+r<1—q>_dc’2’

wobei g 1= (LES0=s2 g g .= - Hier ist Q = <

S§1—S82 1
aus Abschnitt 1.6.5. Der Wert ¢y einer Auszahlung ¢ € R? zum Zeitpunkt 0

kann mit Hilfe von @ als diskontierter Erwartungswert geschrieben werden,

z q) das Martingalmafl

co = (¥,¢) =dE®[c] = d(ger + (1 +q) e2) .

Beispiel 1.72. Wir betrachten erneut das Marktmodell aus Beispiel 1.42,

o= ((3):(15))

(3 10 > 1.0 +7r > 10 d,

woraus die Arbitragefreiheit von (b, D) folgt. Der Zustandsvektor ergibt sich

entweder als eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems D = b oder
durch Einsetzen von v und d in (1.40) und (1.41) zu

0.392
V= (0.588> '

Nun betrachten wir eine Call-Option auf S? mit Basispreis 10. Die zustands-
abhéngige Auszahlung c dieser Option lautet

(1)

und daraus erhalten wir das replizierende Portfolio h als Losung des Glei-
chungssystems D" h = ¢ mit
—2.941
h= ( 0.333 ) '

Der Wert ¢ von ¢ ergibt sich nun als Wert h-Sy des Portfolios h zum Zeitpunkt
0 zu

Hier gilt

Co = h - S() = 0.392.
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Mit Hilfe des Zustandsvektors 1 erhalten wir diesen Wert fiir ¢y unmittelbar
als
co = (¥, ¢) = 0.392.

Betrachten wir nun eine Put-Option auf S? mit Basispreis 10.5, so lautet das
zugehorige Auszahlungsprofil
o 0
T \15 )

und der Preis ¢y von c ergibt sich als
co = (1, c) = 0.882.
A

Sind die Bedingungen d < 1+ r < u in (1.42) verletzt, so ist die Bedin-
gung 1 > 0 nicht erfiillt. Dies bedeutet aber, dass das Marktmodell nicht
arbitragefrei sein kann. Nehmen wir beispielsweise an, dass 1+ < d < w gilt,
so ist die Rendite bei Investition in die Aktie in jedem Zustand grofler als die
Rendite r einer festverzinslichen Kapitalanlage. Damit liegt eine Arbitrage-
strategie auf der Hand: Leihe Kapital zum risikolosen Zinssatz und investiere
dies in die Aktie. Da die Aktie in jedem Fall nicht weniger Rendite erzielt als
die festverzinsliche Kapitalanlage, kann die entstehende Schuld in jedem Fall
vollstdndig zuriickgezahlt werden. Formalisiert wird dies durch eine Handels-

strategie h = (hy, ha) = (—17 sio) Wir leihen 1 Geldeinheit und kaufen fiir

diese Sio Anteile der Aktie. Die Gesamtinvestition entspricht dem Portfolio-
1
So

= (EE) ()
< 6+?>

> 0.

wert zum Zeitpunkt 0 und betrigt h - ( ) = 0. Fiir die Auszahlung zum

Zeitpunkt 1 gilt

Also ist diese Handelsstrategie tatséichlich eine Arbitragegelegenheit.

1.8 Partial-Hedging

Wir betrachten ein arbitragefreies Ein-Perioden-Marktmodell (Sp, S1, P) 2
(b, D, P). Sei ¢ € RX eine erreichbare Auszahlung, beispielsweise die einer
Call- oder Put-Option. Wir fragen uns, wie subjektive Wahrscheinlichkeiten
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P (w) fiir die modellierten Zustéinde w genutzt werden kénnen, um die Absi-
cherungskosten fiir ¢ zu reduzieren.

Dazu versuchen wir, eine andere Auszahlung ¢’ € RX anstelle von ¢ zu
replizieren, so dass aber die Verlustrisiken kontrolliert werden.

Der erwartete Verlust bei Absicherung von ¢’ betrigt zum Zeitpunkt 1

E” [c - ¢] = B [4],

wobei A := ¢ — ¢/. Wird dieser Betrag auf den Zeitpunkt 0 abdiskontiert, so
erhalten wir

dEY [A].

Die Einsparung, die zum Zeitpunkt 0 durch Absicherung von ¢’ anstelle von
c erzielt werden kann, betrigt

dEC [c] — dE® [¢'] = dE° [4].

Die teilweise Absicherung von ¢ durch ¢/, die wir Partial-Hedging nennen,
lohnt sich nach den hier vorgestellten Uberlegungen im Mittel dann, wenn
die durch die Absicherung von ¢’ erzielte Einsparung dE® [A] den erwarteten
Verlust dE” [A] iibersteigt. Wir erhalten so die Bedingungen

dEC [A] > dET [A] > 0.
Dies ist gleichbedeutend mit
(P,Ay > 0und (Q — P, A)>0.

Fiir einen vorgegebenen mittleren Verlust EX [A] = p > 0 erhalten wir so das
Optimierungsproblem:

a:= max (Q—Pc—c)
<P,c—cc/>:p
=@ —p)— min (@)

<P,c’>:4(P,c)—p

Falls a positiv ist, so existieren im betrachteten Marktmodell (b, D, P) fiir die
gegebene Auszahlung c aussichtsreiche Partial-Hedging-Strategien.

Beispiel 1.73. Betrachten Sie das Marktmodell

1 111111 0.1
(b, D, P) = 51,2 4 7,06
10 15 9 11 0.3

Das Marktmodell ist arbitragefrei mit
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0.124
v=10248 |,
0.537

d = 0.909 und

0.136
Q=10273
0.591

Wir betrachten eine Call-Option ¢ auf S® mit Ausiibungspreis K = 10. Dann
gilt

Der Wert der Option zum Zeitpunkt 0 betrigt
co = dE? [¢] = 1.157.

Der Zustand w; wurde mit P (wy) = 0.1 als relativ unwahrscheinlich model-
liert. Daher wird nur das Auszahlungsprofil

2

d=10

1
3
abgesichert. Der erwartete Verlust betréigt mit A:=c—¢ = 0
0

E” [A] = 0.3.
Andererseits gilt
E“ [A] = 0.409.

Damit erhalten wir E? [A] > E [A], und es lohnt sich im Mittel, anstelle
von ¢ die Auszahlung ¢ abzusichern mit

¢y = dE? [¢'] = 0.785.
Der unter Beriicksichtigung der Verluste erwartete Gewinn betrigt
dE® [A] — dE® [A] = 0.065.

Eine Alternative besteht darin, Kapital zur Absicherung festverzinslich anzu-
legen. In diesem Fall wihlen wir
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und erhalten

A= -1
0

Der mittlere erwartete Verlust EX [A] = —0.2 ist in diesem Fall sogar ein Ge-
winn, denn der Zustand ws tritt mit der vergleichsweise hohen Wahrscheinlich-
keit von 60% ein. Zusiitzlich ist die Einsparung E@ [A] = 0.273 zum Zeitpunkt
1 positiv.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, keine Absicherung zu betreiben,
also ¢ = 0 zu withlen. In diesem Fall gilt jedoch EF [c — ¢"'] = EF [c] = 0.8
und E@ [c — "] = E¥[c] = 1.273, so dass diese Strategie im Sinne obiger
Uberlegungen als zu riskant erscheint.

Fiir den erfolgreichen Einsatz dieser Strategie in der Praxis ist es natiir-
lich wesentlich, dass sich nicht nur die modellierten Szenarien des Marktmo-
dells, sondern auch die subjektiven Wahrscheinlichkeiten P (w) als realistisch
herausstellen. A

1.9 Wertgrenzen fiir Call- und Put-Optionen

Es ist sowohl von theoretischem als auch von praktischem Interesse, einfach
berechenbare obere und untere Schranken fiir Optionspreise angeben zu kon-
nen. Dazu betrachten wir ein arbitragefreies Marktmodell (b, D), das eine
Aktie S enthilt mit S > 0 und S; > 0. Wir betrachten die Auszahlung einer
Call-Option

= (S - K)"

und die einer Put-Option
= (K- 5"

mit Basispreis K > 0. Offenbar gilt

O§CC

und
S, — K <c® <8

Daraus folgen wegen (1.14) und ¢ > 0 die Eigenschaften
0< <¢, CC> =: cg

und

also
(So —dK)t < c§ < Sp. (1.43)
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Fiir nicht-negative Zinsen, also fiir d < 1, gilt Sy — K < Sy — dK, und wir er-
halten auch die folgende, etwas schwiichere, aber einpriigsamere Abschéitzung

S()—KSC(?SSO.

Beispiel 1.7/. Wir betrachten eine Call-Option auf eine Aktie S mit Basispreis
K = 27 Euro. Sei Sy = 29 Euro, und der risikolose Zinssatz betrage 2.7%.

Dann gilt d = lJer = 0.974. Fiir den Wert ¢ der Call-Option gilt dann

2.702 = 29 — 0.974 - 27 < c§ < 29.

Analog gilt
0<c’ <K,

woraus

0< (v,c”) = ¢f < (W, K) =dK (1.44)
folgt. Fiir d < 1 erhalten wir aus (1.44) die etwas schwiichere Abschétzung
0<cl <K.

Beispiel 1.75. Wir betrachten eine Put-Option auf eine Aktie S mit Basispreis
K = 32 Euro. Sei Sy = 30 Euro, und der risikolose Zinssatz betrage 2.7%.
Fiir den Wert ¢f der Call-Option gilt dann mit d = 0.974

0<ch <0974-32 =31.168.

A
Wir betrachten nun die Identitdt
- =8 -K)t—(K-5)" =8, -K.
Daraus folgt
o§ —cb =W, 81) — (¥, K) = Sy — dK. (1.45)

Der Zusammenhang (1.45) wird Put-Call-Paritit genannt und zeigt, wie
Call- und Put-Preise mit identischem Ausiibungspreis zusammenhéngen. Nach
der Put-Call-Paritéit besitzt eine Put-Option den gleichen Wert wie eine ent-

sprechende Call-Option, falls K = éSO =(1+47r)Sy gilt.

1.10 Das diskontierte Marktmodell

In den letzten Abschnitten wurde der Wert ¢ eines replizierbaren Auszah-
lungsprofils ¢ € R als abdiskontierter Erwartungswert co = dE®[c] dar-
gestellt. Das Wahrscheinlichkeitsmafl Q wurde dabei durch Normierung des
Zustandsvektors ¢ gewonnen.
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In diesem Abschnitt stellen wir eine alternative Vorgehensweise zur Be-
stimmung von ¢y vor, die unmittelbar auf die Erwartungswert-Darstellung
fithrt. Dazu ist es jedoch notwendig, die Existenz eines strikt positiven Finanz-
instruments im Marktmodell vorauszusetzen. Wir nehmen daher im folgenden
an, dass

Sy >0und St (w;) >0 firallej=1,..., K

gilt. Unter dieser Voraussetzung transformieren wir das Marktmodell (Sp, S1)
in ein neues Modell (Sp, S1). Dazu definieren wir

S

Sé::s firi=1,...,N und

1
0

Si(wj) = Zlig j; firi=1,...,Nund j=1,..., K.

Das neue Marktmodell (Sp, S) besitzt also die Eigenschaften S§ = 51 (w) =

- = S (wk) = 1 und wird diskontiertes Marktmodell genannt. Es enthiilt
alle Preise relativ zu den Preisen von S'. Dieses Finanzinstrument S*, re-
lativ zu dem die Preise aller anderen Finanzinstrumente angegeben werden,
wird auch Numéraire genannt. Die Bezeichnung diskontiertes Marktmodell

fiir (50, §1> begriindet sich dadurch, dass S* hiiufig die Eigenschaften S§ = 1
und Sf (w;) =1 —I— rfiir alle j = 1,..., K besitzt. In diesem Fall gilt S = So
und S} (w;) = 1+r S% (w;), also werden die Wertpapierpreise S% (w;) mit dem
Faktor #—r abdiskontiert.

Satz 1.76. Ein Marktmodell (Sy, S1) ist genau dann arbitragefrei, wenn das
diskontierte Marktmodell (5‘0, 51) arbitragefrei ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Beziehungen

h - S’O o1 h So und
S0
~ 1
h-S ——h- S
1 (w7) Sl( ) 1(0‘)7)
unter Beachtung von S (wy) > 0,...,5F (wx) > 0 und S3 > 0. O

Ist also das Marktmodell (Sp, S1) arbitragefrei, so auch (S‘O, 5’1), und es
existiert ein Zustandsvektor 7]1 > 0 mit f)z]; = l~), wobei

- ~ So b
b = S = — = —
TS T by
und ()
~ ~ " (w i
Djj = 5] (wj) = } = .
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Im diskontierten Modell ist das Portfolio e; = (1,0, ...,0) eine festverzinsliche
Handelsstrategie zum Zinssatz r = 0, denn es gilt D e; = (D11,...,Dix) =
(1,...,1). Daher ist

so dass die Komponenten des Zustandsvektors 7:11 formal ein Wahrscheinlich-
keitsmaf}

Q=1 (1.46)
bilden. Zur Erinnerung: Im urspriinglichen Modell bildet dagegen Q = % ein
Wahrscheinlichkeitsma$.

Ist ¢ € RE ein in (Sp, S) replizierbares Auszahlungsprofil, so gibt es ein
h € RN mit ¢ = DTh. Dann gilt fiir ¢ € R¥, definiert durch

die Darstellung

¢ = Slc(j@]) sl(leZDT :Z( ) (DTh)j'

=1 =1

Also ist ¢ in (5‘0, 5’1) replizierbar, und es gilt

G :=h-So=h-Di= <17;,DTh>: <1Z,6>:EQ .

Wegen
5 1 1
Eozh'S(): —h-SO: —7Co
S o
folgt also
co = SIE?[d = SLEQ [sl] : (1.47)

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen den Zustandsvektoren in
(S0,51) = (b, D) und denen im diskontierten Marktmodell (5’0, 5‘1) = (l;, f)).
Sei ¢ ein Zustandsvektor in (b, D). Dann gilt wegen b = D)

K

b 1 1 & Dy
b= =— (DY), = Dijp; = Dij [ =Lv; ). 1.4
bl bl( /(/))z b1 = ]1!)] ; J ( b1 d{j) ( 8)

Bezeichngn wir anglerellsgits den Zustandsvektor im diskontierten Marktmo-
dell mit v, so gilt b = Dy und damit
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Durch Vergleich mit (1.48) folgt

Dy ST (w;

Lo, fir j=1,..., K. (1.49)

Den Zusammenhang (1.49) erhalten wir auch mit Hilfe von (1.47) durch

D b ~
h-b= <¢,C> = <b11¢a _D116> = bl(waé>>

wobei D, die erste Zeile von D bezeichnet und (%w) = D“ % gilt.
j

Mit (1.46) folgt aus (1.49)

Swy)  Shw)
st im0y

Qj=1v; = Qj- (1.50)
Anmerkung 1.77. Angenommen das Finanzinstrument S! ist ein festverzins-
liches Wertpapier mit b1 = S} = 1 und mit Dy; = Sf(w;) = 1 +r fiir alle
j=1,..., K. Dann gilt fiir den Preis ¢y = h - b eines replizierbaren Auszah-
lungsprofils ¢ mit ¢ = DT h der Zusammenhang

=h-b=SIEQ {51} E@Lir} (1.51)

In diesem wichtigen Spezialfall ist also der Wert eines Auszahlungsprofils
T } des mit dem Diskontfaktor ﬁ ab-

diskontierten Auszahlungsprofils c. Dabei wird der Erwartungswert beziiglich
des Wahrscheinlichkeitsmafes Q := ¢ gebildet, das durch dle Bedingungen
b= D1, ¥ > 0, definiert ist. Wegen (1.50) und wegen d = folgt ferner

gleich dem Erwartungswert EQ [

1+r
Q=Q.

Existiert in einem arbitragefreien Marktmodell (Sp,S1) also ein festverzins-
liches Wertpapier und wird dieses als Numéraire verwendet, so stimmen die
beiden Martingalmafe Q und @ im urspriinglichen und im diskontierten Mo-
dell iberein.

Beispiel 1.78. Wir betrachten das Beispiel 1.72 mit dem arbitragefreien Markt-

modell ) ((110> | (11%2 1.32)) |

Der zugehorige eindeutig bestimmte Zustandsvektor lautet
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0.392
v = (0.588> ’
Wihlen wir S' als Numéraire, so lautet das zugehorige diskontierte Markt-

modell
~ 1 1 1
(b’D) o <<10) ’ <11.765 8.823)> ’

Der zu diesem Marktmodell gehérende Zustandsvektor ¥ ergibt sich als Lo-
sung des linearen Gleichungssystems Dy = b und lautet

- (04
v= (0.6) =0

Erwartungsgeméf ist ¥ = Q formal ein Wahrscheinlichkeitsma$. Fiir die in
Beispiel 1.72 betrachtete Call-Option mit Auszahlungsprofil ¢ = <é> berech-

nen wir nun (1.51) und erhalten

1 0.4
— EQ ¢ — EQ 1.02 — 2" —0.392
0 [1—1—7‘] [( 0 )] 10z~ 039%

also den bereits bekannten Wert aus Beispiel 1.72. Entsprechend ergibt sich

fiir die in Beispiel 1.72 betrachtete Put-Option mit ¢ = (105> der Wert

C 0 0.9
“ [m«] [(ﬁg)] oz~ 0%

1.11 Zusammenfassung

Eine zustandsabhiingige Auszahlung ¢ € RX heifit replizierbar in einem
Marktmodell (b, D) € RN x Myyx (R), wenn ¢ € ImDT. In diesem Fall
gibt es ein Portfolio h € RY mit ¢ = DT h. Ein Marktmodell heiit vollstindig,
wenn jedes Auszahlungsprofil replizierbar ist. Einer replizierbaren Auszah-
lung c ldsst sich genau dann ein eindeutig bestimmter Preis ¢y zum Zeitpunkt
0 zuordnen, wenn c¢g := h - b fiir jedes replizierende Portfolio h denselben
Wert besitzt. Dies ist gleichbedeutend mit der Eigenschaft ker DT L b, oder
dquivalent dazu mit b € Im D, und im Marktmodell gilt dann das Law of
One Price. Es gibt in diesem Fall also ein ¢ € RX mit b = D, und der
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Tabelle 1.1. Ubersicht Ein-Perioden-Modelle

|

Ein-Perioden-Modelle

Marktmodell

(So0,51) = (b, D) € RY x Mnxk (R), So=b, S1 2D

Replizierbarkeit

¢ € R¥ replizierbar
o JheRY mite=h-S1=D"h

< celmD’
& clkerD (daR¥ =Im D' @ ker D)

Vollstandigkeit

(b, D) vollstéindig
s ImDT =R¥
S kerD={0} (daR¥ =ImD" @ ker D)

< Dt = b hat hochstens eine Losung ¢ € R¥

Law of One Price

(Diskontierung von DT h)

Preiscg:=h-bvonc=~h -5 = DTh unabhiingig von h

<blkerDT
sbeImD (daRY =ImD@kerD")

< Dt =b hat mindestens eine Losung ¢ € R¥
& I € RE mit So = b= Dyp = (1), 51)

< W eR® mit h-b=(y,D"h) Vhe RN

Arbitragegelegenheit

Portfolio h € RY, das Gewinnmdglichkeit ohne
Kapitaleinsatz und ohne Zahlungsverpflichtung bietet
< L(h) >0 (Entnahmeprozess L (h) := (—h - So, h-S1))

Fundamentalsatz

(Diskontierung von DT h)

(b, D) arbitragefrei
= 3¢ € RE mit ¢ L Im L und ¢ > 0
& 3 € RF mit ¢ > 0und b= Dy (¢ Zustandsvektor)

< Fp e R® mit ) > 0und h-b= (¢, D" h) Vh e RY

— h-b=dB? [DTh] (d=X1 0, @=4)

Preis ¢y jeder replizierbaren Auszahlung ¢ = DTh € RX lisst sich darstel-
len als co = h-b = Di-h = (p, DTh) = (¢,c). Zur Berechnung von cg
muss das replizierende Portfolio ~ somit nicht bekannt sein, und ¢y = (¢, ¢)
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kann als verallgemeinerte Diskontierung des zukiinftigen zustandsabhéingigen
Zahlungsstroms ¢ auf den Zeitpunkt 0 interpretiert werden.

Im Rahmen eines Marktmodells (b, D) heifit ein Portfolio h Arbitrage-
gelegenheit, falls L(h) = (—h -b, DTh) > 0 gilt. In diesem Fall bietet die
Investition in das Portfolio h eine risikolose Gewinnméglichkeit ohne eigenen
Kapitaleinsatz.

In der Regel wird vorausgesetzt, dass Arbitragegelegenheiten in effizien-
ten Mérkten nicht oder nur kurzzeitig auftreten, da Investoren jede dieser
Gelegenheiten schnell erkennen und ausnutzen wiirden. Dies hiitte eine Ver-
schiebung der Preise der zugehorigen Finanzinstrumente zur Folge, so dass
die Arbitragegelegenheiten nach kurzer Zeit wieder verschwunden wiéren.

In einem Marktmodell (b, D) gilt ein grundlegender Struktursatz, der Fun-
damentalsatz der Preistheorie. Er besagt, dass Arbitragefreiheit dquivalent ist
zur Existenz eines Zustandsvektors. Dies ist eine strikt positive Losung ¢ > 0
des Gleichungssystems D1 = b. In arbitragefreien Marktmodellen gilt also
insbesondere das Law of One Price.

Ein Auszahlungsprofil ¢ ist in einem arbitragefreien Marktmodell genau
dann replizierbar, wenn (¢, c) fiir jeden Zustandsvektor ¢ denselben Wert
besitzt. Ist also der Zustandsvektor in einem Marktmodell (b, D) eindeutig
bestimmt, so ist jedes Auszahlungsprofil replizierbar, und in diesem Fall ist
(b, D) daher vollstindig,.

Sei 1 ein Zustandsvektor in einem arbitragefreien Marktmodell. Wegen
1 > 0 lisst sich der Preis (¢, c¢) jedes replizierbaren Auszahlungsprofils ¢
formal als diskontierter Erwartungswert der Auszahlung c schreiben, denn es
gilt (,c) = d(%,c) = dE%[c], wobei d := Zf:o Y; > 0und Q = %. Das
Wahrscheinlichkeitsmal @ wird Preismafl genannt, oder, wegen E?[dS]] =
(¥, 8%) = (,DTe;) = (D, e;) = e; - Sy = Sy, auch Martingalmaf. Die
Darstellung ¢y = dE[c] fiir den Wert einer replizierbaren Auszahlung ¢ zum
Zeitpunkt 0 spezialisiert sich fiir deterministische Auszahlungen unmittelbar
auf den vertrauten Ausdruck dec. Denn ist ¢ deterministisch, gilt also ¢ =
c-(1,...,1), so gilt

co = deEC[(1,...,1)] = de.
Die Zahl d lisst sich daher als Diskontfaktor interpretieren, falls im betrach-
teten Marktmodell festverzinsliche Kapitalanlagen realisierbar sind.

In Tabelle 1.1 finden Sie eine Zusammenstellung der wichtigsten Resultate
dieses Kapitels.

1.12 Weitere Aufgaben

Aufgabe 1.7. Betrachten Sie das Marktmodell

6 Wegen E9[dS}] = S§ definiert der diskontierte Preisprozess (So,dS1) ein Martin-
gal beziiglich @ und der Filtration Fo = {@, 2}, F1 = P (£2). Auf die Begriffe
Filtration und Martingal wird in spéteren Kapiteln noch ausfiihrlich eingegangen.
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sm=((2).(3))

1. Untersuchen Sie (b, D) auf Vollstindigkeit und auf Arbitragefreiheit.
2. Bestimmen Sie den Wert einer Call-Option auf S? mit Basispreis K = 6.
3. Berechnen Sie den Forward-Preis F eines Forward-Kontrakts auf S2.

Aufgabe 1.8. Betrachten Sie das Marktmodell

1 1.11.11.1
oo =((5) (7 5%))
1. Untersuchen Sie (b, D) auf Vollstindigkeit und auf Arbitragefreiheit.

2. Bestimmen Sie den Wert einer Call-Option auf S? mit Basispreis K = 6.
3. Berechnen Sie den Forward-Preis F eines Forward-Kontrakts auf S2.

Aufgabe 1.9. Betrachten Sie das Marktmodell

1 111111
(b, D) = 5 |, 7 4 6
10 129 9

1. Zeigen Sie, dass (b, D) vollstindig, aber nicht arbitragefrei ist.
2. Finden Sie eine Arbitragegelegenheit.

Aufgabe 1.10. Betrachten Sie das Marktmodell

1 1.11.11.11.1
o&D)y=|5 |.[ 7 4 6 3
10 12 9 9 13

1. Zeigen Sie, dass (b, D) nicht vollstéiindig, dagegen aber arbitragefrei ist.

2. Geben Sie eine zustandsabhiingige Auszahlung ¢ € R* an, die nicht repli-
ziert werden kann.

3. Bestimmen Sie die Menge aller replizierbaren Auszahlungen.

Aufgabe 1.11. Betrachten Sie das Marktmodell

1 1.11.11.1
oD)y=([5 |.| 3 4 7
10 12 9 11

1. Zeigen Sie, dass das Marktmodell arbitragefrei und vollstéindig ist.
2. Bestimmen Sie die Werte einer Call- und einer Put-Option auf S$% mit
Basispreis K = 10.
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@

Verifizieren Sie die Put-Call-Paritéit mit Hilfe der Ergebnisse aus 2.

4. Bestimmen Sie die Werte aus 2. mit Hilfe des diskontierten Marktmodells,
wobei S! als Numéraire gewihlt werden soll.

5. Bestimmen Sie die Werte aus 2. mit Hilfe des diskontierten Marktmodells,

wobei S2 als Numéraire gewihlt werden soll.

Aufgabe 1.12. Betrachten Sie das Marktmodell

56 60 59 57
(b, D) = 8 |,[117 10
33 32 36 41

1. Zeigen Sie, dass (b, D) arbitragefrei und vollstindig ist, und bestimmen
Sie den eindeutig bestimmten Zustandsvektor ).

2. Finden Sie die eindeutig bestimmte festverzinsliche Anlage 6 mit der Ei-
genschaft 6 - 51 (w) =1 fiir alle w € £2.

3. Bestimmen Sie daraus den Diskontfaktor d und den risikolosen Zinssatz
T,

4. Verifizieren Sie d = Z?:l (U

Aufgabe 1.13. Sei (b, D) ein arbitragefreies Marktmodell mit Zustandsvek-
tor ¢ und seien C' und C’ zwei Investitionsalternativen, die zu den beiden
zukiinftigen zustandsabhingigen replizierbaren Auszahlungen ¢ € RX und
¢ € R¥ fithren. Wir mochten ein Kriterium einfiihren, nach dem derartige
Investitionen bewertet werden kénnen und nach dem insbesondere festgestellt
werden kann, ob und wann C’ gegeniiber C' zu bevorzugen ist. Dazu wird auf
ImDT xIm DT eine Relation > definiert durch

¢ e (,¢) = (,0).

¢ = ¢ bedeutet, dass ¢’ wenigstens so gut ist wie ¢. Dies ist definitionsgeméf
also genau dann der Fall, wenn der auf ¢t = 0 transformierte Wert (1, ¢’) von
¢ grofer gleich dem auf ¢t = 0 transformierten Wert (1, ¢) von c ist.

1. Zeigen Sie, dass > eine reflexive und transitive Relation definiert.
2. Definiert = auch eine Ordnungsrelation?”

" Eine Relation > auf einer Menge M heifit Ordnungsrelation, wenn gilt

a > a fiir alle a € M (reflexiv)
a>bund b>a = a =b (antisymmetrisch)
a>b,b>c = a > c (transitiv)
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