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Lineare Programmierung mit What’s Best 1

1 Einleitung

Die Lineare Programmierung stellt ein Verfahren zur Optimierung von Entscheidungsproble-
men dar, bei denen die Struktur des zugrunde liegenden Modells folgende Merkmale auf-
weist:1

— Lineare Abhangigkeit der Zielfunktion: Die Zielfunktion, die zu minimieren oder zu
maximieren ist, hangt linear von den in das Modell eingehenden Variablen ab. Eine Be-
ricksichtigung von Interdependenzen zwischen diesen Variablen ist nicht moglich.

— Restriktionen: Der Raum, der die Lésungen begrenzt, kann durch die Angabe von Res-
triktionen in Gleichungs- oder Ungleichungsform beschrieben werden. Analog zur Ziel-
funktion gilt fur die in die Restriktionen eingehenden Grélen, dass diese ebenfalls eine li-
neare Form aufweisen.

— Stetige Variablenbelegung: Die Auspragungen der Eingangsvariablen kénnen innerhalb
des durch die Restriktionen definierten Losungsraums beliebige reelle Werte annehmen.

Entscheidungsprobleme, die diesen Anforderungen entsprechen, werden in der so genannten
Standardform? wie folgt ausgedriickt:

Wahle die Variablen xi, X2, ..., X, S0, dass die Zielfunktion
7 =CiX] T CXp + cp Xy

unter Einhaltung der Restriktionen

a;Xy  tapXy .. +tapX, =b

do1X1 + AooXo ...+ AxpX, = b2

AmiX1  t amaXo ...t @mnXn = b

sowie den optionalen Nicht-Negativitatsbedingungen

X, =20,x,20,...,x, 20

maximiert wird. Bei einer Minimierung der Zielfunktion weisen die Nebenbedingungen die
Form von >-Bedingungen auf.

1 vgl. Adam, D. (1996), S. 460.
2 vgl. Hillier, F. S., Lieberman, G. J. (1997), S. 30 ff.
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Ein Losungsalgorithmus fiir derartig strukturierte Entscheidungsprobleme ist das auf DANTZIG
zuriickgehende Simplexverfahren.! Bei diesem iterativen Verfahren wird in jedem Schritt ein
Gleichungssystem geldst, wobei die jeweilige Losung alle Restriktionen des LP-Modells er-
fullt. Anhand eines Abbruchkriteriums kann festgestellt werden, ob eine optimale L&sung
ermittelt wurde oder ob eine weitere Iteration erforderlich ist. Das Simplexverfahren lasst sich

leicht in einem PC-Werkzeug implementieren.2

2 Softwarewerkzeuge fir die Lineare Programmierung

Auf dem Softwaremarkt ist mittlerweile eine Vielzahl von PC-Werkzeugen zur Linearen Pro-
grammierung verfugbar. Im Rahmen einer Web-Recherche wurden 22 Produkte identifiziert,
die in Abb. 1 aufgelistet worden sind. Neben kommerziellen Produkten konnte auch eine Rei-

he von Open Source-Werkzeugen fur die Lineare Programmierung gefunden werden.

Informationstechnik

Name Hersteller Excel- Open
Plugin Source

Bpmpd mehrere Universitaten nein ja
CPLEX ILOG nein nein
Decision Pro — Linar Programming Vanguard Software nein nein
Software

Gipals Optimalon Software nein nein
GNU Linear Programming Kit Unbekannt nein ja
HOPDM Professor Jacek Gondzio nein ja
LINDO API Lindo nein nein
Linear Programming Solver QSOpt nein nein
Linear Programming Tool Archer Tools nein nein
Lingo Lindo nein nein
Lpabo Operations Research Laboratory nein ja
LP-Optimizer Ar_izona State University, Hans nein ia

Mittelmann
Math Program Inspector AIMMS nein nein
Mehrere Projekte, siehe Website | COIN-Or nein ja
Mixed Integer Programming Solver | Unbekannt nein ja
MOSEK Mosek nein nein
PCx Optimization Technology Center nein ja
Premium Solver Frontline Systems inc. ja nein
SoPlex Konrad _Zuse Zent_rum far nein ja
Informationstechnik

What's Best Lindo ja nein
Xpress-MP Suite Dash nein nein
Zimpl Konrad Zuse Zentrum flr nein ja

Abb. 1: Softwarewerkzeuge fir die Lineare Programmierung

1 vgl. Dantzig, G. B. (1949) .

2 vgl. Hillier, F. S., Lieberman, G. J. (1997), S. 25.
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Die verfugbaren Softwarewerkzeuge kdnnen danach unterschieden werden, ob sie als Stand-
Alone-Anwendung oder als Plugin fur Microsoft Excel ausgeliefert werden. Da bei betriebli-
chen Entscheidungsproblemen héaufig Tabellenkalkulationsprogramme verwendet werden?,
eignen sich hier Excel-Plugins in besonderem MaRe. Nach einer Evaluation unter Berucksich-
tigung softwareergonomischer und monetérer Kriterien wurde das Programm What’s Best fur
eine detaillierte Darstellung ausgewabhlt.

3 Lineare Programmierung mit What's Best
3.1 Demo-Beispiel

Das PC-Werkzeug What’s Best wird als Excel-Plugin von der Firma Lindo Systems vertrie-
ben. Alternativ zum Erwerb kommerzieller Lizenzen kénnen Anwender das Produkt kosten-
frei als Demo-Version einsetzen, wobei jedoch nur ein eingeschrankter Funktionsumfang zur
Verfligung steht. Sowohl die maximale Anzahl der Restriktionen als auch die Menge der zu
optimierenden Variablen unterliegen Einschrankungen. Wahrend flr praktische Zwecke die
volle Funktionalitét relevant sein durfte, reicht fir die Einfuhrung in What’s Best die einge-
schrénkte Version. Im vorliegenden Beitrag wird What’s Best 8.0 verwendet.

Zur Erleichterung des Einstiegs werden die einzelnen Schritte des hier darzustellenden Vor-
gehensmodells anhand eines Demo-Beispiels illustriert. Das Demo-Beispiel geht vom Fall
einer einperiodigen Produktionsprogrammplanung flr zwei Produkte und zwei Fertigungsstu-
fen aus. Die produktspezifischen Daten sind in der folgenden Abbildung aufgelistet worden:

Produkt 1 Produkt 2
Deckungsspanne [€/Stck] 4 5
Produktionskoeffizient 5 2
Fertigungsstufe 1 [ZE/Stck]
Produktionskoeffizient 4 7
Fertigungsstufe 2 [ZE/Stck]
Maximale Absatzmenge [Stck] 600 400

Abb. 2: Deckungsspannen, Produktionskoeffizienten und Absatzmengen

1 vVgl. Grob, H. L. (2006), S. 124 ff.
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Die beiden Fertigungsstufen verfugen lber die in Abb. 3 aufgelisteten Kapazitéten.

Kapazitat [ZE]
Fertigungsstufe 1 4.000
Fertigungsstufe 2 5.000

Abb. 3: Kapazitaten

Zur Ermittlung des optimalen Produktionsprogramms mit der Linearen Programmierung ist
das Planungsproblem als LP-Modell zu formulieren (Abb. 4).

4xy +5x, —> max!

5x; +2x, = 4.000
4xy +7x, = 5.000
X1 = 600

Xo = 400

Abb. 4: LP-Modell zur Produktionsprogrammplanung

Die Variablen x; und x; stellen die Produktionsmengen der beiden Produkte dar. Die ersten
beiden Ungleichungen ergeben sich aus den Kapazitétsrestriktionen. Die letzten beiden Un-
gleichungen bilden die Absatzhdchstmengen ab. Im Folgenden wird angenommen, dass die
Produktionsmengen beliebig teilbar sind.

3.2 Vorgehensmodell

Zur Beschreibung von LP-Modellen mit What’s Best wurde vom Hersteller Lindo Systems
das Vorgehensmodell ABC (Adjustable — Best — Constraints) entwickelt. ABC setzt jedoch
die Formulierung der funktionalen Zusammenhange im Spreadsheet voraus. Auch beinhaltet
es nicht den Schritt der Optimierung des LP-Modells. Aus diesen Griinden wird die Entwick-
lung eines umfassenderen VVorgehensmodells als sinnvoll angesehen (vgl. Abb. 5).
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Formulierung Optimierung
des LP-Modells des LP-Modells

What'’s Best
Optimierung

Microsoft Excel

Abb. 5: Vorgehensmodell zur Optimierung von LP-Modellen

Im Folgenden werden die einzelnen Schritte des VVorgehensmodells erdrtert und anhand des
Demo-Beispiels illustriert.

Formulierung des LP-Modells

Zunachst ist das in Abb. 4 dargestellte LP-Modell in ein Spreadsheet zu Ubernehmen. Die
Zielfunktion und die Restriktionen sind formelmaRig zu formulieren (vgl. Abb. 6).

.G
1 —
2 Py P
[3 | Pmdul&ﬁnnsmenfe 0 0 DECM =C3*C4+D3"D4 ] } Zielfunktion
4 | Deckungsspanne 4 5 1)
| 5 | Faktorverbrauch Max. Verbr. S
| 6 | Fi 5 2 H A
7| Bl 4 7 O=— som
| 8 | Absatzmenge Max. Absatz
[ 9 | ‘ | 1‘ 0 600
% 0 ! N r Restriktionen
[12] 9+D3*D9
15
,__.. 0+D3*D10
| 16 |
[ 17 |
18
19|
20 | .
21 e
4 < » W)LP-Model PPP 1<l e al [,a,]J—
Bereit NE B

Abb. 6: Abbildung des LP-Modells in Microsoft Excel
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Deklaration der Variablen (Adjustable)

Nach der Formulierung des LP-Modells im Spreadsheet sind die in Zielfunktion und Restrik-
tionen eingehenden Variablen festzulegen. Hierfur werden Zellen mit Zahlenwerten in der
Arbeitsmappe markiert und anschliefend als ,,Adjustable*-Zellen deklariert. Uber einen wei-
teren Dialog kann der Wertebereich dieser Variablen zusétzlich auf ganze bzw. binéare Zahlen
beschrénkt werden. Im Demo-Beispiel sind die Produktionsmengen fur P, und P, in den Zel-
len C3 und D3 als ganzzahlige Variablen festzulegen (Abb. 7).

Adjustable
| Make Adjustable| j
Fefers To:
| $C53:4D43 =]

Help | Cancel | (0] 4

Abb. 7: Deklaration von Variablen mit What’s Best

Die Deklaration einer Variablen kann tber die Auswahl der Option ,,Remove Adjustable
zurlickgenommen werden.

Deklaration der Optimierungsfunktion (Best)

Im n&chsten Schritt ist der Zielwert der Optimierungsvorschrift auszuwéhlen. Die Vorschrift
muss bereits als Formel in einer Zelle hinterlegt sein. Zur Vermeidung von Rechenaufwand
bei der Optimierung ist darauf zu achten, dass alle deklarierten Variablen direkt oder indirekt
in die Optimierungsvorschrift oder in die Restriktionen eingehen. Werden bestimmte Varia-
blen nicht berticksichtigt, ist die Variablendeklaration fir die entsprechenden Zellen wie oben
beschrieben zuriickzunehmen. Bei der Festlegung des Zielwerts ist anzugeben, ob dieser ma-
ximiert oder minimiert werden soll. Im Demo-Beispiel ist der Deckungsbeitrag in der Zelle
E4 als zu maximierender Zielwert auszuwéhlen (vgl. Abb. 8).

i =

Best
| Maximize j | $E$4 J

Help | Zancel

Abb. 8: Deklaration der Zielfunktion
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Analog zur Zurticknahme der Auswahl von Variablen kann die Deklaration der Zielvorschrift
durch Auswahl der Option ,,none* verworfen werden.!

Deklaration der Bedingungen (Constraints)

Nach der Optimierungsvorschrift sind die Restriktionen zu deklarieren. Jede Restriktion
benotigt drei Zellen: Die erste Zelle (,,Left-Hand-Side“, LHS) enthalt eine Formel, die die
Auspragung der Restriktion in Abhéngigkeit der jeweiligen Variablenbelegung angibt.
Wéhrend der Losung des LP-Modells berechnet What’s Best bei jeder Iteration den Wert
dieser Zelle, um eine eventuelle Verletzung der Restriktion zu uberprifen. Die zweite Zelle
beinhaltet den Typ der Restriktion: Gultige Typen fir Restriktionen sind ,,gréfer gleich®,
»Kleiner gleich“ oder ,,gleich“. Die Angabe von Restriktionen der Form ,,echt grofRer oder
»echt kleiner” ist mit What’s Best nicht moglich. Neben dem Typ enthélt die zweite Zelle
nach Durchfihrung der Optimierung den Zustand der Restriktion. Eine vollstandige
Ausschopfung einer Restriktion wird durch Anzeige eines Gleichheitszeichens ausgedriickt.
Die dritte Zelle (,,Right-Hand-Side*, RHS) enthélt fur jede Restriktion den Wert, der bei einer
Gleichung erfullt sein muss. Bei Ungleichungen ist dieser Wert die obere oder untere
Schranke.

Im Demo-Beispiel sind in den Zeilen sechs und sieben sowie neun und zehn Restriktionen
anzugeben. Die Zellen der Spalte E beinhalten jeweils die ,,Left-Hand-Side*. In den Zellen
der Spalte F sind die Typen der Restriktionen zu speichern. Die Zellen der Spalte G enthalten
die ,,Right-Hand-Side*. Die Deklaration der Restriktion fir den Faktor F; ist in Abb. 9
dargestellt.

L Ty

Constraints
Left Hand Side (LHS): Right Hand Side (RHS):

| gE96 =l ] e =] sese =l
Stared in:

" $F6 [| Help | Cancel | oK

Abb. 9: Deklaration von Restriktionen

Restriktionen konnen durch Auswahl der Option ,,None* im Dialog entfernt werden. Neben
der Deklaration von Restriktionen kdnnen mit What’s Best Dualwerte angezeigt werden.
Dualwerte werden haufig als ,,Schattenpreise® bezeichnet.2 Sie geben die relative Anderung
der Zielfunktion bei marginaler Ausweitung oder Einschrankung einer Restriktion an. So

1 What’s Best ermdglicht auch die Losung eines LP-Modells ohne Angabe einer Optimierungsvorschrift. In
diesem Fall wird die erste Ldsung als Ergebnis ausgegeben, die alle Restriktionen erfiillt.

2 \gl. Adam, D. (1996), S. 465, Hillier, F. S., Lieberman, G. J. (1997), S. 79 ff.
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beschreibt z. B. der Dualwert einer Faktorrestriktion, um welchen Betrag der Deckungsbeitrag
bei einer Erhéhung der Faktormenge um eins ansteigt. Dualwerte weisen nur dann einen von
null verschiedenen Wert auf, wenn ein Engpass vorliegt, also die Restriktion ausgeschopft
ist.1

Fur die Deklaration von Dualwerten in What’s Best ist zundchst anzugeben, in welcher Zelle
diese angezeigt werden (,,Report Information in“). AnschlieBend wird eine weitere Zelle
ausgewabhlt (,,For Cell Range™), in der die fiir den Dualwert relevante Restriktion enthalten ist.
Uber die Auswahl der Optionen ,,Upper Range“ und ,Lower Range“ fiir die Eigenschaft
»Report on Type“ kann in weiteren Zellen dargestellt werden, in welchem Intervall der
Dualwert gltig ist.

Im Demo-Beispiel kénnen fir die Restriktionen in den Zeilen sechs und sieben sowie neun
und zehn Dualwerte angegeben werden. Als ,,Cell Range* sind die in der Spalte F enthaltenen
Zellen auszuwéhlen. Die Dualwerte werden in der Spalte H ausgewiesen. Die Deklaration des
Dualwerts fur die Restriktion fur den Faktor F; ist in Abb. 10 dargestelit.

L o

Dual

Faor Cell Range: | $G46 A

Report on Type: | Dal Yalue ﬂ

Report Information in: | $H$6 J
Help | Cancel | (0] 4

Abb. 10: Ausgabe von Dualwerten

Auch bei ganzzahligen Variablen sind Dualwerte bei What’s Best nur dann von null verschie-
den, wenn die Restriktion voll ausgeschopft ist. Bei der optimalen Ldsung ganzzahliger LP-
Modelle weichen die durch Restriktionen beschréankten Werte h&ufig nur um eins von der
Restriktionsgrenze ab. Obwohl eine Veranderung der Grenze auch den Zielwert verbessern
wirde, wird ein Dualwert von null angezeigt.

Optimierung des LP-Modells

Nach der Festlegung der Restriktionen kann das LP-Problem optimiert werden. Hierfur sind
in What’s Best unterschiedliche Algorithmen implementiert. In Abhéngigkeit der Problem-
struktur wéhlt die Software selbststdndig einen geeigneten Algorithmus aus.2 Im Falle nicht-

1 vgl. Hillier, F. S., Lieberman, G. J. (1997), S. 81.

2 Durch Modifikation der Standardeinstellung der Software ist es moglich, den Optimierungsalgorithmus indi-
viduell festzulegen.
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linearer Probleme nimmt What’s Best zundchst eine Linearisierung der Optimierungsvor-
schrift vor. Nach der Optimierung wird ein Ergebnisbericht angezeigt. Der Bericht beinhaltet
eine Ubersicht, in der neben weiteren Kennzahlen der Losungszustand angezeigt wird. Abb.
11 enthalt die moglichen Zustande mit ihrer Bedeutung.!

Zustand Bedeutung

Globally Optimal Dieser Zustand driickt das Erreichen der optimalen Lésung aus,
die gleichzeitig alle Restriktionen des Modells erfilllt.

No Feasible Solution Found Dieser Zustand driickt aus, dass keine Losung gefunden wurde,
die alle Restriktionen erfullt.

Unbounded In diesem Zustand existiert keine endliche optimale Lésung. Ggf.
sind die Restriktionen anzupassen.

Numerical Error Dieser Zustand wird ausgegeben, falls bei der Optimierung ein
Rechenfehler aufgetreten ist. Er wird z. B. bei einer Division durch
null erreicht.

Abb. 11: Ubersicht der Endzustande der Algorithmen

Neben dem Bericht werden die (optimalen) Belegungen der Variablen, der Zielfunktion, der
Restriktionen sowie der Dualwerte im Spreadsheet des Modells angezeigt. Auch bei Nicht-
Erreichen eines optimalen Zustands werden die Ergebnisse dokumentiert. Vor einer Weiter-
verwendung der Auspragungen im Entscheidungsprozess sollte daher auf jeden Fall der End-
zustand des Losungsalgorithmus Gberprift werden.

1] Microsoft Excel - LP - Beispiel PPP.xls ==
@_] Datei  Bearbeiten  Ansicht  Einflgen Format  Extras  Datenm  Fenster WB!  Cel Run  CBTools 7 Adobe PDF
: -8 x
E@n'-' § Aridl -0 - F X U|SE=E=H|Ey €50 [FEE| 25 AT
K13 - &
A B [ ¢c T D ] E [ F ] G [ H [ 1w
1
| 2 | P4 P2
[ 3] [Produkti 4 599 372] Deckungsbeitrag |
|4 | | Dect 4 5 4256]
| 5 | Faktorverbrauch Max. Verbr.
| 6 | Fy 3 2 3738 <= 4000
|7 | F: 4 7 50007 === 5000
8 | Absatz q Max. Absatz
El ‘ ‘ 1‘ i 8557 <= 500
|10 0 1 372" == 400
111
[12]
113]
[ 14]
[15]
|16 |
117 ]
| 18]
119
20
1 | RS
W« » W]\ WEI Status 3, LP-Model PPP / < 2]
Bereit MF

Abb. 12: LP-Modell nach der Optimierung

1 Neben den aufgefiihrten Zustéanden existiert eine Reihe weiterer Zustinde, die bei der Lésung nicht-linearer
Probleme erreicht werden. Eine Beschreibung dieser Zustdnde findet sich in der Dokumentation von
What’s Best.
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Der Zustand nach der Optimierung des LP-Modells des Demo-Beispiels ist in Abb. 12 darge-
stellt. Der maximal erzielbare Deckungsbeitrag betragt 4.256 € bei Produktionsmengen von
599 Stick fir P, und 372 Stuck fur P,. Die Restriktionen fiir den Faktor F, sowie die Absatz-
menge des Produkts P; stellen die Engpéasse des LP-Modells dar.

4 Zusammenfassung und Ausblick

Im vorliegenden Arbeitsbericht wurde die Optimierung von LP-Modellen mit dem PC-
Werkzeug What’s Best dargestellt. Zunachst wurden verschiedene Werkzeuge zur Linearen
Programmierung in einer Ubersicht vorgestellt und What’s Best ausgewahlt. Im nachsten
Schritt wurde ein erweitertes VVorgehensmodell zur Anwendung von What’s Best eingefiihrt.
Die Anwendung des VVorgehensmodells wurde anhand eines Demo-Beispiels illustriert.

Neben der Optimierung einfacher LP-Modelle (vgl. Demo-Fall) kénnen mit What’s Best auch
komplexere Problemstellungen der Linearen Programmierung gelost werden. So kdnnen bei-
spielsweise Investitionsentscheidungen auf Basis Vollstandiger Finanzplane (VOFI) in Form
eines LP-Modells abgebildet werden, um anschlieffend mit What’s Best optimiert zu werden.
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