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Verzeichnis der Formelzeichen

Residuum Als Residuum wird die Abweichung von einem gewünsch-
ten Ergebnis bezeichnet, wenn in eine Gleichung Nähe-
rungslösungen eingesetzt werden oder wenn eine Näherung
an eine Funktion gesucht wird. Das Residuum ist vom
Fehler zu unterscheiden, für dessen Berechnung stets die
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singulär Als singulär wird eine Matrix bezeichnet, deren De-
terminante gleich null ist. Die Matrix ist somit nicht
invertierbar.

Spur Als Spur einer Matrix wird die Summe der Haupdiago-
nalelemente dieser Matrix bezeichnet.

Supremum Als Supremum einer Funktion wird die kleinste obere
Schranke bezeichnet. Dieses kann bspw. den kleinsten
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schreiben, welcher von der Funktion nicht mehr über-
schritten wird.

unitär Eine unitäre Matrix ist eine komplexe quadratische Ma-
trix, deren Zeilen- und Spaltenvektoren paarweise ortho-
normal zueinander sind. Damit ist die Inverse einer uni-
tären Matrix gleichzeitig ihre Adjungierte. Im Reellen
wird eine unitäre Matrix orthogonale Matrix genannt.

xviii

1 Einleitung

1.1 Ausgangssituation

Moderne Werkzeugmaschinen sind komplexe mechatronische Produktionssyste-
me, die den hohen Anforderungen hinsichtlich ihrer Leistungsfähigkeit, Genauig-
keit und Zuverlässigkeit gerecht werden müssen. Wichtige Beurteilungskriterien
für die Absolutgenauigkeit stellen die statische Steifigkeit und das thermische
Verhalten der Maschine dar. Zur Verringerung der Haupt- und Nebenzeiten
werden vom Kunden zudem eine hohe Führungsgenauigkeit bei maximalen
Bahngeschwindigkeiten sowie die Prozessstabilität bei hohen Zeitspanvolumina
gefordert. Hierfür spielt zusätzlich das dynamische Nachgiebigkeitsverhalten
der Gestellstrukturen und Komponenten eine entscheidende Rolle, welches maß-
geblich für auftretende Schwingungserscheinungen verantwortlich ist. Schwin-
gungen beeinflussen nicht nur die Genauigkeit und die Oberflächenqualität
der gefertigten Werkstücke, sondern auch den Werkzeugverschleiß und die
erreichbare Zerspanungsleistung. Neben den Anforderungen an die Arbeits-
genauigkeit müssen die Hersteller auch wirtschaftliche Gesichtspunkte, wie
bspw. die anfallenden Betriebskosten und das Verschleißverhalten sowie die
Produktionskapazität berücksichtigen. Darüber hinaus erhält die Energie- und
Ressourceneffizienz moderner Maschinen einen immer größeren Stellenwert.
Diese und weitere Anforderungen an moderne Werkzeugmaschinen sind in Bild
1.1 dargestellt.

Durch den Einsatz moderner Simulationsmethoden ist es möglich, die Ei-
genschaften des Maschinenentwurfs frühzeitig im Produktentstehungsprozess
anhand eines virtuellen Prototyps zu bewerten und zu optimieren. Dazu werden
die physikalischen Gesetzmäßigkeiten durch mathematische Formulierungen
beschrieben, die das Verhalten der Gestellstruktur oder des kompletten Maschi-
nenkonzepts widerspiegeln. Da die Geometrie der Strukturbauteile in der Regel
zu komplex ist, um diese mit den Grundgleichungen der Elastomechanik zu er-
fassen, werden numerische Näherungsverfahren eingesetzt, welche die Struktur
nicht kontinuierlich, sondern an diskreten Punkten beschreiben. Ein geeignetes
und leistungsfähiges Verfahren hierfür ist die Finite-Elemente-Methode (FEM),
die sich für die strukturmechanische Simulation der Gestellstrukturen von
Werkzeugmaschinen eignet (Milberg 1995, Altintas et al. 2005, Weck &
Brecher 2006a).

Wie oben beschrieben, ist es wichtig, frühzeitig im Entwicklungsprozess die
erreichbare Leistungsfähigkeit und Genauigkeit des Maschinenentwurfs abschät-
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Bild 1.1: Anforderungen an moderne Werkzeugmaschinen (nach Milberg 1995,
Weck & Brecher 2005, Abele & Reinhart 2011)

zen zu können. Hierfür stellt die gekoppelte Betrachtung des Finite-Elemente-
(FE)-Modells der mechanischen Struktur mit der regelungstechnischen Simula-
tion der elektrischen Antriebssysteme einen geeigneten Ansatz dar (Berkemer
2003, Oertli 2008). Die Erweiterung des gekoppelten Systems um das Modell
eines Bearbeitungsprozesses vervollständigt den virtuellen Prototypen und er-
möglicht die Simulation realer Betriebszustände im Zeitbereich. Auf diese Weise
lassen sich die Wechselwirkungen zwischen der Maschinenstruktur und dem
Zerspanungsprozess vorhersagen und Aussagen bezüglich der Prozessstabilität
ableiten (Witt 2007, Schwarz 2010).

In der Methode der finiten Elemente wird das Bewegungsverhalten der Struk-
tur als Folge der wirkenden Kräfte in Form eines diskreten Gleichungssystems
beschrieben. Die Verformungen beschränken sich in der linearen FEM jedoch
auf kleine Verschiebungen, wie sie bei elastischen Verformungen, z. B. Schwin-
gungen, auftreten. Der Diskretisierungsgrad der Geometrie und die damit
verbundene Anzahl finiter Elemente bestimmen dabei die Genauigkeit des
Modells im Vergleich zur Realität. Dadurch werden auch die Größe der re-
sultierenden Koeffizientenmatrizen und die Anzahl der Unbekannten des zu
lösenden Gleichungssystems beeinflusst. Diese Anzahl ist im Allgemeinen so
groß, dass eine numerische Lösung der Gleichungen extrem zeitaufwendig ist
und das gesamte Simulationsverfahren in der industriellen Anwendung aus
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1.1 Ausgangssituation

Zeit- und Kostengründen nicht in Betracht gezogen wird. Besonders für die
bereits genannte gekoppelte Simulation im Zeitbereich muss das hochdimensio-
nale System von Bewegungsgleichungen auf geeignete Weise zu einem System
reduziert werden, in welchem die auftretenden Matrizen eine deutlich kleinere
Dimension haben. Dies erlaubt eine Lösung des reduzierten Systems mit stark
verkürzter Rechenzeit.

Um das gewünschte niedrigdimensionale Verhaltensmodell der mechanischen
Struktur zu erhalten, wird eine sog. Ordnungsreduktion1 durchgeführt. Bislang
kamen hierfür meist modale Reduktionsverfahren zum Einsatz (vgl. u. a. Kehl
2004, Witt 2007, Oertli 2008, Gebhard 2011). Diese beruhen auf der Lösung
des Eigenwertproblems (EWP), wodurch die Eigenwerte bzw. Eigenfrequenzen
(EF) und die dazugehörigen Eigenvektoren bzw. Eigenschwingungsformen –
auch Moden genannt – bestimmt werden. Die modale Reduktion bedient sich
der Vorstellung, die von äußeren Kräften hervorgerufenen Verformungen durch
eine gewichtete Überlagerung der berechneten Schwingungsformen darzustel-
len. Dies wird auch als modale Superposition bezeichnet. Hierfür wird eine
Transformation in die sog. modalen Koordinaten mit Hilfe der Modalmatrix
durchgeführt, die sich aus den berechneten Spaltenvektoren der Eigenmo-
den zusammensetzt. Diese Modaltransformation lässt ein reduziertes System
entstehen, dessen Dimension der Anzahl der berücksichtigten Eigenmoden
entspricht.

Eine optimale Approximation des Originalsystems kann dabei lediglich durch
die Berechnung sämtlicher Eigenwerte erreicht werden. Da dies zu sehr langen
Berechnungszeiten führt, wird nur eine Auswahl von Moden für die Ordnungs-
reduktion verwendet. In seiner Grundform realisiert die modale Reduktion die
Verkleinerung der Systemgröße, indem nicht dominante – meist hochfrequente –
Bewegungsanteile der elastischen Struktur entfernt werden. Dies wird auch als
modales Abschneiden oder modal truncation bezeichnet (Gawronski 2004).
Für die Modaltransformation werden somit nur die bis zu einer definierten
Grenzfrequenz berechneten Schwingungsformen berücksichtigt. Als Ergebnis
dieser Reduktion liegt ein niedrig dimensioniertes Verhaltensmodell der mecha-
nischen Struktur vor, welches für die weiteren Analysen im Frequenz- sowie im
Zeitbereich effizient berechenbar ist.

1 In der vorliegenden Arbeit werden die Begriffe Ordnungsreduktion, Modellordnungsreduk-
tion und Modellreduktion synonym verwendet. Allgemein wird unter diesen Verfahren
die Vereinfachung von hochdimensionalen Gleichungssystemen zu niedrigdimensionalen
Systemen verstanden, d. h. die Größe der Systemmatrizen wird hierbei reduziert. Dies
ist nicht mit der Transformation eines Differenzialgleichungssystems 2. Ordnung in ein
System 1. Ordnung zu verwechseln.
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1 Einleitung

1.2 Problemstellung

Die modale Reduktion hat sich aufgrund ihrer einfachen physikalischen Vorstel-
lung, das Systemverhalten durch die Überlagerung verschiedener Eigenmoden
zu beschreiben, als Standardverfahren zur Reduktion linearer FEM-Modelle
im strukturmechanischen Bereich etabliert. Die Darstellung der Strukturverfor-
mung durch überlagerte Eigenvektoren ist jedoch ein globaler Ansatz, der keine
Information über die räumliche Verteilung der wirkenden Kräfte enthält. Da-
durch wird die Lastverteilung unzureichend approximiert (Géradin & Rixen
1997). Deshalb ist nach Meirovitch & Kwak (1990) eine relativ große Anzahl
von Eigenmoden notwendig, um eine möglichst große Übereinstimmung mit
dem Originalsystem zu erreichen. In der Literatur, z. B. in Gasch & Knothe
(1989), sind Empfehlungen zu finden, alle Eigenmoden bis zum doppelten Wert
der maximal zu erwartenden Erregerfrequenz zu verwenden.

Das Ziel der Modellreduktion, ein System geringer Dimension bei höchster
Approximationsqualität zu erzeugen, kann demnach nur erreicht werden, wenn
für die Transformation die für den Anwendungsfall relevanten Eigenmoden
verwendet werden. Da bei Werkzeugmaschinen und anderen ähnlich komple-
xen Strukturen die einzelnen Eigenfrequenzen nahe zusammen liegen oder
stark miteinander gekoppelt sein können (Dossing 1989), wird die Auswahl
besonders erschwert. Die größte Schwierigkeit der modalen Reduktion liegt
somit in der Bestimmung der dominanten Eigenmoden (Varga 1995, Lehner
2007). Dabei besteht die Gefahr, dass eine oder mehrere relevante Moden nicht
berücksichtigt werden. Dies kann sich in einem gekoppelten Modell, z. B. zur
Reglerauslegung, negativ auswirken und die Ergebnisse verfälschen (Röck
et al. 2009). Des Weiteren bieten die modalen Verfahren keine Möglichkeit,
den aus der Reduktion resultierenden Approximationsfehler gegenüber dem
Originalsystem im Voraus zu bestimmen (Varga 1995). Der durch die modale
Reduktion entstandene Fehler bleibt daher i. d. R. unbekannt. Hinzu kommt,
dass für die Bestimmung der modalen Basis meist das ungedämpfte Modell her-
angezogen wird. Die Modellierung der Systemdämpfung geschieht anschließend
mit Hilfe eines globalen Ansatzes am modal reduzierten System. Hierdurch
besteht keine Möglichkeit, lokal auftretende Dämpfungseffekte im Modell zu
berücksichtigen.

Die wichtigsten Eigenschaften der modalen Reduktion und deren Auswirkungen
bezogen auf die Anwendung in der Simulation von Werkzeugmaschinen sind in
Bild 1.2 nochmals zusammengefasst.
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Bild 1.2: Wichtige Eigenschaften der modalen Reduktion und deren Auswir-
kungen auf die Simulation von Werkzeugmaschinen

Aus den genannten Gründen erfordert die Anwendung der modalen Reduk-
tionsverfahren neben dem manuellen Aufwand für die Wahl der zu berück-
sichtigenden Eigenmoden die detaillierte Kenntnis des Verfahrens selbst und
entsprechend umfassende Erfahrung. Weil genau diese Erfahrung im mittel-
ständischen Werkzeugmaschinenbau häufig noch fehlt, scheitert dort meist die
korrekte Anwendung. Zur Festigkeitsberechnung von Strukturkomponenten
und zur Optimierung des Schwingungsverhaltens der Gesamtmaschine auf Basis
der berechneten Eigenschwingungsformen wird die Finite-Elemente-Methode
in der Entwicklungsphase von Werkzeugmaschinen zum Teil bereits herangezo-
gen, die weitere Nutzung der Modellinformationen zur Reglerauslegung oder
Untersuchung der Prozessstabilität mit Hilfe der gekoppelten Simulation bleibt
aber häufig aus den geschilderten Gründen aus. Es bedarf daher geeigneter
Verfahren und Vorgehensmethoden für die automatische Erstellung von niedrig
dimensionierten Systemmodellen, die gleichzeitig höchsten Qualitätsansprüchen
gerecht werden. Zudem sollen diese reduzierten Systeme für die integrierte
Modellbildung der mechanischen Struktur, der Antriebe mit deren Regelung
und des Bearbeitungsprozesses geeignet sein.

In den letzten Jahren wurden in den Disziplinen der Regelungstechnik und
Kontrolltheorie sowie der Elektrotechnik moderne Methoden zur Ordnungs-
reduktion großer Differenzialgleichungssysteme erforscht (z. B. Feldmann
& Freund 1995, Grimme 1997, Gugercin 2003, Antoulas 2005, Salim-
bahrami 2005, Faßbender & Benner 2006). Als wichtige Vertreter sind
an dieser Stelle die Krylov-Unterraum-(KU)-basierten Verfahren zu nennen,
die gegenüber den modalen Methoden einige entscheidende Vorteile aufweisen.
Zum einen sind sie gut automatisierbar, da die Systembewertung auf einer
mathematischen Grundlage und nicht durch den Benutzer geschieht. Zum
zweiten bieten sie eine verallgemeinerte und damit verlässlichere Analyse des
dominanten Systemverhaltens über einen wählbaren Frequenzbereich. Darüber
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1 Einleitung

hinaus sind diese Verfahren durch den Einsatz sog. Fehlerschätzer in der Lage,
vorgegebene maximal zulässige Abweichungen gegenüber dem Originalsystem
einzuhalten. Des Weiteren berücksichtigen sie explizit die Ein- und Ausgänge
des Systems, was insbesondere für den rechnergestützten Reglerentwurf von
Vorteil ist. Nicht zuletzt ist zu erwähnen, dass die Krylov-Unterraum-Verfahren
(KUV) auch lokale Dämpfungseffekte eines Systems berücksichtigen können,
unabhängig davon, welcher Modellierungsansatz hierfür gewählt wurde.

Die Verwendung von Krylov-Unterraum-Verfahren basiert auf der Approxima-
tion der Übertragungsfunktion des Originalmodells mit Hilfe eines Momen-
tenabgleichs der Potenzreihenentwicklung der Übertragungsfunktion. Dabei
werden unter den Momenten einer Potenzreihe in der Mathematik die Sum-
manden der Reihe verstanden. Als Momentenabgleich wird die Bestimmung
eines reduzierten Systems bezeichnet, dessen erste Momente mit den ersten
Momenten des Originalsystems übereinstimmen. Entspricht eine gewisse Anzahl
dieser Momente des Originalsystems denen des reduzierten Systems, so kann
die Übertragungsfunktion durch Interpolation approximiert werden, weshalb
die Verfahren auch unter dem Begriff Moment-Matching-Methoden (engl. für
Momentenabgleich) bekannt sind.

Aufgrund des Ursprungs der genannten Krylov-Unterraum-basierten Reduk-
tionsverfahren wird deren Potenzial im strukturmechanischen Bereich noch
eher selten genutzt und kommt insbesondere für die Simulation von Werkzeug-
maschinen noch nicht zum Einsatz. Um einen wirtschaftlichen Einsatz in der
industriellen Anwendung zu ermöglichen, müssen die Verfahren an die mathe-
matischen Eigenschaften der aus der FEM resultierenden Gleichungssysteme
angepasst werden. Zudem existiert bisher keine durchgängige Lösung für den
Einsatz moderner Ordnungsreduktionsverfahren im Rahmen der Simulation
von Werkzeugmaschinen. Das erwähnte Potenzial kann demnach nur durch das
Aufzeigen und Umsetzen einer solchen Lösung ausgeschöpft werden.

1.3 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ein integriertes Verfahren für die
effiziente Berechnung von Finite-Elemente-Modellen zur Simulation von Werk-
zeugmaschinen zu entwickeln. Hierfür sollen Krylov-Unterraum-basierte Ord-
nungsreduktionsverfahren zum Einsatz kommen und qualifiziert werden, um
die hoch dimensionierten Gleichungssysteme in kleine, einfach zu berechnende
Systemmodelle zu überführen. Dies setzt die Adaption und Bereitstellung der
aus dem Fachbereich der Mathematik stammenden Reduktionsverfahren für die
vorliegende ingenieurwissenschaftliche Anwendung einer strukturmechanischen
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1.3 Zielsetzung

Simulation von Werkzeugmaschinen voraus. Das entstehende reduzierte Modell
soll so beschaffen sein, dass es für die bekannten Ansätze der gekoppelten
Simulation von Struktur- und Bearbeitungsprozessmodell bzw. regelungstech-
nischem Modell geeignet ist und möglichst früh in den Entwicklungsphasen im
Unternehmen eingesetzt werden kann.

Ausgehend von der übergeordneten Zielsetzung lassen sich folgende Teilziele
dieser Arbeit ableiten:

• Das erste Teilziel besteht in der Analyse der Eigenschaften und der An-
passung der KU-basierten Reduktionsverfahren an die Anforderungen
der aus der FEM resultierenden Gleichungssysteme. Dabei liegt ein be-
sonderes Augenmerk auf der größtmöglichen Automatisierung, um eine
weitestgehende Unabhängigkeit vom Anwender und von dessen bislang für
die modale Reduktion nötigen Erfahrungsschatz zu erreichen. Zudem soll
das Reduktionsverfahren die Dämpfungsmatrix, unabhängig von deren
Modellierungsansatz, berücksichtigen können, um damit die realen in
Werkzeugmaschinen auftretenden Dämpfungseffekte besser beherrschen
zu können.

• Das zweite Ziel der Arbeit liegt in der Konzeption und Entwicklung
einer Vorgehensmethodik für die effiziente numerische Simulation von
Werkzeugmaschinen. Hierfür muss der gesamte Prozess von der Erstellung
des FEM-Modells bis zur Berechnung und Auswertung der Ergebnisse
auf das Reduktionsverfahren abgestimmt werden und ein durchgängiges
Vorgehensmodell für die Integration der Verfahren entwickelt werden.
Auf diese Weise soll die Durchführung der Simulation des mechatroni-
schen Gesamtsystems inklusive der Betrachtung der Berücksichtigung
von Regelungs- und Prozesseinflüssen erleichtert und effizienter gestaltet
werden.

• In einem dritten Schritt soll das eingesetzte Reduktionsverfahren und das
Vorgehensmodell ausführlich getestet und analysiert werden, um deren
Eignung für den Einsatz in der Entwicklung von Werkzeugmaschinen be-
urteilen zu können. Diese Untersuchungen dienen der Prüfung, inwiefern
sich die Potenziale der automatischen Reduktion in der strukturmecha-
nischen Simulation von Werkzeugmaschinen nutzen lassen und ob das
Verfahren die geforderte Approximationsqualität erfüllen kann.

Mit der vorliegenden Arbeit soll somit eine Schnittstelle zwischen der Ma-
thematik und dem ingenieurwissenschaftlichen Anwendungsgebiet der Struk-
turdynamik von Werkzeugmaschinen entstehen. Auf diese Weise sollen die
nötigen Grundlagen geschaffen und den Entwicklern die Anwendbarkeit der
mathematischen Methoden ermöglicht werden.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau dieser Arbeit orientiert sich an den in Abschnitt 1.3 beschriebenen
Teilzielen und ist daher in drei thematische Blöcke unterteilt (Bild 1.3). In
Kapitel 2 werden zunächst die Grundlagen in Bezug auf die Entwicklung von
Werkzeugmaschinen sowie der Einsatz von Simulationsmethoden als Instrument
zur Unterstützung des Produktentwicklungsprozesses erläutert. Am Ende des
Kapitels wird die Notwendigkeit einer Ordnungsreduktion dargestellt, sodass
in Kapitel 3 der Stand der Forschung und Technik zu Modellordnungsredukti-
onsverfahren im Allgemeinen und zu deren Einsatz in der strukturdynamischen
Simulation von Werkzeugmaschinen im Speziellen detailliert wird.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Im Hauptteil der Arbeit wird in Kapitel 4 ein automatisches Reduktionsverfah-
ren, welches die Anforderungen von Seiten der FEM-Modelle von Werkzeugma-
schinen erfüllt, beschrieben. Einen besonderen Neuheitsaspekt stellt dabei die
Variante zur Reduktion von Modellen dar, welche eine nicht zur Masse und
Steifigkeit des Systems proportionale Dämpfungsmatrix besitzen. Damit wird es
erstmals möglich, kleine und effizient zu berechnende Systemmodelle zu erstel-
len, welche lokal auftretende und entsprechend modellierte Dämpfungseffekte
wiedergeben. In Kapitel 5 wird schließlich ein Vorgehensmodell für die Inte-
gration des Reduktionsverfahrens in den Entwicklungsprozess präsentiert, um
zukünftig einen zielgerichteten Einsatz der Ordnungsreduktion zu gewährleisten.
Dieser Teil stellt eine Vereinigung zwischen den mathematisch geprägten Reduk-
tionsmethoden und der ingenieurwissenschaftlichen Anwendung dar, indem auf
die Anforderungen der Simulation von Werkzeugmaschinen eingegangen wird
und die Randbedingungen der Ordnungsreduktion berücksichtigt werden.

Schließlich wird in Kapitel 6 das entwickelte Vorgehen für die Anwendung
des automatischen Krylov-Unterraum-basierten Reduktionsverfahrens auf ver-
schiedene Beispielmodelle beschrieben. Die Ergebnisse werden hierbei nach
unterschiedlichen Kriterien analysiert und ausgewertet. Den Abschluss bildet
eine Bewertung des Verfahrens hinsichtlich dessen Eignung für die entwick-
lungsbegleitende Simulation von Werkzeugmaschinen. Die Arbeit endet mit
einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf noch anstehende Forschungs-
aktivitäten.
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