
Lecture Notes in Physics 771

Percolation Theory for Flow in Porous Media

von
Allen Hunt, Robert Ewing

2nd ed.

Percolation Theory for Flow in Porous Media – Hunt / Ewing

schnell und portofrei erhältlich bei beck-shop.de DIE FACHBUCHHANDLUNG

Thematische Gliederung:

Geophysik

Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009

Verlag C.H. Beck im Internet:
www.beck.de

ISBN 978 3 540 89789 7

http://www.beck-shop.de/Hunt-Ewing-Percolation-Theory-for-Flow-Porous-Media/productview.aspx?product=230190&utm_source=pdf&utm_medium=clickthru_ihv&utm_campaign=pdf_230190&campaign=pdf/230190
http://www.beck-shop.de/Hunt-Ewing-Percolation-Theory-for-Flow-Porous-Media/productview.aspx?product=230190&utm_source=pdf&utm_medium=clickthru_ihv&utm_campaign=pdf_230190&campaign=pdf/230190
http://www.beck-shop.de?utm_source=pdf&utm_medium=clickthru_ihv&utm_campaign=pdf_230190&campaign=pdf/230190
http://www.beck-shop.de/trefferListe.aspx?toc=9367&page=0&utm_source=pdf&utm_medium=clickthru_ihv&utm_campaign=pdf_230190&campaign=pdf/230190
http://www.beck.de


Contents

1 Percolation Theory: Topology and Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 What is Percolation? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Some Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Qualitative Descriptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 What are the Basic Variables? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 What Is Scale Invariance and Why Is It So Important? . . . . . . . . . . . . 7
1.6 The Correlation Length in One Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.7 The Relationship of Scale Invariance and Renormalization, and

the Relationship of the Renormalization Group to Percolation
Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.8 Cluster Statistics of Percolation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.9 Derivation of 1D Cluster Statistics and Discussion

of Fractal Dimensionality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.10 Argument for Dimensionally Dependent Scaling Law . . . . . . . . . . . . 16
1.11 Explicit Calculations of the Second Moment of Cluster Statistics

in One Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.12 Calculation of the Correlation Length on a Bethe Lattice . . . . . . . . . . 20
1.13 Explicit Calculations of the Second Moment of Cluster Statistics

on a Bethe Lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.14 Mean-Field Treatment of the Probability of Being Connected to

the Infinite Cluster . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.15 Cluster Statistics on a Bethe Lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.16 Summary of Relationships Between Exponents . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.17 Calculation of the Critical Site Percolation Probability . . . . . . . . . . . . 26
1.18 Value of pc for Bond Percolation on the Square Lattice . . . . . . . . . . . 29
1.19 Estimations of pc for Bond Percolation on the Triangular and

Honeycomb Lattices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.20 Summary of Values of pc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.21 More General Relationships for pc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

xv



xvi Contents

2 Properties Relevant for Transport and Transport Applications . . . . . . 37
2.1 Exponents Describing Backbone Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2 Exponents for Conduction Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3 Summary of Derived Values of Critical Exponents . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4 Finite-Size Scaling and Fractal Characteristics . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 Critical Path Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.5.1 Relation of CPA to Extreme Value Statistics in 1D Systems . 45
2.5.2 CPA in Two Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.5.3 CPA in 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.5.4 Dimensional Dependence and Similarity

to Matheron Conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.5.5 Optimization of the Percolation Network: Contrast

Between 2D and 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3 Porous Media Primer for Physicists . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1 Introduction and Background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Relevant Soil Physics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Porosity and Moisture Content . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2.2 Classification of the Pore Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2.3 Particle Sizes and Pore Sizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.2.4 Parallel Tube, Network, and Fractal Models . . . . . . . . . . . . . . 67
3.2.5 Representative Elementary Volume and the Concept

of “Upscaling” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.2.6 Porosity and Fractal Media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3 Soil Water Potential and Water Retention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.4 Hysteresis and Time Dependence in Pressure–Saturation

Relationships . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.5 Hydraulic and Transport Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.6 Some Notes on Experimental Procedures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.7 One Example from Living Organisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4 Specific Examples of Critical Path Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.1 r-Percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2 r – E-Percolation (Variable-Range Hopping) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.3 Saturated Hydraulic Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
4.4 Unsaturated Hydraulic Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.5 Hydraulic Conductivity for Geologic Media: Parallel vs. Series . . . . 115
4.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



Contents xvii

5 Hydraulic and Electrical Conductivity: Conductivity Exponents
and Critical Path Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.1 Hydraulic and Electrical Conductivities, and Electrokinetic

Coupling: Universal and Nonuniversal Exponents . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.1.1 Balberg Nonuniversality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.1.2 Transition from Critical Path Analysis to Percolation

Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.1.3 Return to Balberg Nonuniversality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
5.1.4 Inferences on Porosity Dependences at Full Saturation:

Archie’s Law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.1.5 Universal Exponents Masquerading as Nonuniversal . . . . . . . 136
5.1.6 Regions of Applicability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.2 Electrical Conductivity as a Function of Saturation: Trends and
Potential Complications in Experimental Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
5.2.1 Comparison with Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.3 Effects of Arbitrary Pore-Size Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
5.4 Water Film Issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.5 Electrical Conductivity for θ < θt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6 Other Transport Properties of Porous Media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
6.1 Air Permeability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
6.2 Thermal Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

6.2.1 General Comments on the Saturation Dependence
of the Thermal Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

6.2.2 Theoretical Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
6.3 Solute and Gas Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
6.4 Electrical Conductivity of Hydrated Clay Minerals . . . . . . . . . . . . . . . 188

6.4.1 r-Percolation and E-Percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
6.4.2 Percolation Calculation of Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

6.5 Geophysical Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
6.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

7 Pressure–Saturation Curves and the Critical Volume Fraction for
Percolation: Accessibility Function of Percolation Theory . . . . . . . . . . . 207
7.1 Structural Hysteresis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
7.2 Hydraulic Conductivity-Limited Equilibration, and Dry-End

Deviations from Fractal Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
7.3 Analysis of Water-Retention Curves in Terms of the Critical

Moisture Content for Percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
7.4 Wet-End Deviations from Fractal Scaling of Water-Retention

Curves, and Discussion of the Critical Volume Fraction for
Percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

7.5 General Formulation for Equilibrium and Analogy
to Ideal Glass Transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227



xviii Contents

7.6 Oil Residuals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

8 Applications of the Correlation Length: Scale Effects on Flow . . . . . . . 233
8.1 Isolation of Geologic and Percolation Effects on a Correlation

Length . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
8.2 Effects of Dimensional Crossovers on Conductivity . . . . . . . . . . . . . . 234
8.3 Comparison with Field Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
8.4 Effects of Hydrophobicity on Water Uptake of Porous Media . . . . . . 242
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

9 Applications of the Cluster Statistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
9.1 Spatial Statistics and Variability of K from Cluster Statistics of

Percolation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
9.2 Cluster Statistics Treatment of Nonequidimensional Volumes and

Anisotropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
9.3 Semivariograms and Cross-Covariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

10 Properties Based on Tortuosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
10.1 Longitudinal Dispersion of Solutes in Porous Media . . . . . . . . . . . . . 265

10.1.1 Quantifying Limitations of the Neglect of Diffusion . . . . . . . 266
10.1.2 Conventional Modeling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
10.1.3 Experimental Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
10.1.4 Theoretical Descriptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
10.1.5 General Comments Regarding Experiments . . . . . . . . . . . . . . 269
10.1.6 Spatial Distribution at an Instant in Time . . . . . . . . . . . . . . . . 275
10.1.7 Hydraulic Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

10.2 Comparison with Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
10.3 Comparison with Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
10.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

11 Effects of Multiscale Heterogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
11.1 Soil Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
11.2 Variable Moisture Content . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
11.3 A Schematic Hierarchical Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
11.4 A More Realistic Hierarchical Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304

Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309


