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Vorwort

Ich will die Buntheit der Mathematik erkldren.
Ludwig Wittgenstein in seinen
Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik

Wer sich daranmacht, ein populdr-mathematisches Buch zu schrei-
ben, begibt sich in grofSe Gefahr! Es droht zweierlei: Entweder man
kratzt blof§ an der Oberfliche und gleitet ins Belanglos-Anekdoti-
sche ab, wo niemand irgendetwas Interessantes iiber die Mathema-
tik an sich erfahrt. Oder aber man bohrt tiefer und geht wirklich auf
mathematische Ideen und Gedankengange ein, verliert dabei aller-
dings die meisten Leserinnen und Leser. Ich versuche mit diesem
Buch das Unmégliche, ndmlich zu bohren und Sie trotzdem nicht
zu verlieren. Ich will, dass Sie darin tatsdchlich etwas iiber die Ma-
thematik als die teils hochst niitzliche Wissenschaft, teils tiefe und
wunderschone Denkkunst erfahren, die sie meines Erachtens ist.
Und ich hoffe, dass Sie das darin gezeichnete Bild der Mathematik
und ihrer Beziige zu den anderen Wissenschaften sowie zu Kunst
und Kultur anregend und erhellend finden werden.

Dariiber hinaus soll die Vermittlung selbst moglichst leichtfiiRig
voranschreiten. Wenn Sie am Ende sagen: «Das hat sich doch ganz
nett weggelesen», bin ich froh. Deshalb verzichte ich weitgehend
auf jeglichen Formelapparat. Allerdings, ganz darauf verzichten
kann ich nicht. Denn es sollen auch mathematisch versiertere Lese-
rinnen und Leser etwas aus diesem Buch ziehen konnen, das sie
nicht schon wissen bzw. so noch nicht gesehen haben. Hierzu sind
ein paar Integralzeichen und dergleichen mehr wohl unumging-
lich. Doch keine Sorge, den allermeisten Ausfithrungen werden Sie
auch dann folgen kénnen, wenn «Mathe nie IThr Ding» gewesen ist.
Die wenigen mit Formeln gespickten Passagen brauchen Sie nur zur

Kenntnis zu nehmen; Sie miissen sie nicht durchdringen. Ich gebe
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Thnen an den entsprechenden Stellen rechtzeitig Bescheid und be-
richte, was Sie wissen miissen, um den roten Faden nicht zu verlie-
ren. Dennoch appelliere ich an die mathematisch nicht ganz so Kun-
digen: Versuchen Sie auch da bei der Stange zu bleiben, wo es ein
bisschen anstrengender wird; es lohnt sich.

Was erwartet Sie konkret? Nun, zundchst kommt die Einleitung,
worin ich unter der Uberschrift «Zwischen den Kulturen» die klig-
liche Lage der Mathematik im Dunstkreis weitaus angesagterer
intellektueller Disziplinen schildere, wie der Astrophysik, Klimafor-
schung oder Neurobiologie auf der einen Seite und der Wirtschafts-
psychologie, soziologischen Medienwissenschaft oder Critical Race
Theory auf der anderen. Wie die IT Crowd aus der gleichnamigen
britischen Sitcom-Serie, so fristet auch die Mathematikerzunft ihre
Tage zuriickgezogen im tiefsten Keller des Biiroturms der Wissen-
schaften — vom Rest der Belegschaft zwar als «irgendwie wichtig»
anerkannt, von einigen Kollegen sogar regelmif3ig konsultiert, aber
von allen unverstanden und als Langweiler gemieden. Das ist ge-
mein und ungerecht! In der Einleitung mochte ich aber nicht blof3
lamentieren, sondern Ihnen einen ersten Eindruck von der immen-
sen Fiille an erstaunlichen Ideen, eleganten Begriffsbildungen und
bewusstseinserweiternden Sichtweisen vermitteln, welche die Ma-
thematik zu bieten hat. Das Hassfach aus Schulzeiten schlechthin
wird Thnen danach vielleicht in gefalligerem Licht erscheinen.

Nach dem sanften Einstieg gehen wir in den ersten drei Kapiteln,
die den ersten von zwei Teilen des Buches bilden, etwas mehr in die
Tiefe und untersuchen die engen Verflechtungen zwischen schein-
bar vollig getrennten Dingen: Zahlen und Zahlen, Punkte, Dreiecke
und Kreise sowie das unendlich GrofRe oder Kleine. So wie das
weitrdumige, in der Erde verborgene Geflecht von Pilzen dem Oko-
system Wald iiberhaupt erst den Ndhrboden bereitet, so bilden die
in den drei Kapiteln aufgezeigten Zusammenhinge meines Erach-
tens das eigentliche Fundament der gesamten Mathematik. Wenn
Sie diese Zusammenhinge verstehen, wird Ihnen die Mathematik

nicht mehr wie ein loses Sammelsurium mehr oder weniger niitz-
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licher Formeln erscheinen. Sie werden sie als eine Hauptakteurin im
nie endenden Menschheitsprojekt erkennen, sich nicht blof$ irgend-
einen Reim auf alles zu machen, sondern einen gleichermafen sin-
nigen, wahren und kunstvollen Reim.

Im zweiten Teil, bestehend aus dem vierten bis sechsten Kapitel,
gehe ich nidher auf das teils unterkiihlte, teils rein instrumentelle
Beziehungsverhiltnis zwischen der Mathematik und den anderen
Akteurinnen in diesem Projekt ein, den iibrigen Wissenschaften
und den Kiinsten. Im vierten Kapitel geht es um die Spezielle Rela-
tivitatstheorie und darum, wie ein solides Verstindnis ihres mathe-
matischen Fundaments ein viel klareres Verstindnis der Theorie
insgesamt ermoglicht. Dies soll als Beispiel fiir meine feste Uberzeu-
gung dienen, dass auch Physikerinnen und sonstige Naturwissen-
schaftler davon profitieren, wenn sie sich auf genuin mathematische
Sichtweisen einlassen. Entgegen der landldufigen Meinung unter-
scheidet sich mathematisches Denken in wesentlichen Aspekten
deutlich von naturwissenschaftlichem Denken. Dies fiihrt bei vie-
len Gelehrten in Sachen belebter und unbelebter Natur dazu, dass
sie die Mathematik lediglich nutzen, das ganz eigene Weltverhiltnis
der Mathematik aber verkennen. Das ist schade. Es zu kennen, er-
weitert ndmlich den Forscherblick und eroffnet neue Perspektiven,
die sich sogar in konkreten Forschungserfolgen niederschlagen
konnen.

Im fiinften Kapitel widmen wir uns gemeinsam eingehender der
Frage, wie die enorme Niitzlichkeit der Mathematik fiir Naturwis-
senschaft und Technik zu verstehen ist. Ist sie ein im Kern unerklar-
liches Mysterium? Ich meine, man kann mehr dazu sagen und die
Faszination fiir den Gegenstand damit sogar noch steigern. Doch
dabei will ich es nicht bewenden lassen. Das gestorte Verhaltnis
zwischen der Mathematik und den Geisteswissenschaften muss
ebenfalls auf den Tisch kommen. Das geschieht im sechsten und
letzten Kapitel. Dort soll deutlich werden: Die Mathematik mag
zwar fiir diese Disziplinen in keinem so direkten Sinne niitzlich sein

wie fiir Naturwissenschaft und Technik. Die besonderen Weisen
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der begrifflichen und strukturellen Analyse zu kennen, wie sie die
Mathematik auszeichnen, kann sich aber in einem indirekten und
nicht weniger bedeutsamen Sinne fiir Philosophen, Historikerin-
nen, Soziologen, Psychologinnen u. a. als niitzlich erweisen. Mehr
noch, selbst fiir «Kreative, deren Geist in keinem starren Denkkor-
sett einer Wissenschaft eingeschniirt ist, sondern eher frei-assozia-
tiv arbeitet», lohnt es sich, die Mathematik besser kennenzulernen.
Vielleicht wird sogar Liebe daraus. Aber selbst wenn nicht, so fiihrt
die Auseinandersetzung mit einer scheinbar gianzlich fremden Sicht-
und Denkweise zur produktiven Hinterfragung und Bereicherung
der eigenen — vorausgesetzt, die fremde Sicht und das fremde Den-
ken sind hinreichend komplex, in einigen Hinsichten merkwiirdig
andersartig und in anderen Hinsichten iiberraschend vertraut. Ge-
nau so verhilt es sich mit der Mathematik.

Bevor es losgeht, aber noch ein Wort zur «gendergerechten»
Sprache: Wie bereits praktiziert, habe ich den Kompromiss gewihlt,
dem generischen Maskulinum ein generisches Femininum an die
Seite zu stellen. Wenn im Weiteren ausnahmsweise einmal doch das
biologische oder soziale Geschlecht einer Mathematikerin oder eines
Philosophen von Belang sein sollte, so sollte das aus dem jeweiligen
Zusammenhang deutlich genug hervorgehen.

Und noch ein praktischer Hinweis: Auf der Website zu diesem
Buch finden sich fiir diejenigen, die es noch genauer wissen wollen,
Empfehlungen zur vertiefenden Lektiire, zusdtzliche Hintergrund-
informationen und mathematische Details zu den hier enthaltenen
Beweisen bzw. Beweisskizzen. Letztere habe ich der besseren Les-
barkeit halber moglichst knapp und eingangig gehalten. Sie sollen
die ziindende Idee vermitteln, nicht unbedingt strengsten mathe-

matischen Standards geniigen.
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Einleitung: Zwischen den Kulturen

Nun lduft aber alle analysis finitorum et infinitorum im Grunde doch
auf Rechnerei zuriick [die niedrigste aller Geistestdtigkeiten].
Danach bemesse man den «mathematischen Tiefsinny |...]

Arthur Schopenhauer in Parerga und Paralipomena

Die Mathematik ist die Magd der Physik.
Mein Physiklehrer in der Oberstufe

Im Jahr 1959 hielt der Physiker und Schriftsteller C.P.Snow eine
Rede im Festsaal des «Senate House» der Universitit Cambridge.
Zahlreiche Vertreter aller Fakultiten waren anlisslich der traditio-
nellen Rede Lecture erschienen. Von Champagner und Marmite-
Schnittchen wohlig gestarkt, ahnten sie nicht, dass ihnen gleich die
Leviten gelesen wiirden — den einen ob ihres volligen Unverstand-
nisses grundlegender Zusammenhinge in der uns umfassenden Na-
tur, den anderen wegen ihrer ebenso grotesken Ahnungslosigkeit
von kultur- und ideengeschichtlichen Zusammenhingen, von denen
nicht zuletzt ihr eigenes Weltbild maRgeblich mitgepragt worden
war. «Die zwei Kulturen» war der Titel (des ersten Teils) der Rede,
und darin kam Snow zu der seitdem vielfach diskutierten Diagnose:
Der Westen — der Kalte Krieg war damals in vollem Gange — kranke
an einer Zweiteilung des Geisteslebens in das Lager der «literari-
schen Intellektuellen» auf der einen Seite und das der «Wissen-
schaftler» auf der anderen. Diese Diagnose belegte er u.a. anhand
anekdotischer Beispiele von angesehenen GeistesgrofRen, die sich
iiber die mangelnde Bildung der «Wissenschaftler» ausliefSen, denen
selbst aber ein so grundlegendes Resultat wie der zweite Hauptsatz
der Thermodynamik rein gar nichts sagte. Doch auch die «Wissen-
schaftlerinnen» bekamen ihr Fett weg. So berichtete er von Begeg-
nungen mit brillanten Képfen, die schon bei Charles Dickens an die

Grenzen ihres literarischen Fassungsvermogens kamen — von einem
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«esoterischen, faszinierend unklaren» Autoren wie Rainer Maria
Rilke ganz zu schweigen.

Hitte Snow seine Rede an der Universitat Heidelberg und auf
Deutsch gehalten, hitte er die beiden Lager wohl als das der «Kul-
turschaffenden und Geisteswissenschaftler» auf der einen Seite und
das der «Naturwissenschaftler und Ingenieure» auf der anderen
ausgemacht oder so dhnlich. Und hielte er die Rede heute, so miisste
er sie nur ein wenig auffrischen, nicht vollig umschreiben. Aus eige-
ner Erfahrung weilf ich, wie grol§ die wechselseitige Ignoranz und
das herablassende Desinteresse am Tun der jeweiligen Gegenseite
sind. Ich habe Philosophen kennengelernt, die sinngemild behaup-
teten, die Naturwissenschaften seien 6de, weil dort nicht argumen-
tiert wiirde, sondern nur beobachtet und buchgefiihrt. Und nicht
nur eine Physikerin hat mir ihre Verwunderung dariiber bekundet,
dass die allermeisten angehenden Akademiker — darunter sogar
einige halbwegs intelligente Leute — etwas anderes studieren als
Physik. SchlieBlich bestehe alles aus Elementarteilchen, und deren
Verhalten werde nun einmal letztendlich allein von der Physik er-
klart.

Hier soll aber kein kulturpessimistisches Lamento folgen, in dem
das goldene Zeitalter der Renaissance heraufbeschworen wird —
einer unwiederbringlichen Epoche, da der Lowe Naturwissenschaft
und das Lamm Geisteswissenschaft (oder umgekehrt?) friedlich bei-
einanderlagen und sich aufs Trefllichste gegenseitig befruchteten.
Vom Anachronismus und der Schiefe des Bildes abgesehen, ware die
Botschaft allzu betriiblich — und das véllig grundlos. Denn es gibt
eine Briicke iiber den Graben, der die beiden Kulturen trennt: die
Mathematik.

Die Mathematik?! Ist nicht gerade sie eine der tragenden Sdulen
des herrschenden rigiden Weltbildes, in dem Schonheit und Sinn
keinen Platz haben, sondern blof3 kalte Zahlen und Fakten? Wird sie
nicht vollig zu Recht den Naturwissenschaften zugerechnet? Nein,
wird sie nicht! Auch Snow verortet in seiner Rede die Mathema-

tiker klar im Lager der Naturwissenschaftler. Doch wenn es bei der
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schablonenhaften Einteilung der Wissenschaften in die beiden
Kategorien Geistes- vs. Naturwissenschaften iiberhaupt mit rechten
Dingen zugehen konnte, so miisste die Mathematik als Geistes-
wissenschaft gelten.! Nicht umsonst entstand die Mathematik — als
intellektuelle Disziplin, nicht als bloRes Werkzeug — zeitgleich mit
der Philosophie im antiken Griechenland, beide oft von denselben
Denkern vorangetrieben und beide im Ringen um eine Befreiung
des Geistes aus den Fesseln religioser Dogmen.

Ein Beispiel aus der Quantenmechanik mag vor Augen fiihren,
wie wenig Verstandnis Physiker, Chemikerinnen, Biologen, Geolo-
ginnen u.a. in der Regel fiir genuin mathematischen Erkenntnis-
drang aufbringen: Paul Dirac, einer der Viter der Quantenmecha-
nik, ersann eines Tages die nach ihm benannte «Funktion» 0. Diese
besitzt bestimmte praktische Recheneigenschaften, die das Leben
von Physikern sehr erleichtern. Allerdings hat 6 auch die sehr
merkwiirdige Eigenschaft, iiberall auf dem Zahlenstrahl den Wert
null anzunehmen, auller an der Stelle null; dort ist sie unendlich.
Ein solches Gebilde ergibt zundchst ebenso wenig Sinn wie ein
allmichtiger Gott. So wie der weise Rabbi zundchst keine iiberzeu-
gende Antwort auf die Frage des vorwitzigen Toraschiilers fand, ob
der allmédchtige Gott denn auch einen Stein erschaffen konne, der so
schwer sei, dass selbst er, Gott, ihn nicht anheben konne, so konnte
auch Dirac nicht sagen, wie seine Funktion denn genau zu verste-
hen sei. Das hinderte Physikprofessorinnen aber keineswegs daran,
ihren Studenten im Grundkurs Quantenmechanik als Rat mitzu-
geben: «Rechnen Sie mit der Dirac-Funktion einfach so, als wire es
eine ganz normale Funktion — Hauptsache, es kommt am Ende das
Richtige raus!»

Mit einem solchen pragmatischen Motto kann und will sich
keine wahre Mathematikerin zufriedengeben. Ahnlich dem Rabbi,
der nicht eher ruht, als bis er die Allmacht Gottes in bester dialek-
tischer Manier gerade vermoge ihrer Selbstwiderspriichlichkeit auf
eine neue Ebene der Sinnhaftigkeit emporgehoben hat, wird sie, die

Mathematikerin, so lange forschen, bis sie der Dirac-Funktion einen
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Sinn geben kann, der deren fiir die Physik so niitzlichen Eigen-
schaften verstandlich macht. Genau dies ist Laurent Schwartz mit
der Entwicklung seiner Distributionen-Theorie gelungen, wofiir er
1950 die Fields-Medaille erhielt (den «Nobelpreis der Mathema-
tik»).

Waren die Physiker nicht voéllig aus dem Hduschen, oder zumin-
dest die Quantenmechanikerinnen, als sie von Schwartz’ Durch-
bruch erfuhren? Philip Davis und Reuben Hersh beschreiben die
Reaktion in ihrer Erfahrung Mathematik so:

Mathematiker [wie Schwartz] haben sich also eineinhalb Jahrhunderte lang
gequalt, um einige von Fouriers [und Diracs] Berechnungen zu rechtfertigen.
Andererseits empfinden Physiker und Ingenieure kaum ein Bediirfnis nach
einer solchen Rechtfertigung. (SchlieBlich spricht ein funktionierendes Gerit
oder Experiment fiir sich selber.) Trotzdem ist ihnen offenbar die von der
Mathematik angestellte Unbedenklichkeitserklirung ganz angenehm. In kiirz-
lich erschienenen angewandten Lehrbiichern finden sich nun diinn verteilte
Hinweise auf Laurent Schwartz, mit denen ehemals «illegitime» Berechnun-
gen gerechtfertigt werden sollen.

Salopper formuliert: Den Physikern kam'’s nicht ungelegen, aber im
Grunde war’s ihnen ziemlich egal.

Ich fiihre dieses Beispiel nicht an, um Physikerschelte zu betrei-
ben, sondern um deutlich zu machen, dass entgegen der landlau-
figen Meinung die Erkenntnisinteressen der Mathematik und der
Naturwissenschaften sehr, sogar grundlegend, verschieden sind. Es
ware allerdings iibereilt, die Mathematik nun nahtlos in die Phalanx
der Geisteswissenschaften einreihen zu wollen. Die Mathematik hat
zwei wesentliche Ziige, die in beiden Lagern gleichermal3en fiir Be-
fremden sorgen: das scheinbar pedantische Beharren auf strenger
logischer Konsistenz und, damit verbunden, ein enormer Abstrak-
tionsgrad, der fiir Aullenstehende oft selbstzweckhaft wirkt. Die-
ses Befremden kann aber giinstigstenfalls, einen offenen Geist und
die Bereitschaft vorausgesetzt, borniertes Lagerdenken zu tiberwin-
den, in Neugierde umschlagen. Ist diese erst einmal geweckt, wer-

den die «Naturwissenschaftler und Ingenieure» vielleicht erken-

16 Einleitung: Zwischen den Kulturen



nen: All die Areale der Mathematik jenseits der von ihnen genutz-
ten Formeln und Modelle, die der vertrackten Beweise, der Verall-
gemeinerungen iber jegliches praktische Mal hinaus, der esoteri-
schen Begriffsbildungen sind vielleicht keine fruchtbaren Acker
und Felder, aber dafiir wunderschone Parklandschaften oder lieb-
liche Blumengirten. Diese ndher zu erkunden, ist zumindest ein
lohnendes Ziel zur weiteren personlichen Bildung — und mit etwas
Gliick sogar eines mit unerwarteten fruchtbaren Folgen fiir die
eigene Arbeit. Und die «Kulturschaffenden und Geisteswissen-
schaftler» werden womdoglich feststellen: Die Mathematik ist alles
andere als die Fron triibseliger Rechenknechte. Sie ist vielmehr die
intellektuelle Kunst, nur von elementaren Begrifflichkeiten ausge-
hend filigrane und zugleich stabile Ideengebdude zu errichten, von
denen aus zuvor ganz ungeahnte Regionen im Raum des Denkbaren
erkundet werden konnen. Dass sie auch eine Wissenschaft mit
niitzlichen Resultaten ist, erscheint da fast nebensichlich.

Die Riemann’sche Geometrie belegt dies eindriicklich. Sie geht auf
Bernhard Riemann zuriick, der ihren Grundstein Mitte des 19. Jahr-
hunderts in seiner Habilitationsschrift legte. (Waren doch alle Werke
zur Erlangung hochster akademischer Weihen nur im Ansatz solche
Geniestreiche!) Sehr verkiirzt dargestellt, ibertrug Riemann die
Ideen seines Lehrers Carl Friedrich Gaul’ zu gekriimmten Flichen
auf hoherdimensionale Gebilde. Gaul’ Ideen wiederum lassen sich
ebenfalls sehr verkiirzt so zusammenfassen: An jedem Punkt (aul3er
am Rand) einer glatten Fliche (ohne Ecken und Kanten) besitzt
diese eine intrinsische Krimmung. Diese ist unabhdngig von der
konkreten Lage der Fliche im Raum. Das heil3t, wenn die Fliache in
eine beliebige andere Lage gebracht wird, beispielsweise durch Ver-
biegen, bleibt die intrinsische Kriimmung an jedem Punkt der Fli-
che erhalten — vorausgesetzt nur, die Fliche wird nirgendwo ge-
dehnt oder gestaucht.

Wenn man ein Blatt Papier auf den aufgerdumten Schreibtisch
legt, sieht man: nun ja, eine ganz plane Fliche. Die intrinsische

Kriimmung der Fliche betrdgt entsprechend iiberall null. Rollt man
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das Blatt aber zu einem Kinder-Fernrohr zusammen, so ist es im ge-
wohnlichen Sinne natiirlich tberall gekriimmt — so wie die Finger
und der Daumen der Hand, die das Fernrohr hilt. Bei dieser Kriim-
mung des Blattes handelt es sich aber lediglich um die extrinsische
Kriimmung, die nur relativ zum umgebenden Raum besteht. Die in-
trinsische Kriimmung ist nach wie vor iiberall null. Das ldsst sich
beispielsweise daran erkennen, dass das x-beliebige Dreieck, das
vor dem Zusammenrollen des Blattes irgendwo darauf gezeichnet
worden sein mag, nach dem Zusammenrollen immer noch die Win-
kelsumme 180 ° aufweist. Die Oberfldche einer Kugel, etwa des Glo-
bus auf dem Schreibtisch, hat hingegen iiberall eine intrinsische
Kriimmung ungleich null. Sie sieht also nicht nur krumm aus, son-
dern sie ist wirklich krumm — in sich. Wenn man beispielsweise ein
Dreieck auf dem Globus vom Nordpol nach Quito, von dort nach
Mogadischu und von dort wieder zum Nordpol zieht, so wird man
feststellen: Das Dreieck hat lauter ungefdhr rechte Winkel, sodass
die Winkelsumme ca. 270° statt der gewohnten 180° betradgt. Ge-
nau daher rithrt das vertrackte Problem, das Kartenmacher iiber
Jahrhunderte hinweg schwer zu schaffen machte: Wie lasst sich die
Oberflache der Erde auf ein Blatt Papier bannen, sodass die Ab-
stinde beliebiger Landmarken mal3stabsgetreu erhalten bleiben?
Die Losung besteht darin, dass es nach dem Satz von Gaul$ schlicht
nicht geht — die Verflachung der Kugeloberfliche ist wie die Qua-
dratur des Kreises, eben unmoglich.?

«Ja, nicht vollig uninteressant», wird der eine oder andere den-
ken, «but I'm not overly impressed.» Doch Moment, jetzt kommt ja
der Riemann ins Spiel. Er hat, wie gesagt, die ganze Sache auf
hohere Dimensionen gehoben. Kurzum, er hat gezeigt, wie man den
Begriff der intrinsischen Kriimmung nicht nur auf Flichen anwen-
den kann, sondern auch auf Rdume beliebiger Dimension. Seit
Riemann kann man sinnvoll und prizise fragen, ob etwa der uns
umgebende «Raum in sich gekriimmt» ist. Vor Riemann wdre das
blo3 eine inhaltsleere Wortfolge gewesen, die bestenfalls in den

Hinden eines begabten Dichters eine interessante Assoziationskette
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hitte hervorrufen konnen. So ist durch die Riemann’sche Geometrie
denkbar geworden, was zuvor nicht nur unvorstellbar gewesen
war, sondern im wahrsten Sinne des Wortes undenkbar! (Unvor-
stellbar ist es aber immer noch — zumindest fiir Normalsterbliche.)

Das Beispiel der Riemann’schen Geometrie fiihrt nicht nur die
Fahigkeit der Mathematik vor Augen, unseren geistigen Horizont
um neuartige Aussichten zu erweitern. Sie zeigt auch, wie dieser
intellektuell-dsthetische Vorzug ganz unerwartet einen praktischen
Nutzen abwerfen kann. Albert Einstein gehorte zu der Minderheit
von Naturwissenschaftlern, die sich mehr als nur oberflachlich auch
mit so frivolen Dingen wie Philosophie beschiftigen. Er war ein offe-
ner Geist, der 6fter betonte, dass es weniger experimentelle Befunde
waren, die ihn zu seinen bahnbrechenden Ideen fiihrten, als viel-
mehr ebenjene, aus Sicht der meisten seiner Kollegen vollig absei-
tige Beschaftigung. Zur Mathematik hatte er hingegen zunichst ein
eher instrumentelles Verhiltnis: Man brauchte sie zwar als Physiker,
aber von den niitzlichen Resultaten abgesehen, war sie eigentlich
uninteressant. So soll er, als er 1905 die Spezielle Relativitdtstheo-
rie — auf die wir noch nidher zu sprechen kommen werden — ent-
wickelt hatte und Hermann Minkowski begann, sie geometrisch zu
deuten, verkiindet haben: «Seit die Mathematiker sich meiner
Theorie angenommen haben, verstehe ich sie selbst nicht mehr.»
Aber gerade die geometrische Deutung war es, die auf die Spur zur
entscheidenden Idee der Allgemeinen Relativitdtstheorie fiihrte:
Raum und Zeit sind nicht nur, wie in der Speziellen Theorie, un-
trennbar in der Raum-Zeit miteinander verwoben. Diese ist zudem,
je nach Materie- und Energieverteilung, in sich gekrimmt — im
Sinne der Riemann’schen Geometrie.

Einstein brauchte zehn qualend lange Jahre, um auf diese Idee zu
stoRen und, davon ausgehend, seine Allgemeine Theorie zu formu-
lieren. Hatte er blof8 geahnt, dass bereits mehr als ein halbes Jahr-
hundert zuvor Riemann genau die begrifflichen Ressourcen ent-
wickelt hatte, die er benotigte, ware er sicher deutlich schneller ans

Ziel gelangt.
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Das Universum ist in sich gekriimmt. Und seit dem Urknall ist es
weiter und immer weiter expandiert — aber nicht in einen vorab be-
stehenden, umgebenden Raum hinein. Stellen Sie sich einen Luft-
ballon vor, auf dem zufallig verstreut Punkte aufgemalt sind und
der gerade aufgeblasen wird. Die Punkte reprdsentieren die Gala-
xien, die sich immer weiter voneinander entfernen. Und denken Sie
sich nun noch alles andere weg, einschlie8lich des dreidimensiona-
len Raumes innerhalb und aulRerhalb des Luftballons. Wenn Thnen
das gelingt, sind Sie ein Genie abstrakter Imagination; wenn nicht,
so geht es Thnen wie mir: Sie wissen zumindest, wie man es sich in
etwa vorstellen miisste.

Der Urknall war also keine Explosion, bei der Materie nach auRen
geschleudert wurde; es gab und gibt schlicht kein «Aulien». Das
Universum expandiert im Sinne einer stetigen Anderung seiner
(durchschnittlichen) intrinsischen Kriimmung. Dank Einstein (und
Edwin Hubble) wissen wir dies und konnen es fiir so praktische
Dinge wie das GPS nutzen. Aber nur dank Riemann kénnen wir es
tiberhaupt denken.

Die Mathematik ist ein Solitir unter den Wissenschaften. Sie
steht zwischen den «zwei Kulturen», wenn nicht gar abseits von
beiden. Das kann bei einigen Mathematikern zu einem gewissen
Hochmut fiihren. So bemerkte David Hilbert, der wohl einfluss-
reichste Mathematiker des spdaten 19. und frithen 20. Jahrhunderts,
hinsichtlich Einsteins Schwierigkeiten bei der Bestimmung der so-
genannten Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie
siiffisant: «Die Physik ist viel zu schwer fiir die Physiker.» Und auf
die Nachricht, dass einer seiner Studenten das Studium abgebro-
chen habe, um Dichter zu werden, soll er lapidar festgestellt haben:
«Besser so, er hatte ohnehin nicht genug Phantasie fiir die Mathe-
matik.»

Doch Arroganz ist keine produktive Einstellung. Viel lohnender
ist es, die Sonderstellung der Mathematik als begrifflich-analytische
und zugleich exakte Wissenschaft als grolRe Chance zu verstehen:

Sie pridestiniert die Mathematik dafiir, die lingst tiberfillige Uber-
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windung des Grabens zwischen den Kulturen zu beférdern. Natur-
wissenschaftlerinnen und sonstige «Zahlenmenschen», die ihren
rein instrumentellen Blick auf die Mathematik erweitern, werden
einen Sinn fiir Alternativen zu den ihnen vertrauten quantitativ-
kausalen FErkldrungsmustern entwickeln. Geisteswissenschaftler
und «eher kiinstlerisch Veranlagte», die die Mathematik als intel-
lektuelle Disziplin eines niheren Blickes wiirdigen, werden erken-
nen: Strenge Begriindungsanspriiche und kreatives Denken schlie-
Ben sich nicht aus. Im Gegenteil, gerade in Verbindung miteinander
haben sie vor allem in der Mathematik, aber auch in den Naturwis-
senschaften zu einigen der beeindruckendsten Kulturleistungen
der Menschheit gefiihrt.

Es lohnt sich also, egal wo man steht, sich der Mathematik zu 6ff-

nemn.
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TEIL 1

Mathematische Grundlagen



1. Vom Zahlen und den Zahlen

Das Erreichen der Génze des Daseins im Tode
ist zugleich Verlust des Seins des Da.
Martin Heidegger in Sein und Zeit

Jetzt fuhrwerken sie wieder in der Zeit rum!
Meine GrofSmutter zur erneuten Einfiihrung
der «Sommerzeit» im Jahre 1980

Henne oder Ei?

Es ist ein beliebter rhetorischer Zug in Debatten, (pseudo-)etymolo-
gische Belege heranzuziehen, um die eigene Position zu untermau-
ern. Im besten Fall gelingt das, und es kommen durch den Hinweis
auf bestimmte Ahnlichkeiten zwischen Wartern wichtige Bezie-
hungen zwischen Begriffen zum Vorschein. Im schlechtesten Fall
suggeriert aber eine sprachliche Nihe einen engen inhaltlichen Zu-
sammenhang, der gar nicht besteht.

Wie verhilt es sich mit dem «Zahlen» und den «Zahlen»? Hangen
die Begriffe wirklich so eng miteinander zusammen, wie es die Wor-
ter nahelegen? Und wenn ja, was kommt zuerst: das Zihlen oder die
Zahlen? Oder sind sie zwei Seiten einer Medaille? Oder spielt uns
das Deutsche hier womdglich einen Streich, und sie haben iiber-
haupt nichts miteinander zu tun? Doch, haben sie, und natiirlich
kommen zuerst die Zahlen. Denn wenn man zihlt, heftet man sozu-
sagen gedanklich Zahlen an die Dinge, die man zahlt — beispiels-
weise, beim Zihlen der Finger an der Hand, die Eins an den Dau-
men, die Zwei an den Zeigefinger, die Drei an den Mittelfinger usw.

Wem diese Charakterisierung des Zahlens vermoge der Zahlen
einleuchtet oder gar wie eine Binsenweisheit vorkommt, der ist
einem weitverbreiteten und tiefsitzenden Missverstandnis aufge-

sessen. Es ist, wie ich glaube, u.a. der Grund dafiir, weshalb die
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Menschheit so lange so grof3e Miihe hatte (und viele Menschen
immer noch haben), die Zahl Null zu fassen zu kriegen. An welches
Ding sollte man die Null auch heften? Ein echtes Ding gewiss nicht;
das wire ja mindestens eines. Also an nichts? Aber wie heftet man
etwas an nichts — auch nur gedanklich? Das Nichts anstelle von
nichts bringt auch nichts; das wire ja wieder etwas und somit wie-
der mindestens eines.

Um beim Finger-Beispiel zu bleiben: Eine Freundin erzdhlte mir
einmal von den Problemen ihrer kleinen Tochter mit dem Zihlen.
Wenn sie, die Freundin, alle fiinf Finger einer Hand hochstrecke
und ihre Tochter bitte, die Finger zu zdhlen, so gelinge dies der
Kleinen problemlos (angefangen beim Daumen): «Eins, zwei, drei,
vier, funf!» Doch wenn sie, die Freundin, anschlielfRend nur den
kleinen Finger ausgestreckt lasse und die Tochter frage, wie viele
Finger es jetzt seien, so antworte diese: «Fiunf!» Diese Antwort
hitte man in pddagogisch weniger aufgeklirten Zeiten schnellfer-
tig als Zeichen von Dummbheit gedeutet und wohl auch heute noch
zumindest als eines mangelnder mathematischer Begabung. Beides
ist falsch; im Gegenteil, das Mddchen hilt sich einfach nur konse-
quent an obiges Bild vom Zihlen: Warum, so kénnte es zu Recht
fragen, sollte denn auf einmal die Fiinf nicht mehr am kleinen Fin-
ger haften, nur weil die anderen Finger nicht mehr ausgestreckt
sind?!

Die meisten von uns haben sich als Kind irgendwann einfach mit
der Antwort der Erwachsenen abgefunden: «Frag nicht so dumm,
so ist es halt.» Und wir haben brav gezihlt, wie «man eben zahlt» —
ohne zu verstehen, was wir da eigentlich tun; schlimmer noch, mit
einem vollig falschen Verstandnis davon.

Auftritt Georg Cantor. Kaum zu glauben, aber erst dieser 1845
in Sankt Petersburg geborene Kaufmannssohn und Begriinder der
hoheren Mengenlehre erkannte den Schliissel zum richtigen Ver-
stindnis des Zahlens als solchen und — worauf wir im dritten Kapi-
tel ndher eingehen werden — dessen erstaunliche mathematische

und philosophische Sprengkraft: die Fins-zu-eins-Beziehung.!
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Zu Beginn einer Tanzstunde stehen die Madchen der Tanzklasse
in einer Ecke des Saals beisammen, um sich gegenseitig ihre neues-
ten Instagram-Posts zu zeigen; die Jungs liimmeln in einer anderen
Ecke rum und machen das Gleiche. Als die Lehrerin den Saal be-
tritt, mochte sie umgehend wissen, ob es gleich viele Jungen wie
Maidchen sind. Denn die Tanzschule ist sehr konservativ; es diirfen
nur jeweils ein Junge und ein Mddchen ein Tanzpaar bilden. Um das
herauszufinden, konnte die Lehrerin natiirlich zunichst die Jungen
durchzihlen, dann die Mddchen und dann die beiden Ergebnisse
miteinander vergleichen. Es geht aber viel einfacher. Wenn Sie mo-
gen, iiberlegen Sie gerne erst einmal selbst, bevor Sie weiterlesen.
Kommen Sie darauf? Die Tanzlehrerin muss nur laut rufen: «Damen-
wahl!» Wenn sich nach einer kleinen Weile alle Paare gebildet haben,
kennt die Lehrerin die Antwort, und zwar ganz ohne zu zahlen. Es
sind namlich genau dann gleich viele Jungen wie Madchen im Saal,
wenn kein Kind ohne Tanzpartner iibrig bleibt. Mathematisch aus-
gedriickt: Es besteht eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen den
Jungen und den Midchen.

Etwas abstrakter, besteht in der Abbildung links zwischen den
Kreisen und den Dreiecken eine Eins-zu-eins-Beziehung, denn
jedem Kreis ist genau ein Dreieck zugeordnet, und umgekehrt. In
der Mitte und rechts sind hingegen keine Eins-zu-eins-Beziehun-
gen dargestellt, da mindestens einem Dreieck mehr als ein bzw. kein
Kreis zugeordnet ist.

«Wie soll das denn das Zihlen erkliaren konnen?», konnte man
einwenden. «EBs setzt ja schon voraus, dass man weil3, ob einem

Ding kein, ein oder mehr als ein anderes Ding zugeordnet ist.»

g2y 05 o
Oﬁ 20

Eins-zu-eins-Beziehung
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Genau! Das wird vorausgesetzt, aber der springende Punkt ist: Es
wird nicht mehr vorausgesetzt. Insbesondere wird nicht voraus-
gesetzt, dass man weil}, ob einem Ding (genau) zwei andere Dinge
zugeordnet sind, oder drei oder vier oder ... Es wird nicht einmal
vorausgesetzt, dass man weil}, was es iiberhaupt heil’t, dass einem
Ding (genau) zwei andere Dinge zugeordnet sind, oder drei oder
vier oder ... Man muss nur Sitze wie die folgenden verstehen und
gegebenenfalls auf ihren Wahrheitsgehalt hin iiberpriifen kénnen:
«Oh je, fiir den neuen Kollegen gibt’s gar keinen freien Arbeits-
platz.» — «Doch, da driiben ist noch einer frei; das ist aber der ein-
zige.» — «Quatsch, der in der Ecke ist auch noch frei.»

Zu beachten ist ferner, dass man zum Verstindnis solcher Sitze
ebenso wenig bereits liber die Zahlen Null und Eins verfiigen muss.
Zwar ldsst sich «es gibt kein / genau ein / mehr als ein Ding der und
der Art» umformulieren zu «die Anzahl von Dingen der und der
Artist null / eins / grof3er als eins». Die Umformulierung ist aber be-
grifflich voraussetzungsreicher als der Ausgangssatz.

Eine Analogie mag das verdeutlichen: In einer entwickelten Geld-
wirtschaft kann ein Bauer einem andern gegeniiber sinnvoll be-
haupten: «Der Preis deiner Kuh ist gleich dem Preis meiner Kuh.»
Vom emotionalen oder sonstigen nichtmonetaren Wert abgesehen,
lauft das schlicht auf die Behauptung hinaus, dass beide Kiihe
gleich viel wert sind. Letzteres kann auch ein Bauer in einer reinen
Tauschwirtschaft sagen, aber nicht Ersteres. Denn Preise sind Gro-
Ben in Geldeinheiten, von denen die Akteure einer reinen Tausch-

wirtschaft buchstablich noch gar keinen Begriff haben.

Zahlen ohne Zahlen

Begeben wir uns auf eine kleine Zeitreise in die Steinzeit vor der
neolithischen Revolution. Wir landen am Rande einer zeitweiligen
Siedlung einer Sippe von Jagern und Sammlern. Wir halten uns in

einem kleinen Wialdchen versteckt, um den Lauf der Geschichte
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nicht allzu sehr zu storen, bleiben aber in Seh- und Horweite. Er-
staunlicherweise spricht das Volkchen Deutsch.

Da kehrt ein junger Bursche, anscheinend vom Beerensammeln
kommend, in die Siedlung zuriick und tritt vor die Alteste der
Sippe und berichtet: «Weiseste, ich habe unten am Fluss der sprin-
genden Frosche eine gro3e Herde von Hirschkiihen entdeckt und
auf der Lichtung des schreienden Bussards noch eine. Lass uns eine
Treibjagd machen!» — «Schon und gut, Kleines Fuchsohr», entgeg-
net da die weise Frau — offenbar die Anfiihrerin —, «doch welche
Herde ist die groflere?» — «Kann ich nicht sagen», antwortet der
Jiingling, «sie sehen, Pi mal Daumen, gleich grof$ aus.» Darauf die
Anfiihrerin: «Das ist mir zu vage. Nimm diesen Beutel mit Tannen-
zapfen und diesen leeren Beutel, und lauf nochmal zum Fluss. Schau
dir jede Hirschkuh einmal einzeln an, aber nur einmal, und nimm
dabei jedes Mal aus dem vollen Beutel einen Zapfen und leg ihn in
den andern Beutel. Du, GroRe Bdrentatze, lauf zur Lichtung und
mach das Gleiche; nimm den vollen Beutel da und diesen leeren
mit. Kommt dann schnell wieder zuriick.»

Nach einer Weile sind Kleines Fuchsohr und Grof3e Birentatze
zuriick und tiberreichen der Weisen die beiden frisch gefiillten
Beutel. Begleitet von unverstindlichen Beschworungsformeln,
nimmt sie nacheinander jeweils mit der linken Hand einen Zapfen
aus dem einen Beutel und mit der rechten einen aus dem anderen
Beutel. Die beiden Zapfen wirft sie anschlielfend ins Feuer. Das wie-
derholt sich so lange, bis im linken Beutel, den die Weise von Gro-
[Ber Birentatze erhalten hat, kein Zapfen mehr zu finden ist. Da sagt
sie: «Im Beutel von Kleinem Fuchsohr sind noch Zapfen — lasst uns
die Herde am Fluss jagen!» Voller Tatendrang, wohlwissend, dass
ihre Anfiihrerin stets die richtige Entscheidung trifft, macht sich
die ganze Sippe auf zur Jagd.

Die Oberjagerin verfligt offenbar tiber den Begriff der Eins-zu-
eins-Beziehung. Mehr noch, sie nutzt sogar eine wesentliche Eigen-
schaft derselben: die Transitivitdt. Diese besagt Folgendes: Sind

drei Mengen von Objekten gegeben, sodass zwischen den Objekten
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Umhang zum Zahlen

der ersten und denen der zweiten Menge sowie zwischen den Objek-
ten der zweiten und denen der dritten Menge jeweils eine Eins-zu-
eins-Beziehung besteht, so besteht auch zwischen den Objekten der
ersten und denen der dritten Menge eine solche Beziehung. Trivial,
aber mit weitreichenden Konsequenzen. Denn wie gesehen, erlaubt
die Transitivitit beispielsweise einen genauen Grolienvergleich
zweier Herden, deren Individuen man aufgrund ihrer raumlichen
Entfernung gar nicht direkt miteinander in Beziehung setzen kann.
Eine enorme Kulturleistung!

Doch kehren wir zur Sippe zuriick. Ein paar Wochen sind ver-

gangen, in denen die Weise offenbar intensiv nachgedacht hat.
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Denn nun entdeckt man auf ihrem rituellen Umhang symbolhafte
Stickereien von unterschiedlich vielen Tannenzapfen. Und wenn
nun Schlanker Kranichhals mit einem Zapfenbeutel kommt, breitet
sie den Umhang auf dem Boden aus, nimmt die Zapfen aus dem Beu-
tel und legt sie so auf eine der Stickereien, dass jeder echte Zapfen
genau auf einem gestickten liegt. AnschlieBend gibt die Weise
Schlankem Kranichhals Beutel und Zapfen zuriick und klopft drei-
mal — wieder begleitet von Beschwoérungsformeln — auf besagte Sti-
ckerei. Dann passiert erst einmal nichts. Doch eine Stunde spadter
erscheint Hans, der der Anfiihrerin auch einen Beutel mit Zapfen
reicht. Wieder dasselbe Spiel. Nach dem erneuten dreimaligen
Klopfen, aber diesmal auf eine andere Stickerei, verkiindet die An-
fiihrerin: «Hans hat die grofSte Herde entdeckt. Er soll uns dorthin
zur Treibjagd fiithren.»

Ein weiterer kultureller Meilenstein: Die Anfiihrerin hat das Zih-
len entdeckt! Fiir jede mogliche Herde von Hirschkiihen (der die
Sippe iiblicherweise begegnet) hat sie eine Referenzmenge von Zap-
fen gestickt, mit denen sie die Tiere in eine Eins-zu-eins-Beziehung
bringen kann. Und sie hat sich die GroSenverhiltnisse zwischen
den Referenzmengen eingeprdgt. Mehr braucht es nicht zum Zih-
len. Insbesondere bedarf es keiner Zahlen, die irgendwo drange-
heftet werden. Die Sippe kennt zundchst nur die Stickereien, und
das sind eben keine Zahlen. Aber fungieren sie nicht wie Zahlen?
Ja, fast. Um zu echten Zahlen zu gelangen, bedarf es aber noch eini-
ger Abstraktionsschritte.

Reisen wir also nochmals in der Vergangenheit ein paar Wochen
in die Zukunft. In der Zwischenzeit hat Flinkes Hasenbein, der
treue Gefahrte der Anfiuhrerin und Vater der meisten ihrer Kinder,
eine tolle Idee gehabt: «Weiseste, konnten wir die Stickereien nicht
auch nutzen, um zu erfahren, an welchem Baum die meisten Feigen
hingen, bevor wir hochklettern?» — «Du sollst nicht denken, Lah-
mes Hinkebein, sondern das Zelt aufraumen!», raunzt ihn die Ober-
sammlerin an, um sich aber wenig spiter zu entschuldigen: «Ver-

zeih, Flinkes Hasenbein, das ist mir so rausgerutscht. Ich halte dich
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wirklich nicht fiir lahm, ehrlich! Und deine Idee ist vielleicht gar
nicht so schlecht; sollten wir mal ausprobieren.»

Wenig spater zahlt die ganze Sippe alles Mogliche, sogar fliich-
tige Dinge, zum Beispiel wie oft der Wolf in der Nacht geheult hat.
Da wird es der Weisen schnell zu viel — immer wieder den Umhang
auszubreiten, Zapfen auf die richtige Stickerei zu legen und unter
Beschworungsformeln dreimal draufzuklopfen, wird irgendwann
lastig. Sie beschlief3t daher auf einer grofSen Ratsversammlung aller
Sippen und Clans im ndheren Umbkreis: «Jeder soll einen Zapfenum-
hang bekommen und die GréRenordnung erlernen. Ferner soll die
Stickerei mit nur einem Zapfen <Amuh> heifSen, die nachste <Bemi,
die nichste «Cus>, die nichste <Diinbay, die nachste ...» Bald darauf
hort man Mitglieder aller Sippen Dinge sagen wie: «Unsere Hiindin
hat gestern diinba-viele Welpen geworfen», «Mama, schau, im Nest
des Adlers habe ich cus-viele Eier gefunden» oder «Furchtlosester,
die Sippe der Zapfen-Weisesten hat nur pintd-viele Kampfer, wir

aber xantu-viele; lass sie uns noch heute Nacht tiberfallen!»

Zahlen und ihre Stellvertreterinnen auf Erden

Es ist allzu vorhersehbar, wie die Geschichte weitergeht: Durch
Mord und Raub verlieren viele unserer Vorfahren ihre Angehorigen
und Umhinge. Doch zumindest die Umhidnge vermissen sie bald gar
nicht mehr. Denn sie entdecken, dass allein die Worter « Amuhy,
«Bemi», «Cus» usw. geniigen; die Stickereien selbst und die Zapfen
braucht’s gar nicht mehr. Wenn beispielsweise Kleines Fuchsohr
(der den Uberfall als Einziger seiner Sippe tiberlebt hat) die Feigen
an einem Baum zahlt, greift er schon lange nicht mehr pro Feige, die
er in den Blick nimmt, nach einem Zapfen in einem Beutel, sondern
spricht schlicht das néachste Zahlwort aus (man beachte das «a» statt
des «a») — beginnend bei «Amuh». Kleines Fuchsohr nutzt hierbei
den simplen, doch leicht zu iibersehenden Umstand aus, dass jede

Stickerei gerade so viele Zapfen darstellt, wie es (auf demselben
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Umhang) Stickereien mit hochstens so vielen Zapfen gibt. Zum Bei-
spiel sind in «Diinba» vier Zapfen dargestellt, und es gibt vier Sti-
ckereien, die gleich viele oder weniger Zapfen darstellen, namlich
«Amuh», «Bemi», «Cus» und «Diuinba» selbst.

Viele Jahre spiter ist Kleines Fuchsohr der Einzige, der iiber-
haupt noch von den Umhéngen mit den Zapfen-Stickereien weil3. In
der neuen Sippe, der er sich angeschlossen hat, versucht er die Er-
innerung wachzuhalten — doch vergebens; die anderen verehren und
firchten «Amuhy, «Bemi», «Cus» etc. als Gottheiten, die einerseits
den Menschen zu Diensten sind, andererseits aber eine unerklar-
liche Macht iiber sie ausiiben. « Warum», so fragen sich die Men-
schen etwa, «iibergibt Frusna die Feige, die ich in ihre Obhut gege-
ben habe, in die Obhut Diinbas, sobald ich die Feigen, die ich in
Amuhs und Bemis Obhut gegeben hatte, wieder an mich nehme
und aufesse?!» Die Menschen sind offenkundig heillos verwirrt ob
des Umstands, dass sie «Amuh», «Bemi», «Cus» etc. einerseits als
Zihlworter verwenden, aber andererseits auch als Namen von Enti-
taten, die sie buchstdblich nicht richtig zu fassen kriegen.

Und die Moral von dieser anthropologisch etwas fragwiirdigen
G'schicht? Wenn wir die uns vertrauten Worter «eins», «zwei»,
«drei» etc. als Zihlworter verwenden, so nutzen wir sie, um die
Dinge, die wir zdhlen, in eine Eins-zu-eins-Beziehung mit denen
einer bestimmten Referenzmenge zu bringen. Nutzen wir die Wor-
ter hingegen als Zahlworter — nun «a» statt «d» —, so benennen wir
(etwas verkiirzt) damit die Referenzmengen selbst.

Je nach Kontext konnte es sich dabei um ganz konkrete Mengen
handeln, beispielsweise um Stickereien mit stilisierten Zapfen. Tat-
sdchlich verzichten wir aber meist vollig auf jegliche Konkretisie-
rung; es geniigt, dass man die Mengen «im Kopf» hat und sich da-
riiber einig ist, welche Menge mit welchem Zahlwort gemeint ist — so
dhnlich wie bei einer Partie Blindschach, bei der sich beide Spieler
das Brett und die Figuren blof8 vorstellen und ihre «Ziige» durch
Zurufe wie «Springer auf B3» vollziehen. Mehr noch, es bedarf

nicht einmal einer Vorstellung von den Mengen; man kann sie auch
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eins zwei drei vier funf sechs

Referenzmengen der natdrlichen Zahlen

schlicht als vollig unstrukturierte abstrakte Objekte behandeln. Das
Zéahlen funktioniert dann immer noch wie gehabt, und alle verste-
hen einen problemlos, wenn man Dinge sagt wie: «Im Teich sind ge-
nau dreizehn Fische.» Nur, das Wesen der Zahl Dreizehn verstehen
die meisten falsch!

Eine konkrete Vorstellung ist nicht immer nétig fiir ein solides
Verstindnis, oft aber sehr hilfreich. Denken wir uns also als Refe-
renzmengen fir die Eins-zu-eins-Beziehung die dargestellten An-
sammlungen von Kreisen. Die Piinktchen deuten an, dass die Reihe
gedanklich beliebig lang nach immer demselben Prinzip fortzufiih-
ren ist, sodass fir jede Menge aulBer der Eins gilt: Entfernt man
einen Kreis aus der Menge, so besteht zwischen den verbleibenden
Kreisen und denen der Vorgidngermenge, sprich der linken Nach-
barmenge, eine Eins-zu-eins-Beziehung.

Diese gedachten Kreismengen konnten selbstverstandlich durch
beliebige andere Mengen mit jeweils gleich vielen Objekten ersetzt
werden. Insofern sind sie blof3e Stellvertreterinnen der Zahlen Eins,
Zwei, Drei, Vier usw. Die Zahlen selbst sind vielmehr — im Jargon
der «Analytischen Philosophie» — allein durch ihre funktionale
Rolle im Sinne der Eins-zu-eins-Beziehung bestimmt, sprich da-
durch, dass die Eins, je nach Kontext, aus genau einem Objekt
besteht und die tibrigen Zahlen sich gemal$ obigem Fortfithrungs-
prinzip zueinander verhalten. Wer unbedingt eine eindeutige Ant-
wort auf die Frage finden mochte, was die Zahlen denn nun «wirk-
lich» sind, der kdnnte versucht sein, die Zahlen mit ihrer jeweiligen
funktionalen Rolle selbst gleichzusetzen. Ebenso konnte man etwa

vom Konig im Schach sagen, er sei die Rolle selbst, die die Schach-
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regeln dem «Koénig» zuweisen. Ob diese Antwort letztendlich stim-
mig ist, mochte ich dahingestellt sein lassen. Wichtig ist hier viel-
mehr, zu verstehen, wie und warum Zahlen funktionieren. Und da-
bei kann uns, wie gesagt, die Vorstellung von den Zahlen als die
oben dargestellten und gedanklich fortgefiihrten Ansammlungen

von Kreisen helfen.

Mit Zahlen muss man rechnen

Der offenkundigste Vorzug dieser Vorstellung ist der, dass sie uns
vor den Versuchungen und Verwirrungen des Bildes am Anfang
schiitzt: des Bildes vom Zihlen als geistigem Prozess, bei dem wir
den Dingen, die wir zdhlen, Zahlen zuordnen. Das Problem ist nicht
das Geistige des Vorgangs — und auch nicht die Abstraktheit der
Zahlen. Die Staaten Frankreich und Russland sind als politische Ein-
heiten ebenfalls abstrakt, ebenso die Stidte Paris und Moskau.
Trotzdem ist die Zuordnung der beiden Stadte zu den beiden Staa-
ten als ihre jeweiligen Hauptstddte nicht ratselhafter als die Zuord-
nung der Sachen in meinem Einkaufswagen zu den Eintrdgen auf

meiner Einkaufsliste.2
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